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1. Wstep

Zagadnienie optymalizacyjne dla ukladdéw pretowych statyeznie niewyznaczalnych
sprowadza si¢ do takiego doboru przekrojéw preta, aby spetnione byly pewne kryteria
optymalnosci (np. minimum objgtosci) oraz dane warunki ograniczajgce. Przy takim
postawieniu zagadnienia napotykamy zasadnicze trudnosci: poszukiwane wskazniki prze-
kroju, bedace funkcjami wspétrzednych, a takze wymiaréw poprzecznych przekroju, sg
wyrazeniami podcatkowymi, ktére z kolei okre$laja liczby wplywowe. Liczby te wystepuja
jako wspdtczynniki réwnan kanonicznych metody sit. Wariacyjne postawienie problemu
optymalnosci, a nastgpnie jego rozwiazanie prowadzi do algorytmu trudnego do zaprogra~
mowania. Przedstawiona w niniejszej pracy metoda wykorzystuje przyblizony sposdb cal-
kowania Simpsona; pozwala to na proste rozwigzanie postawionego zagadnienia oraz,
co jest w zastosowaniach bardzo istotne, na oszacowanie uzyskanych przyblizonych roz-
wigzan. Sposob ten moZe byé rowniez wykorzystany przy rozwigzywaniu ukladow sta-
tycznie niewyznaczalnych posiadajacych prety o zmiennym przekroju, poddanych wptywom
pola temperatur i statycznego pola obcigzen. Analogiczny sposdb rozwiazywania uktadow
statycznych moZe by¢ stosowany réwnieZ i w metodzie przemieszczen.

Praca stanowi kontynuacje zadania sformutowanego w streszczeniu [1]. Rozpoczynajac
od opracowania sposobu przybliZonego rozwigzania réwnan kanonicznych metody sit
mamy na wzgledzie fakt, Ze sposéb ten moze mieé zastosowanie nie tylko w problemach
optymalizacyjnych.

2. Sformulowanie zadania

Rozpatrywaé bedziermy 1ozwigzanie réwnan kanonicznych metody sit przy uwzgled-
nieniu wplywdéw termicznych oraz statycznego pola obciazefi, dla uktadu pretéw n-krotnie
(n > 0) statycznie niewyznaczalnych. Réwnania te maja znang postaé

(21) (Sin;f—l_AiP—'-Ai'I‘ = Ai (l,j == 1, veny ﬂ),
w ktdrej wystgpujace wspdlezynniki mogg byé obliczone ze wzordw

1 —  2(49) = 1 — —
(22) Eaij = {I:— MylMyj+ @Kin_{‘-TMZiMZJ]dS’
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[Cd] yl'—" le ]"[‘1‘](7’5
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waznych dla przestrzennego ukfadu pretow albo ze wzordéw

M; M,
u = f Al i d.s' E‘di'l‘:f i I‘ds,
Y 1

(2.2a) o
Ed;p = ‘ ———MI}MP ds,
L
stusznych dla plaskich ukladéw pretowych (o ile pominad momenty skrgcajace).

W (2.2), przez 6;;, dip, dip 0znaczono kolejno: liczby wplywowe, wspélezynnik
uwzgledniajacy wptyw pola obcigzen oraz temperatur; symbolami 1, I,, I, oznaczono,
w kolejnoéci wystepowania — moment bezwtadnosci wzgledem osi y, z oraz wskaznik geo-
metryczny skrecania. Wystepujacy w kazdym punkcic osi prgta ortogonalny, lokalny
uktad wspotrzednych Oxyz zorientowany jest w ten sposcb, Ze oé x jest styczna do osi
preta w punkcie O, natomiast osie y, z sa gtdwnymi, centralnymi osiami bezwtadnosci
przekroju preta. Symbolami M4, K;y oznaczono wspéirzgdne wektora momentu, ko-
lejno: zginajacego wzgledem osi () i skrecujacego. Indeks [ ] symbolizuje wptyw: obcig-
zen jednostkowych (wtedy zamiast [ ] wstawiamy i dodajac nad litera rdzeniowg — kreske,
gdzie i = 1, ..., n); pola obciazen (zamiast [ ] wstawiamy P) lub wreszcie - pola tempera-
tur (woéwczas zamiast [ | wstawiamy T). W réwnaniach (2.1), a takze w pozostatych re-
lacjach, stosujemy konwencje sumacyjna.

Wystepujace w wyrazeniach podcalkowych funkcje My, K;q [ukiady (2.2)] sa zalezne
od wspétrzednej tuku s lub od zmiennych x, y, z, okredlajacych poczatek lokalnego uktadu
wspolrzednych, bedacy zarazem $rodkiem geometrycznym przekroju.

Okres$lenie zadania. Nalezy wyznaczy¢ z ukladu (2.1) niewiadome X; (j=
=1, ..., n) zastgpujac prawe strony wzoréw (2.2) wzorami Simpsona, a nastgpnie prze-
prowadzi¢ oszacowanie uzyskanych przyblizonych wartosci niewiadomych.

3. Rozwigzanie zadania

Zanim przystapimy do podstawowego twierdzenia, ktdére ujmowaé bedzie odpowiedZ
na postawione w poprzednim punkcie zadanie, sformutujemy wpierw nastgpujacy lema t.
Jezeli spelnione beda zalozenia:

a) of preta bedzie lukiem gladkim, regularnym, ktdrego réwnanie w postaci para-
metrycznej mozemy przedstawi¢ przy pomocy réwnan

x=x(t), y=x({), z=z(), jeSli tela 8],

w tvm przypadku element tuku okreilaé bedzie wzor

ds = f(ndr, gdzie  fir) & /X2yl ;
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b) wystepujace w (2.2) funkcje podcatkowe, po uwzglednieniu zatozenia a) oznaczymy
symbolicznie przez

2(14)

IO KK (1) 4+ ——

D,(1) & [7;(1—0 M) M (104 =2 M.,o)Mz,(r)] 1,

L(n)
1

(3.1 V(1) = I:“'* Hyi(t) () -

I(1) I ( )

2(14-)
IO

i przyjmowaé bedziemy, ze posiadaja one pochodne wzglgdem zmiennej ¢ do rzedu czwar-
tego przy uwzglednieniu, Ze wskazniki przebiegaja ciag liczb skonczony (7, j =1, ..., n);
¢) przedziat [«, f] rozbijamy na 2m réwnych czgscei
[[U =, tl]7 [[l ] tz], LR [t2m——l E] t2m == ﬂL o > /9

budujemy z (3.1) pomocnicze funkcje

]Ei(t) MzT(t)] f(t) >

'QiP(t) (}_f [ (t) }”(t) (t)—l_ K(t)K(t)—l_ I (t) Mz:(t)MzP(t)J f(t)

g = Dy(e) — Dy () m.Z 20,15, )4 Py,
(3.2) Y = ir o) — Vi ()42 Z 2%y (tap )+ Pir(tap)],

(‘)Eg') = ,'P(OC)'-‘QIP(ﬁ)—I_z Z [2QiP(t2p—~l)+"Qip(t2p)]s

p=1
pod warunkiem, aby det[p{] # 0, to wdwczas, po zastosowaniu metody Simpsona
uzyskujemy zamiast wzorow (2.2) nastgpujace wyrazenia

. B— (m) f—u Pl (1v)

Eby =] "( 7] o0 BV EH0D,
:5 (m)_ ﬂ_a ° 1 (IV)

(3.3) Edig = S =P — 55| g P02,
— ﬂ (m)__ ﬂ & Iv)

Edip = = 6m “6m “r {2 90m"" Qi ct058),

gdzie wystepujace we wzorach (3.3) pochodne czwartego rzedu okreélone sa w punktach
at-0t, 0 <6, <1 (k=1,2,3).

Przy powyzszych zalozeniach dowdd lematw przebiega analogicznie, jak w [2] s. 252.

Majac na uwadze poprzednio przytoczony lemat, wykazemy, Ze stuszne jest nastepu-
jace twierdzenie, Jezeli spelnione sa zaloZenia:

a) konfiguracja prgta, przemieszczenia punktéw jego osi $rodkowej, poie obcigZen
i temperatur, material o§rodka oraz nalozone wiezy sa tego rodzaju, iz stuszne pozostaja
ré wnania kanoniczne metody sit (2.1);

b) wszystkie wystepujace w (2.2) calki sq obliczone metoda Simpsona (por. lemat)
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¢) pochodne rzgdu czwartego funkcji @;;, Wir, £2;p wzgledem zmiennej 7 sa ograniczone
nieréwnosciami
(34) M= max{lX DI, [PE()], 1B} < Mi< e (i=1, ..., n),

tela, B

— to wowczas w1elkosc1 nadliczbowe X 5.’”) traktowane jako m-te przyblhiZzenie niewia-
domych X; mozna wyznaczy¢ w sposéb przyblizony z réwnania
(3.5) XM+ oyl = —BGL E4, (G,/7=1,..,n.

Niewiadome X{™ szacujemy w stosunku do wartoci dokladnych X; za pomoca nieréw-
noSci
(3.6) 1IXG =X < [IE] [le(m)ll,
gdzie F~' jest macierza odwrotna macierzy F = [¢ (’")], elm) — reszta wynikajaca ze
wzoru Simpsona, a || || jest symbolem normy macierzy.

Dowdd. Zzalozen a) i b) wynika, 2e mozemy napisa¢ nastgpujaca réwnosé
(3.52) FMX iyl = g (m)+ —%EA,—
wynikajaca z podstawienia (3.3) do (2.1); w (3.5a) przez ¢;(m) oznaczono
37 atm= (ﬂ = ) 30111 L, B (046, 1) + P -0, 1)+ QN +-05.1)].
Pomijajac w (3.5) &,(m) zmieniamy zbidr poszukiwanych niewiadomych, ktére oznaczymy

teraz przez XM tym samym z (3.5a) uzyskujemy réwnanie (3.5). Réwnanie to postuzy

nam do przyblizonego wyznaczenia poszukiwanych wielkosci nadliczbowych X(™ (m-te
przyblizenie). Odejmujac réwnanie (3.5) od (3.5a) uzyskujemy @UP[X;—X{™] = g,(m),
a dalej [{?][X;—X(™] = [&(m)], skad juz ostatecznic
(3.8) [X;—Xf1 = [p1~* [e(m)].

Jezeli wprowadzimy normy macierzy F~! = [p{!"]"* = [#{™] podporzadkowane nor-
mie oktaedrycznej wektorow X = [X ,—X}"')], [ei(m)] =eum), ktore okreSlone sg w sposéb
nastepujacy (por. [3])

(9  IIFY = male AL lelmll = > lem), [IK1] = Y 1X,—X (™),
J i=] i=1
to woéwczas z (3.8) uzyskujemy oszacowanie
X=X = [Fte(m)l| < [[F] [le@m)l],
zgodnie z (3.6). Uwzgledniajao w (3.7) oszacowanie (3.4), uzyskujemy
lex(m)| = |[(B~-aY*/480m>]. [X; D" (-+6, 1)+ P (o-+0, 1) +QfF (403 1)]] <

(3.10)
< [(B—a)*/60(2m)®1[2+ 1]M, = B,/ (2m)>,

gdzie B, = [(B—a)*/60][2-+n] M,
Podstawiajac ostatnie wyniki do (3.9) otrzymamy

1 n
3.10 < s Y B
(3.102) Il < s 2, B
W ten sposéb zakonczyliémy dowdd twierdzenia.,
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4. Przyklad liczbowy

Dla schematu vkladu rzeczywistego, ktdry przedstawiony jest na rys. 1a, nalezy wyzna-
czy¢ w sposéb przyblizony wielkosci hiperstatyczne pokazane na schemacie podstawowym
metody sit (por. rys. 1c). Moment bezwladnosci przekroju stupa 1-2 jest zmienny zgodnie
z funkcjg podang na rys. 1b. Po wyznaczeniu wielkoéci hiperstatycznych, przyblizonych
nalezy przeprowadzi¢ ich oszacowanie, a nastgpnie poréwnaé otrzymane wyniki z rozwia-
zaniem dokladnym podanym w pracy 4], s. 338. Poniewaz w rozpatrywanym przypadku

a SR | - b
Geometria stupa 1-2
e 7
= - S 77
\ ) oo Z
\ ¢}
\
\
S \20
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1
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Rys. 1
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nie ma wplywdéw termicznych ani migdzyprzgstowego pola sit zewngtrznych [A;p = A7 =
=0 (i =1, 2, 3)], przeto z wzoru (3.1) otrzymujemy
4.1) (@] = [®]+- [@ul,
gdzie
- I — & I o= = .

(D]l = l:-[(T)Mi(x)Mj(x):I’ (@] = [27 Mi(%) Mj(x)]-
Podstawiajac do (4.1), odpowiednie wielkosci za M;(x), My(¥) (i = 1, 2, 3), ktére podane
sg na rys. |, uzyskamy

| [a=x2D2(xp1002 - (1=xf2D (x2D(1+2/10)= 0
@)=+ - (x/20)*(1+x/1007° 0],
: 0
(4.1a) B
0 0 0
L] i%-(1_-;/41) %(1—x/41)(5f/41)

1 ) ’
7(%/41)2 »
gdzie w macierzy (4.1a) oznaczono kropkami elementy, ktére sa réwne elementom macierzy
symetrycznym wzgledem przekatnej gtéwnej. Dla odcinka 1-2 «ramy 1-2-3» przyjmujemy
podzial na dwie cze$ci 2m = 2: z réwnania (3.2), uzyskamy woéwczas
o) = B;(0)+40, ()P 21)

lub w zapisie macierzowym, po uwzglednieniu (4.1a)

! 1,75131 0,75131 O
4.2) [P = — . 1,33001 0

1

. 0

Analogiczna macierz mozemy podaé i dla wspolczynnikdw 14.1a),, lecz z uwagi na prosta
budowg funkcji momentéw oraz stalty moment bezwtadnosci przekroju preta 2-3, wygod-

niej uczyni¢ to przez «przemnozenie» wykresdw momentéw; po wykonaniu tej ostatniej
operacji otrzymamy

] ] 0 00
.2
Wspdlczynniki ¢;; nalezy pomnozyé przez (8—a)/6m = (21—0)/6-1 == 1/3, oraz podzieli¢
przez E, zgodnie z réwnaniem (3.3);. Dodajac do siebie macierze (4.2) i (4.3) uzyskamy

: . [1-75131 0,75131  0,00000
(4.3a) o] = [pP+¢;] =F = - . 3,33001 1,00000 |.
. 2,00000

Przyblizony ukiad réwnaf kanonicznych metody sit, zgodnie z réwnaniem (3.5), ma postaé

3E
P XN =—10,, gdzie 0, =26, 6,=0, 0, =0.
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W réwnaniu (3.5) przyjeto 6m/(f—a) =3/l, a 4, =0;.
Wykonujac odwracanie macierzy (4.3) uzyskamy

0,64439 —0,17107 0,08554
4.4) F1=7 . 0,39878  —0,19939 | = [¢{}],
. 0,59969
skad przyblizone wartoSci poszukiwanych wielkosci hiperstatycznych (X{) = ¢{'3£0,/1)
wynosié¢ beda

EI
4.5) XD = 4,12305110, Xy = —],6246—-1—0, X =2 3123——0

Przystapimy do oszacowania wynikéw (4.5). Z réwnania (4.1a), wyznaczymy pochodne
czwartego rzedu funkeji @;;(z), gdzie z = 10/+4x

(4.6)
6000 _s | 2160(z/0)~2—120(z/})~*4-1 1800(z/)~*—110(z/D~*+1 0
o Z) = 222 |2 : 15002/ —100(z/)"* +1 0
ol s\ ) . 0
Korzystajac z réwnan (3.4), (4.5) otrzymamy
= |X; D (/D] 110, Czyli M, =3 4020512 M, = 2,0390 10, M,=0,

dalej, zgodnie z (3.10):

—a)* . EO ED
60(2 5 O+DM;, eyl ey (m) < 0,134, |es(m)] < < 0,0680—-,

e3(m) = 0.

Norma macierzy [g;(m)] okreslona jest wzorem (3.9),. Podstawiajac réwnania (4.7) do
(3.9);, uzyskujemy

@47 |e(m)| <

[|[e;(m)]]] <= O, 1814££

Przystapimy do wyznaczania normy macierzy odwrotnej (4.4). Z okre§lenia (3.9),
oraz wzoru (4.4) otrzymujemy

[[E=4] = max(|@47], 1§5,], ¢5;’]) = 0,90201.
J
Na podstawie réwnania (3.6) uzyskujemy oszacowanie
(4.8) NEXG—XGN1 << EY] 1 [e;em]l] < 0, 1636—9

Podamy nastepnie oszacowanie bledu bezwzglednego wielkoéci nadliczbowych. Postu-
gujac si¢ réwnaniami (3.5), (3.5a) uzyskamy
3
X=X < DD lem);

i=1
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wykonujac naznaczone dzialania, a nastgpnie uwzgledniajac rownania (4.4), (4.7) otrzy-
mamy

= x0) < 0,085 500, 1, x4y < 0,047 206, 13, x4 < 0,024 50
lub
X!/ X,/ X,!
4,038 < I < 4,208, —1,672 < B0 < —1,578, 2,288 < I < 2,337.

Ostatnio podane oszacowanie daje bledy wzgledne wahajace sic w granicach 1-3%, co
jest w zastosowaniach w zupetnosci wystarczajace; tym bardziej, Ze oszacowanie to jest
z duzym nadmiarem w stosunku do bl¢déw rzeczywistych.

W zakofdczeniu pordwnamy otrzymane wyniki z danymi dokladnymi, podanymi
w pracy [4]. Dokladne wartosci (do czterech miejsc po przecinku) wielkosci hiperstatycz-
nych wynosza
EI
R

EI

X, = 4,1618 :

0, X, = —1,6447--0, X, = 2,3224ETI(),

a zatem blad wzgledny wielkoéci przyblizonych (4.5) waha sie, dla m = 1, w granicach
0,4--1,2%; natomiast ||[X;—X{"]|| = 0,075EI6/l. Ostatnie wyniki okreflaja rzeczywiste
bledy oraz rzeczywista norme, a nie wielkosci szacunkowe, ktére przytoczyliSmy poprzed-
nio.
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Pesome

OLIEHKHM PEHMIEHMH KAHOHWYECKUX YPABHEHHIH CHUJIOBOrO METOIA
AT CIIVYASL HPUBIDKEHHOI'O ONPEOEIEHMS NAPAMETPOB BIIMSIHSI

Paccmorpena 3afaua 06 ONTHMHM3ALHH CTEPIKHEBBLIK CHCTEM, NOJBEPYKEHHBIX CTATHYECKHAM M TEILIO-
BhIM Bo3felcTBHAM. POPMYNIHPOBKA 3afauy NMPHUBONHT K YPABHEHMAM, B KOTODBIX TIEpEMEHHBIE Xa-
P2KTEDUCTHMKH CedeHMil CcTepiknell HAXONATCA B MOAMHTCTPANIBHLIX BLIPaXKEHUAX. B cHcreMe KaHOHH-
YECKMX YPaBHEHMH IS CHIIOBOIO METONA ST BBLIPAIKEHHsI ONPEAENAIOT NAapamMeTphl BIIMSHHSA,

B paBore max crnoco6 OIeHKH NPHEINIKEHBBIX 3HAYEHHH THMepCTATHUECKUX BEJHUHH, NOJNYY2EMBIX
M3 3THX YPaBHEHWH, UTO JAeT BO3ZMOMKHOCTH IIPHCIOCOGHTH ONTHMANM3aI[HOBHBIE TIPONECCHI K Tpebo-
BaHMAM MaTEMAaTHYECKOTO IIPOrPaMMHPOBAMMSI, a TAXMKE BOCIOJNL30BaThesd Mmeronom CHMICoHA.
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Summary

ESTIMATION OF SOLUTION OF THE CANONICAL EQUATIONS OF THE METHOD OF FORCES
UNDER APPROXIMATE DETERMINATION OF INFLUENCE PARAMETERS

1n the case of the optimization problem of rod structures subject to statical aud temperature loadings,
the variable rod characteristics appear in the integrands. These expression determine the influence para-
meters of the canonical system of equations of the method of forces. In order to adapt the optimization
processes to mathematical programming and to apply the Simpson method, the paper presents the method
of estimation of the approximate values of the hyperstatic quantities obtained from these equations.
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