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Folitechnika Czestochowska

W pracy znajdzie Czytelnik odpowizdé na pytanie o problem wyznaczania
trajektorii, predkoéci 1 prayspieszenn w ruchu machanizméw [V-tej klasy. Te-
mat jest, dosé zlozony, a zarazem ciekawy i ma duze znaczenie praktyczne. -

1. Wstep

Problem mechanizmdéw IV-tej klasy zainteresowal mmnie pare lat temu, gdy
podjatem wyklady z zakresu teorii mechanizméw na Wydziale Budowy Maszyn Po-
litechniki Czestochowskiej. Zagadnieuie stalo si¢ dla mnie dos¢ intrygujace, gdyz
nie vinialem zrazu znalezé odpowiedzi na wiele pytan dotyczacych tej kwestii, ktére
stawialem scobie i innym. Zwlaszcza zagadnienie wyznaczania predkoéci i przyspie-
szeft metoda graficzna sprawialo do§é duze trudnosci. Réwniez w dostepnej mi
literaturze nie znalaziem zbyt wiele na ten temat. W tej sytuacji postanowitem
zajac sie tym zagadnieniem.

2. Problem trajektorii

Rozwazmy na poczatku mechanizm przedstawiony na rys.l. Najpierw zasta-
néwmy- sie¢ nad znalezieniem trajektorii jednego z punktéw owego mechanizmu,
np. punktu C. Zadanie moina rozwiazaé metoda graficzna, a takie metoda
analityczna,.

Metoda graficzna wymaga patrzenia na ruch czionu ABC jak na ruch zloiony.
Przyjmujac, ze ruch unoszenia jest ruchem obrotowym trdjkata Oy DE, wyzna-
czamy trajektorie punktu A wzgledem nieruchomego tréjkata O, DE (trajektorig
w ruchu wzglednym), patrz rys.2.

Zauwazamy, ze punkt A w ruchu wzgledem nieruchomego tréjkata Oy DE po-
rusza si¢ po torze krzywoliniowym, ale réznym od okregu (rzecz jest oczywista).
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W rzeczywistosci punkt A porusza si¢ po okregu o promieniu r. A zatem, dla da-
nej konfiguracji tréjkata ABC wzgledem tréjkata O3 DE mamy mozliwe (lub nie)
polozenie punktu A na okregu o promieniu r. Polozenie to znajdujemy obracajac
jako sztywna calosé caly uklad wokél punktu Oy, az do pokrycia punktu A’ z punk-
tem A na okregu (patrz. rys.2). A zatem jeieli znajdziemy trajektorie punktu
A wzgledem nieruchomego trojkata O;DE, to wychodzac z kolejnych punktéw
w okregu 1,2,3... itd mozemy znaleZé opowiednia konfiguracje tréjkata ABC
wzgledem nieruchomego tréjkata Oy DE. Obracajac caloicia wzgledem punktu
01, az do pokrycia sie punktu A’ z punktem A otrzymujemy kolejne konfiguracje
ukladu dla réznych polozeit korby 0A. Zestawienie tych kolejnych polozei ukladu
mamy na rys.3. W ten sposéb uwidacznia si¢ trajektoria np. punktu C.

Zadanie rozwiazane graficznie mozna uzyskad metoda analityczna. Z rysunku
4 czytamy, Ze:

W =rcosp+ a; cosay + by cos B1 + ¢; cos Ty,
H = rsing + aysinay + by sin B) + ¢ sinyp,
W = rcosp + az cosay + bg cos B3 + ¢2 cos vy, (2.1)
H = rsin + ag sin az + by sin §2 + ¢ sin vz,
az =01 + a, Y2="N1—7-
Rozwiazanie ukladu (2.1) umozliwia wyznaczenie réwnania ruchu dowolnego

punktu mechanizmu.
Eliminujac z pierwszych czterech réwnaf katy £;, B2 otrzymujemy:

b2 = (An —cicosm)? + (A2 — ersinm)?,
b3 = (Aar—cacos12)? + (A2 — ¢25in72)%,
gdzie:
Al =W —rcosp — a; cos ay, A2 = H — rsingp — @) sin oy,
Ay = W — rcosp = aj cos(ay + a), Az = H —rsing — azsin(en + a).

Podnoszac odpowiadnie wyrazy do kwadratu oraz podstawiajac:
K1=bf—Afl_—A¥2-—cf, K2.=62-A§1"A§2—C%a
Fiu=24uca, F2=24na, Fa=24nc, Fn=24nc,
otrzymamy:

Fijcosmy + Figsinm + Ky =0,
(2.2)

Fy 087, + Faasiny, + K2 = 0.
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Rozwiazanie kazdego z rownad (2.2) jest nastepujace:

71_—Fl2:¥:\/F122_K12"F121 Dy;

tg? - Kl - Fll = 5.2_ (" = 1’2)7
tﬁ_—Fzzq:\/Fzzz‘Kg‘ng_&i (G =1,2)
89 Ky — Fy B =59
Poniewaz:
Y2\ _ . (NN gy - 183
() =e(2-3) - Eod
2 2 2/ 1+tgleeg
przeto:

By; _ Dii— Dytg}
E; D+ Dlitg%,

co w konsekwencji prowadzi do czterech nastepujacych réwnan przestepnych:
Ey\(D; - Dutg%) - Ez(thg% + Dy) =0,
E12(D2 - sztg%) - Ez(thg% + Di2) = 6,
Eu(D; - D,gtg%) - E;(Dgtgg- + D) =0, (2.3)
E1o(D; - Dutgl) - Ez(D - 2tg% + Du) =0,

gdzie:

Enw=-Fn+5, FEy=-Fp-5, 5= va,—-K%—F,’,,

E; =Kz - Fp,
Dn=-F2+5, Da2=-F2-5, & =\/F122—Kf—F121,
D'; = K1 - Fu.

Wszystkie wielkosci przed chwila napisane sa funkcjami kata «; przy ustalonej
wartosci kata . Tak wiec na podstawie rownaid (2.3) bedziemy wyznaczali odpo-
wiednie katy ay. . - ' .
Zauwazmy, ze liczba konfiguracji ukladu odpowiadajaca jednemu katowi ¢
moze byé rézna w zalezno$ci od wymiaréw i ksztaltu czlonéw machanizmu. Moze
sie zdarzy¢, Ze nie ma Zadnej konfiguracji, jest jedna lub wiecej. Wszystko zalezy od
tego, czy istnieja rzeczywiste pierwiastki réwnai (2.3). Moze si¢ réwniez zdarzy¢,
ze nie dla wszystkich katow ¢ istnieje mozliwe polozenie ukladu, co oznaczaloby, ze
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dla pewnych wartosci ¢ naruszony bylby warunek geometrycznej zgodnosci prze-
mieszczeri. Tak wige rozwiazanie réwnai (2.3) daje mozliwos¢ odpowiedzi na py-
tanie: czy narzucone przez konstruktora ksztalty i wymiary czlonéw mechanizmu
sa sensowne. Znalezienie jakiegokolwiek rozwiazania jednego z rownain (2.3) ozna-
cza znalezienie kata a;, a to wystarcza by podaé polozenia wszystkich punktéw
ukladu.

Przyklad liczbowy przeprowadzimy dla nastepujacych danych:

r=3, u1=7, 02—_-7, 61':-12,
b? = ]4-49 € = 8, Cr = 5.8.

Dla tych danych obliczono katy a; dla dwunastu polozes korby 04 (1 = (%),
i=1,..,12).

Wyznaczenie katéw «, umozliwilo wyznaczenie dwunastu poloZeri punktu C
(patrz rys.5), przez podanie wspélrzednych tego punktu odpowiadajacych réinym
katom ¢:

z(p) = rcosp+ aycosfei(p)),
¥(p) = rsing+ aysinfon(p)].

Wyniki obliczen zestawiono w tablicy I oraz zilustrowano na wykresie (rys.5).
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Tablica 1.
i ;i [rad] x; vi
1 , 0.524 3.857 8.386
2 1.047 3.752 9.226
3 1.571 3.583 9.013
4 2.094 3.299 7.694
5 2.618 3.089 5.582
6 3.142 3.200 3.250
7 3.665 3.646 1.664
8 4.189 4.113 1.582
9 4.712 4.411 2.435
10 5.236 4.474 3.739
11 5.760 4.308 5.288
12 6.283 4.046 6.921

Wyznaczenie konkretnego polozenia punktu C, dla danego kata a; jest jed-
noczeénie odpowiedzia na pytanie o dana konfiguracje ukladu, co oznacza, ze
polozenie wszystkich jego punktéw jest jednoczesnie okreslone.

3. Predkosci i przyspieszenia

Przechodzimy obecnie do kwestii predkosci i pr. vspieszed. Tu réwniez mozna
korzystaé z metody graficznej lub metody analitycznej.

Przystepujac do rozwiazania zadania metoda graficzna, bedziemy wyznaczali
predkosci i przyspieszenia punktéw B,C, D, E mechanizmu przedstawionego na
rys.1 przy znanym przyspieszeiu punktu A i tym, ze korba 0A obraca sie zgodnie
ze wskazéwkami zegara.

Zadanie rozpoczniemy od wyznaczenia predkosci punktu A. Zauwaimy, ze
przyspieszenie sklada sig z przyspieszenia stycznego &, i normalnego a%. To ostat-
nie potrafimy wyznaczyé wykreslnie o ile znana jest predkos¢ punktu A (stosujemy
wéwczas konstrukcje przyspieszenia normalnego). Teraz sytuacja jest odwrotna:
znamy przyspieszenie @) i chcemy na tej podstawie wyznaczyc predkos¢ punktu A.
Aieby zrealizowaé nasz zamiar musimy odwrécié bieg czynnosci, a wige odwrécié
o 180° odcinek skierowany (AA’) otrzymujac (AA”). Nastepnie stawiajac nézke
cyrkla w polowie dlugosci odcinka (0A”) kreslimy okrag tak, by (0A”) byl jego
$rednica. Jezeli z punktu A poprowadzimy prosta prostopadla do érednicy {0A™)
to otrzymamy dwa punkty A" i AV przeciecia tej prostej z okregiem. Poniewaz
korba 0A obraca sie zgodnie ze wskazéwkami zegara, to odcinek (AA") jest pro-
porcionalny do predkosci punktu A. Znamy wspélczynniki skali konstrukeji ui oraz
przyspieszen p,. Stad py = (/Hqjix jest wspélczynnikiem skali predkosci.
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Przystepujemy do wyznaczania predkosci punktéw B,C,D, E. O ile kierunki
predkosci punktéw D i F sa znane, gdyz tréjkat DEQ; znajduje si¢ w ruchu
obrotowym Jdokola punktu Oj, to nieco trudniej zorientowaé sie, gdzie znajduje
sie chwilowy srodek obrotu tréjkata ABC. Zauwazmy jednak, ze wystarczy pomy-
sleé o ruchu tréjkata ABC jak o ruchu zlozonym. Przyjmijmy, ze ruchem uno-
szenia jest ruch tréjkata DEQ;, zaé ruchem wzgiednym jest ruch tréjkata ABC
wzgledem tréjkata D EQ,. Zauwazmy, ze w tvm ruchu wzglednym chwilowym sred-
kiem obrotu jest punkt § (rvs.6).

Rys. 6.

Predkos kazdego punktu jest suma predkodci unoszenia i predkosci wzglad 't;
oniewaz predkoéé wzgledna punktu Q jest réwna zero, przeto predkoéd unoszenia
Jest predkoscia, calkowita. Jej kierunek jest znany, poniewaz znamy érodek obrotu,
ktorym jest punkt @y. Wnicskujemy zatem, Ze chwilowy srodek obrotu trojkata
ABC w ruchu bezwzglednym lezy na prostej laczacej punkt @ z punktem Oj.
Z drugiej strony znamy kierunek predkoéci vy punktu A i wiemy, Ze rownieZ na
prostej prostopadlej do wektora v 4 lezy chwilowy §rodek obrotu trojkata AEC. Tak
wiec przeciecie owych dwdéch prostych wyznacza punkt ¢4, ktéry jest chwilowym
srodkiem obrotu w ruchu bezwzglednym tréjkata ABC. Znajac polozenie puunkiu
@1, znamy kieruneki predkosci punktéw B i C. Mozna zatem uznaé, ze znamy
rozwiazanie zadania polegajace na wyznaczeniu predkosci punktéw A, B,C,Di F.

Przejdziemy do wyznaczenia przyspieszen punktéw B,C, D i E. Rozumowanie
bedzie podobne. Ruch tréjkata ABC bedziemy uwazali tak samo jak poprze-
dnio za zlozony. Punkt @ nie ma predkosici wzglednej i stad jego przyspiesze-
nie bezwzgledne bedzie skladaé sie jedynie z dwéch skladnikéw — przyspieszenia
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wzglednego i przyspieszenia nnoszenia {przyspieszenie Coriolisa jest réwne zeru).
W ruchu wzglednym trojkat ABC porusza sie przy nieruchomych punktach D i
E. Predkosci wzgledne punktu B i C sa prostopadle do odcinkéw DB oraz EC,
zaé predkosci unoszenia sa prostopadle do odcinkéw @ & oraz @1C. Mozna zatem
predkoéci punktdw B 1 C rozloiyté na skladowe ruchu wzglednego oraz unosze-
nia. Na podstawie predkosci wzglednych punktdow B i C wyznaczamy skladowe
normalne przyspieszen tych punktéw. Chcas wyznaczy¢ przyspieszenie wzgledne
punkta ¢ napiszemy:

agw = apw + 43pw + 8gEw- (3.1
Poniewaz:
4w = QFw + Caw, (3.2)
przeto: .
dQw = G?;'w' + G%BW + ﬂgB“"/ 4+ a‘QBW- (3~3)

ZauwaZimy, ze przyspieszenie iormalie ajy, oraz ajpw Maja te same kierunki.
Podobnie przyspieszenia agy 0raz ajgy, maja réwniez te same kierunki. Przy-
spieszenie Gggyy moina wyznaczyt, bowiem:

y 02
vgew = 5w (8gpw = _IQ%V)
Przyspieszenie ahy + aa pw lezy na prostej prostopadlej poprowadzonej przez
koniec wektora ajyy + @py zaczepionego w punkcie . Na razie ta informacja
nam f;’ystarczy.

Z drugiej strony idac od punktu C do punktu ) zauwazymy analogiczna
sytuacje: :

aqw = atw + ajow + Gow + Ggow - (34)

Wyznaczenie wektora @By + 83cw jest tak samo realizowane jak wektora
agw + 85pw- Réwniez tak samo przyspieszenie aby + “bcw lezy na prostej
poprowadzone] przez koniec wektora @y, + ajcw zaczepionego w punkcie Q.
Zauwazmy, ze punkt przeciecia prostych prostopadlych przechodzacych przez
korice wektoréw apyy + aj g oraz 6ty +6jcyy wWyznacza koniec wektora agw
przyspieszenia punktu @ w ruchu wzglednym (rys.7).
Calkowite przyspieszenia punktu ¢ wyznaczymy w sposGb nastepujacy:

aQ = aqw + agQu (aq cor = 0), (3.5)

przy czym:
GQU = aau + ﬂtqu, (3.6)
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Rys. 7.

ajy jest do wyznaczenia ze wzgledu na znana predkosé v = vqu (vqw = 0).
Zatem znamy wektor aQw + 63y, natomiast nie znamy wektora abv, lecz wiemy,
ze jego komiec (jak i koniec wektora ag) lezy na prostej prostopadlej do agy,.

Z drugiej strony przechodzac z punktu A do punktu ¢ napiszemy:

ag =a,4+aj, +ap,. (3.7)

Znamy a4 + 63 ,, nie Znamy a‘Q 4- Wiemy jedynie, ze wektor ten lezy na prostej
prostopadlej do ag, przechodzacej przez jego koniec. Prosta ta przecina si¢ w
jakim$ punkcie z prosta prostopadla do wektora ag, i przchodzaca przez jego
koniec. Punkt ten wyznacza koniec wektora ag.

Znajac przyspieszenia @4 oraz aQ {dwoch punktéow nalezacych do tréjkata
ABC) wyznaczamy przyspieszenia pozostalych punktéw mechanizmu jedna ze zna-
nych metod. Tyle na temat metody wykreslnej.

Przystepujac do metody analitycznej wyznaczenia predkosci zauwazamy, ze
mozna ten problem rozwiazaé réznie. Jednym ze sposobow jest rozniczkowanie
réownai wiezéw (2.1) w celu otrzymania réwnari mozliwych predkosci:

rsin @ + ay sin ayéy + by sin 1By + ¢ sin Mt =0,

7 €O P + aj cos ay Gy + by cos fr By + ¢y cosmAy = 0,

rsin @ + ag sin azdéa + by sin B + ¢z sin Y242 = 0, (3.8)
T COS (P + a2 cOS araérz + b2 cos ,82[32 + s2cosy2y2 = 0,

a = a3, T = 72-
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Z otrzymanych réwnai mozna wyznaczy¢ predkosci katowe 6, a2, ﬂ}, ﬂ}, Y, ¥2
przy zaloZonym ¢, oczywiscie przy uprzednim wyznaczeuiu katéw ay, ag, 81, B,
71, 72 dla zadanego kata ¢. Wyznaczenie wszystkich predkosci katowych jest jed-
nocze$nie rozwigzaniem problemuv wyznaczenia predkosci poszczegélnych punktow
mechanizmu.

Powtérne rézniczkowanie réwnait wiezéw (2. 1) prowadzi do réwnai mozliwych
przyspieszei, z ktérych podobnie jak w przypadku wyznaczania predko$ci mozemy
wyznaczy¢ przyspieszenia katowe. Znajomos$é predkosci i przyspieszend katowych
daje mozliwoi¢ wyznaczenia przyspieszei wszystkich punktéw ukladu.

Innym sposobem wyznaczenia predkoéci i przyspieszedt punktéw mechanizmu
jest wykorzystanie mozliwoéci zbudowania funkcji rézniczkowalnej, na podstawie
znanych jej wartoéci w punktach pewnego przedzialu.

My dysponujemy wartoSciami wspélrzednych punktu.C dla pewnych polozed
mechanizmu. Oczywiscie liczba poloZern mechanizmu moze by¢ dowolme wielka,
co ma bezposredni wplyw na dokladnoéé¢ aproksymacii.

Zbudowanie takich form analitycznych jest moizliwe np. przez okreslenie
wspdlczynnikéw Fouriera z dowolna dokladnoscia (wszystko zalezy od liczby
wspélrzednych z; oraz y; (funkcji z(¢) i y(¢)). Wiadomo bowiem, ze [1}:

£(9) = 5+ Y_(ak cos kyp + by sin kyp), (3.9)
2 _
gdzie:

2r
a = ;lr- / J(p)de,

1",,-,

a = = [ f(e)coskpde,
0
1 x

b = - [ fesinkedp.
(1]

Jezelie nie dysponujemy przebiegiem funkcji f(¢), a jedynie znamy jej wartodci dla
pewnych katéw ¢, to wowczas istnieje zawsze mozliwoéé przyblizonego obliczenia
wspolczynnikéw rozwiniecia.

Dla naszych celéw wystarczy znaé kilka pierwszych wspélczynnikéw. Za-
* danie zrealizujemy przechodzac od wzoréw dokladnych do przyblizonych przez.
zastepienie calek sumami. Mozna tu wykorzystaé¢ rézne metody przyblizonego
calkowania. I tak wykorzystujac metode prostoka,téw dzielac najpierw przedzial
[0,2x] za pomoca punktéw 0, 22 Ix.9 2x.3  2%.(m —1), 27, na m réwnych

*'m*m
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czesci napiszemy:

m-—1}
2
a = 3ngcoss-—ﬂk

=0 (3.10)

m-—1

b = Zf,sm 372k
=0

W naszym przypadku m = 12, wtedy wartodci katdéw sa nastepujace:

v 2r 5 7 4 3r 5x Ur . . e
0, 5, 5 5 % %% T 3 T, 3, g 2w, a pierwsze wspdlczynniki

Fouriera wyraza si¢ wzorami:
G = Vot fitfat [t fut fst ot 1t ot fok 10+ fu),
a = glfo=fo+ 0806(fi + fuu = fo = Jr)+ 05(f2 + 0 = fu = o))
@ = ot o= fs= ot 05U+ s+ Ji+ fu— fi— Js— fs - F10)}
@ = zUo+ fu+fo= o= Jo = 1i0),
b= 08U+ o= fr = fu) + 0.866(%2 + Ju = Js = Si0) + Js = fi
b = Sl0866(i + fa+ o+ fo = fu o= Si0 - funll,

by = %(fx+f5+f9—f3—f7—fn),

gdzie f; sa wartosciami funkcji f(p) w punktach ¢; = (2n/m)i, fo = fy2, funkcja
f() jest funkcja okresows o okresie 2r. W naszym przypadku dla danych: r = 3,
ey =T7,a2="T7 b =12, b, = 144, ¢; = 8, ¢2 = 5.8, mamy dla rozwiniecia funkcji
z(p):
ap = 7.63, ¢ =0.483, az=-0.186, a3 = 0.005,
by = —0.474, by, = 0.029, 03 = —0.03,

natomiast dla funkcji y(p):

alg = 10.797, al; = 1.847, alz = -0.323, als = —0.003,
bl; = 2.783, bl = ~0.209, bl; =0.073.

W ten sposéb otrzymujemy:

3
z(p) = % + Y (ak cosky + by sinke),
k=
1 (3.11)
(p) = alo+Z(al cosky + b1 k).
ne) = =3 kcosky £ sin kg

k=1
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Rézniczkujac z(p) oraz y(yp) wezgledem czasu otrzymujemy skladowe wektora
predkosci punktu C:

. dz |
I(W) = E(;(p)
(3.12)
oo dy
yp) = FPAa

W celu wyznaczenia skladowych przyspieszei wykonujemy powtdrne rézniczkowa-
nie:
. d2:r X d

(3.13)

. d? d
ie) = 730 +g.%

]

x{ip)

Rys. 8
gly)
) T
2 b P eam
N 7
o N
\ \ T/ m®
AN ,
s » /_
2 N/ ]
5 1 [
Rys. 9.

Na rysunkach 8 i 9 przedstawiono wykresy przebiegéw skladowych predkosci
funkcji kata ¢, sa to predkosci przy zalozeniu, ze predkos$é katowa korby 04 w =

1/s.
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Rys. 10.

Na rys.10 znajduje si¢ hodograf predkosci punktu C, tu réwniez zaloZono
predkosé katowa, stals réwna 1/s.

zig)

< T T T T T

>

. [\
-a} ]: \/\

Rys. 12.

Kolejne rysunki 11, 12 oraz 13 obrazuja przebiegi drugich pochodnych Z(¢)

oraz §(y) w funkeji kata ¢ oraz hodograf przyspieszenia punktu ' przy zalozeniu
w=1/s.
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A
b}

Wyniki liczbowe zestawiono w tablicach IT i IIL

Tablica II

@ i) | 9(p)
0.000 - 0.506 2.584
0.524 - 0.316 1.846
1.047 - 0.272 0.341
1.571 -0.526 | - 1.438
2.094 -0.622 1 - 3.123
2.618 -0.139 | -4.093
3.142 0.622 | - 3.420
3.665 1.018 | - 1.14%
4.189 0.858 1.196
4.712 0.410 | 2.274
5.236 - 0.080 2422
5.760 | - 0.447 {. 2.556
6.283 | - 0.506 | 2.584
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Tablica 11l
v | Z(p) #(e)
0.000 | 0.216 | - 0.528-
0.524 | 0360 -2.278
1.047 | - 0.258 | - 3.283
1571 | - 0.540 | - 3.418
2.094 | 0335 -2.830
2618 | 1398 -0.527
3.142 | 1272 3.112
3.665) 0.183 5.018
4.189 | - 0.686 3.439
472 | - 0.948 0.834
5.236 | - 0.879 0.090
5.760 | - 0.453 0.371
6.283 | 0.216| -0.528

Na zakoriczenie omdwimy przyklad mechanizmu o jednym stopniu swobody,
ktérego budowe przedstawiono na rys.14.
Ograniczymy si¢ tu do metody graficznej, proponujac Czytelnikowi podjecie
préby rozwiazania zadania metoda analityczna. Nie bedziemy réwniez tak szcze-
gélowo opisywad metody rozwiazania problemu jak poprzednio ograniczajac sie do
istotnych uwag dotyczacych wyznaczenia predkosci I przyspieszed punktéw me-

chanizmu.

1 tak chcac znalezé predkoéci punktéw B,C,D,E,F i G rozpoczynamy od
wyznaczenia predkosci punktow Assura Sy i 57 nalezacych do trojkatéw BDE
oraz FGC (rys.15).
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A ja

Rys. 14.

Nastepnie rozwazajac ruch trojkata BDE jako ruch zlozony z ruchu tréjkata
FGC uwazanego za ruch unoszenia oraz ruchu wzgiednego tréjkata BDE wigle-
dem trojkata FG'C wyznaczamy chwilowy $rodek obrotu trojkata BDE w ruchu
wzgledem (punktu Q). Poniewaz punkt @G w rozpatrywanym polaieniu mecha-
nizmu nie porusza sie wzgledem trojkata EGC przeto predkos¢ vg jest jedynie
predkoscig unoszenia, zatem:

vQ = 9g, + 0Qs,. (3.14)

Rowniez:
vQ = s, + vQs;- {3.15)

Frzenoszac zatem vg, i ts, do punkfu ¢/, a nastepnie kreslac dwie proste
przechodzace przez konce wektoréw vg, i vs, prostopadle odpowiednio do od-
cinkow $;Q i 52& znajdujemy punkt przeciecia tych prostych jako koniec we-
ktora predkoéci punktu ¢). Znajac pred:oéé punkta ¢ oraz S; zanjdujemy punkt
(/y. ktorv jest chwilowvm $rodkiem obrotu tréjkata BDE. Teraz wyvznaczamy
predkosci punktéw F i B

Znajomost kierunkow predkosci punktu B i A umozliwia wyznaczenie punktu
&2 ~ chwilowego srodka obrotow tréjkata ABC oraz predkosci punktu C. W dal-
szvip ciagu wyvznaczamy punkt ¢z - chwilowy srodek obretéw trojkata CFG.
Koncowy etap tej czesci zadania polega na wyznaczaniu predkoici punktow F i G
{rys.15}. Dla sprawdzenia dokladnosci naszvch konmstrukcii mozemy z punktu £
przejs do punktu E, wyznaczyvé predkoéé | poréwnaé wynik z poprzednim.



PROBLEMY WYZNACZANIA TRAJEKTORIIL... 545

Rys. 15.

Rozwiazanie preblemu przyspieszen rozpoczynamy od wyznaczenia przyspie-
szen punktéw Assura S; i 52 (rys.16). Znajac przyspieszenia a3, i as, punktéw
Si 1 S wyznaczamy przyspieszenie punktu @ chwilowego srodka obrotu ruchu
trojkata BDE wzgledem tréjkata CFG. Postepujemy analogicznie jak w przy-
padku poprzedniego zadania, to znaczy laczac z punktami B i E chwilowy srodek
obrotu trojkata C F'G wyznaczamy kierunki predkosci unoszenia tych punktow jako
kierunki prostych prostopadiych do odcinkéw B@a oraz EQ3. Kierunki predkoéci
wzglednycih wyznaczamy jako kierunki prostych prostopadiych do odcinkéw @B
oraz @QE. Znajac te kierunki rozkladamy predkosci punktow B i £ na predkosci
unoszenia i predkosci wzgledne. Nastepnie metoda analityczna czy wykreslng wy-
znaczamy przyspieszenia normalne w ruchu wzglednym aJy oraz afy, jak row-
nie @jpy oraz ajpw zaczepiajac wektory ajw + 83pw Oraz Gpyw + 6Qpw
w punkcie (. Prowadzac przer koisice tych wektoréw proste do nich prostopadle
wyznaczamy koniec wektora przyspieszeria punktu ¢ w ruchu wzglednym aqw.
Przyspieszenie punktu () sklada si¢ jedynie z proyspieszenia unoszenia i przyspie-
aszenia wzglednego (przyspieszenie Coriolisa jest réwne zeru ze wzgledu na brak
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predkosci wzglednej tego punktu). Chcac zatem znalei¢ przyspieszenie punktu
@ dodajemy do przyspieszenia {patrz rys.16) wzglednego aqQw przyspieszenie
a5, + @3, Sktadowa a‘Q s, Znana jest tylko co do kierunku - lezy na prostej pro
stopadlej do @3, przechodzacej przez jego koniec. Zauwazmy, Ze réwniez koniec
wektora ag lezy tez na tej prostej:

6g = aQw +4as, + 0637 + d.'Qsz (3.16)

Rys. 186.

Na razie punktu tego nie jestesmy w stanie wyznaczyé. Ale przechodzac z
punktu S; do punktu @ stwierdzamy, ze:
ag = @5, + ahg, + ags, - {3.17}
Zauwazmy, ze rowniez j w iym wypadku wyznaczenie ag, + @} Jest mozliwe, zas
655, lezy na prostej prostopadiej do ag)g, . przechodzacej przez jego koniec. Na tej
prostej tez leZy koniec wektora @g. Zatem punkt przeciecia owvcen prostych pro-
stopadlych. jednej do wektora a@pg a drugiej do wektora @75 wyznacza koniec
wektora przyspieszenia punktu . Znajac przyspieszenie punktu @ oraz punktu 5y
motemy znalei¢ punkt Py - chwiiowy $rodek przyspieszen tréjkata BDE, dzicki
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czemnu wyznaczamy przyspieszenia punktow BDE. Znajac przyspieszenia punktow
B i A znajdujemy chwilowy srodek przyspieszer tréjkata ABC (punkt Pp) i wy-
znaczamy przyspieszenia punktu C i dalej dzieki znajomosci przyspieszenia punktu
C oraz 57 wyznaczamy punkt P i przyspieszenie punktéw F i G. Dla sprawdzenia
dokladnosci metody mozna przejsé z punktu F do punkiu E obliczajac niezaleznie
przyspieszenia punktu E i poréwnaf z poprzednim wynikim.

4. Zakonczenie

W pracy omowiono problemy zwiazane z rozwiazywaniem zagadnier kinema-
tyki mechanizméw IV-tej klasy. Podano dwa przyklady. Sadze, ze na ich podsta-
wie Czytelnik wyrobi sobie wyobrazenie o rozwiazywaniu podobnych zagadnien.
Przedstawione rozwiazania daja mozliwos¢ racjonalnego projektowania mechani-
zméw tej klasy. Wydaje sie, ze moga one znaleZé szersze zastosowanie.
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Summary

The answer to the question how to analyse the 4-th class mechanisms motion in terms
of proper trajectories velocites and accelerations determination can be found in the paper.
This problem occurs to be both complicated and interesting. It also has a wide practical
application.
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