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11. Cel artykuln. Opis probleméw, wchodzacych w sklad termodynamiki fenomenolo-
gicznej i stanowigcych wzglednie krotki artykut stanowi przedsigwzigcie beznadziejne. Wy-
nika to zaréwno z roznej tresci podkladane] przez réznych badaczy pod pojecie termodyna-
miki, jak i z olbrzymiego bogactwa materiatu w kazdej mozliwej interpretacji tego terminu.
Z tego powodu nie nalezy traktowad przedstawianego artykutu jako pelnej prezentacii
probleméw . termodynamiki, nawet w zakresie jej formalnych podstaw.

Wybdr materiatu zostal oparty na subiektywnych zainteresowaniach autora. Chod
prezentowane problemy maja olbrzymia literature i tworza burzliwie rozwijajaca sie dzie-
dzing nauki, nie wyczerpuja one wszystkich trendéw rozwojowych. Przykiadowo, pomi-
jamy catkowicie ten nurt w termodynamice, ktéry zostal zapoczagtkowany przez Onsagera
i jest obecnie intensywnie rozwijany gtéwnie przez szkote belgijska z I. Prigoginem na czele.
Wydaje sig, ze mimo do$¢ istotnych réznic pomigdzy tym podejsciem, a tzw. termodyna-
mika racjonalna, ktérg tu gtéwnie prezentujemy, istniejg szanse na unifikacje¢ tych dwaoch
trendéw bez szkody dla zadnego z nich.

Celem artykutu jest nie tylko okre$lenie uzyskanych dotad granic poznania w termo-
dynamice oraz uwypuklenie polskiego wktadu, ale réwniez pokazanie mozliwosci i koniecz-
nodci dalszych prac w tej dziedzinie.

W tym punkcie pracy przedstawimy jeszcze zarys historii rozwoju termodynamiki.
Punkt 2 zawiera oméwienie stanu badan w zakresie aksjomatyzacji termodynamiki.
W punkcie 3, najobszerniejszym, przedstawiamy szkic metody termodynamicznej w teorii
materialéw, opartej na termodynamice racjonalnej. Punkt 4 stanowi uzupetnienie punktu 3
o te elementy teorii materiatéw, ktére na ogdl nie sa traktowane jako czgé¢ termodynaniki.
Wreszcie w punkcie 5 omawiamy krétko trendy rozwojowe termodynamiki, mozliwe do
zaobserwowania w najnowszej literaturze przedmiotu.

Literatura, cytowana w pracy jest dalece nickompletna, W miarg mozliwosci cytowane
sq monografie, sposréd prac opublikowanych w czasopismach naukowych wybrano jedy-
nie te, ktére sa najbardziej reprezentatywne dla danej dziedziny. _

1.2, Wezesny okres rozwoju pojeé termodynamiki.  Poczynajac od naj_wczeéniej'szych prac
z XVII wieku, dotyczacych pojecia ciepla, mozna w rozwoju termodynamiki wyréznié trzy
okresy. W. okresie pierwszym, obejmujgcym wiek XVIII, interesowano si¢ gtéwnic aspekta-
mi poznawczymi, prowadzacymi do okreélenia tak podstawowych poje¢ termodynamiki,
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jak temperatura i cieplo.- Nastgpnie wiek XIX przynidst burzliwy rozwdj termodynamik;
stosowanej, gtéwnie ze wzgledu na postepy technologii, a zwlaszcza budowe i zastosowanie
maszyn parowych. Wreszcie, poczynajac od konica XIX wieku, rozpoczal sig nawrét do
podstawowej problematyki poznawczej umieszczajgc na state termodynamike wsréd pod-
stawowych dziatow fizyki.

Pierwsze proby liczbowego okreslenia podstawowego parametru termodyna.micznego —
temperatury — pochodza od Galileusza (1564—1642), ktory skonstruowat pierwszy termo-
metr (gazowy). Konstrukcja Galileusza i jej udoskonalone wersje spowodowaly rozwd;
spekulacji na temat istoty temperatury i ciepta. Juz Galileusz i Newton spekulowali na
temat ruchu matych czastek jako uzasadnienia réznej cieploty ciat. Jednakze dopiero
0 150 lat pdiniejsze prace Gibbsa wyjadnily rzeczywisty zwigzek pomigdzy temperaturg
i energig kinetyczna molekul. Przepltyw ciepta natomiast probowano wyjasnié ruchem
hipotetycznej substancji. Ostateczny dowod jej nieistnienia przeprowadzil Thompson
(1753—1814), ktéry jednocze$nie wskazat na zwigzek pomigdzy transportem ciepla i pracg.
Ostatecznie iloéciowy zwigzek tych dwdch pojeé ustalit Joule (1818—1889).

Jednoczesnie, na skutek prac Boyle’a (1627—1691), Mariotte’a (1620—1684), Amon-
tonsa (1663-—1705), Charlesa (1746—1829), a przede wszystkim Bernoulli’ego (1760-—1782)
powstawatla pierwsza teoria materiatdw — teoria gazu idealnego. Jej pigknym uwieficze-
niem byly teorie molekularnc Maxwelil’a (1831—1879) i Boltzmanna (1844—1906).

Prace nad sposobem przekazywania ciepta doprowadzity do sformulowania pierwszej
zasady termodynamiki — zasady zachowania energii. Zostata ona podana niezaleznie przez
Mayera (1814-—1878) i Helmbholtza (1821—1894).

Wiek XIX przyniost réwniez gwattowny rozwdj termodynamiki stosowanej, Bylo to
zwigzane z popularyzacja maszyny parowej. Pierwsza taka maszyne skonstruowat Savery
(1650—1715), jednakze powszechne zastosowanie znalazta dopiero maszyna Jamesa Watta
(1736—1819). Ze wzgledow czysto praktycznych zaczgto si¢ zastanawia¢ nad uzyskaniem
mozliwie duzej sprawnosci, co doprowadzito Carnota (1796—1832) do pierwszego tech-
nicznego sformulowania drugiej zasady termodynamiki, opartego na pojeciu idealnego
silnika cyklicznego. Prawie jednocze$nie Clausius (1822—1888) okreslit ograniczenia, jakie
druga zasada termodynamiki naktada na przepltyw ciepla.

Wszystkie te rezultaty doprowadzity pod koniec XIX wieku do zbudowania termo-
dynamiki réwnowagowej w takiej postaci, w jakiej jest ona do dzi§ uzywana.

Na poczatku wieku XX prace Gibbsa, Plancka, Caratheodory’ego spowodowaly dalszy
rozwdj termodynamiki, a w pierwszym rzedzie — zapoczatkowaly proby konstrukeji teorii
procesOw termodynamicznych, zaleznych od czasu. Wspdlczesny stan wiedzy w tej dzie-
dzinie omawiamy dalej w tej pracy.

2. Aksjomatyczne sformulowania termodynamiki

2.1. Teorla Gurtina, Nola, Williamsa. Aksjomatyzacja podstaw termodynamiki fenome-
nologicznej posiada dwa uzasadnienia. Po pierwsze, zapewnia ona wewnetrzng niesprzecz-
noé¢ budowanej teorii w takim stopniu, jak w innych dzialach matematyki. Po drugie,
wskazuje na formalne ograniczenia zakresu stosowalnosci modelu. ' '
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Otrzymane dotad wyniki nie stanowia petnej aksjomatyzacji termodynamiki. Cel zostat
osiagniety jedynie w zakresie problemu istnienia pdl fizycznych dla oérodkéw ciaglych
z tzw. lokalnymi oddzialywaniami przestrzennymi. Wynik ten, pochodzgcy od M. E. Gur-
1iNA, W. NorLLa i W. O. WiLLIAMSA (por. K. WILMANSKI [1974]) przedstawiamy w za-
rysie ponizej.

Pozostaje natomiast do dzi§ otwarty problem aksjomatyzacji pelnej teorii proceséw
termodynamicznych. Pewne proby, oparte na geometryzacji przestrzeni stanéw uogélnio-
nych, przedstawiamy dalej w tym punkcie. Otrzyniane w tym zakresie rezultaty ging na
0gét w gaszezu matematycznych trudnosei technicznych i niepewnej interpretacii fizycznej.

Przejdzmy do opisu wynikéw, uzyskanych przez Gurtina, Nolla i Williamsa. O ile
w mechanice analitycznej ukladu punktéw materialnych podstawowym obiektem geo-
metrycznym jest dowolny skonczony zbiér punktéw materialnych, to w teorii osrodka
ciagtego takim obiektem jest podcialo, tzn. podzbidr pewnej trdjwymiarowe]j rozmaitodci
rézniczkowalnej, spetniajacy pewne ograniczenia algebraiczne i topologiczne. Taki wybo6r
obiektu jest podyktowany wzgledami praktycznymi — pomiaréw w fizyce makroskopowej
dokonuje si¢ zawsze na ukladach tréjwymiarowych o skofczonej wielkosci, a nie w kazdym
punkcie uktadu. W zwigzku z tym opis analityczny ukfadu prowadzi do funkcji okreslo-
nych na rodzinie zbioréw, a nie funkcji punktowych. Metody rozwiazywania réwnan dla
takich funkcji nie sa na ogét znane i, w zwiazku z tym, powstaje problem zastapienia funkeji
zbioréw przez funkcje punktow czyli gesto$ei. Jest on rozwigzywany przez twierdzenia
o reprezentacji w ramach teorii miary.

Przedstawimy sposob postgpowania na przykladzie réwnania bilansu energii dla sztyw-
nego przewodnika ciepla. Niech B oznacza podzbidr tréjwymiarowej przestrzeni euklideso-
wej, zajmowany przez badany ukiad. Utwérzmy rodzing & podzbioréw zbioru B taka, by
kazdy element tej rodziny byt zbiorem mierzalnym (wzgledem miary objgtosciowej Lebes-
gue’a) oraz takg, aby spelnione bylty warunki

1) PeB, BeAB,
2.1 2 P,P,eB=>P VP, eB, P AP,
) Ped=Pech
gdzie
P, v Py:= P,UP,
22) P AP, :=__I£(P1 NP,)
Pti= B\P

oraz & oznacza zbidr pusty, U i n oznaczaja, odpowiednio, sume i ifoczyn teorio-mnogos-
ciowy, \ oznacza’ roznice teorio-mnogoéciows, Int jest wnetrzem zbioru w topologii tréj-
wymiarowej przestrzeni euklidesowej, a kreska nad zbiorem oznacza jego domknigcie
w tej topologii.

Zaklada sig, ze zjawiska, zachodzace w sztywnym przewodniku sa opisane przez dwie
funkcje

— energi¢ podcial

@3 o E :#- R

10+
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— strumien energii migdzy podcialami

(2.4) - K,:sep(BxB) - R,
gdzie
(2.5) sep(é&x%’):: {(P1, P) EBXBIPLAP, = ).

Funkcje te maja nastepujaca interpretacje fizyczng. Wartoé¢ E,(P) oznacza energie
podciata P w chwili #, natomiast K,(P, P,) oznacza ilo§¢ energii, przekazywanej w jed-
nostce czasu z podciata P, do podciala Py w chwili 1. Zaklada sig, Zze funkcje te sa powigzane
nastepujacym réwnaniem bilansu energii

" (2.6) % (P)+K,(P, P =0 dla kazdego Pe B

Oznacza ono, Ze zmiany energii w podciele P moga powstawac jedynie na skutek przeptywu
energii migdzy tym podciatem, a reszta przewodnika P?. Celem aksjomatyzacji Gurtina,
Nolla, Wiliamsa jest zastapienie ukladu réwnan (2.6) przez uklad réwnan, zachodzacych
w kazdym punkcie X € B. W tym celu nalezy dowie$¢, ze funkcje E, i K, mozna napisaé,
na przyklad, w postaci :

@7 - E(P) = [ e(X)dv,

P

K.P, PY = § g, X)ds
oP

gdzie catki maja sens calek Lebesgue’a wzgledem, odpowiednio, miary objetosciowe]
i powierzchniowej, OP jest brzegiem podciata P, ktéry jest jednocze$nie powierzchniy
orientowalna i mierzalna. Funkcja e, ma wtedy interpretacje objetoéciowej gestodci energii,
a funkcja ¢, , oznacza strumien energii przez powierzchni¢ S na jednostkg powierzchni
i jednostke czasu.

Wynik (2.7) otrzymuje si¢ przy pomocy twierdzenia Radona-Nikodyma, wykorzystu-
Jac nastepujacy aksjomat: -

1) E, jest funkcja addytywna, tzn.

2.8y E/(P,vPy) = E(P)+E(P,) dla kazdej pary (P,, P,) € sep(# X B),

2) E, jest funkcjg ciagla wzgledem objetosciowej miary Lebesgue’a, tzn. istnieje taka
stata , > 0, ze dla kazdego podciata P e B

(2.9) |E(P)| < a,w(P), -
3) K, jest funkcja biaddytywna, tzn. '

Kr(P1VP2, Pa) = Kt(-Pla P2)+K1(P2, P3),
K (Py, Py vV P3) = Ki(Py, Po)+K(Py, Py),,

dla kazdej tréjki podcial Py, P,, P, takiej, Ze

(2.10)

) PIAP2=Q, .P1/\P3=®, PZAP3=Q,



TERMODYNAMIKA FENOMENOLOGICZNA 659

4) K, jest funkcja ciagla wzgledem powierzchniowej miary Lebesgue’a, tzn. istnieje
taka stata B, > 0, ze - 4

@10 |K(Py, Po)| < fes(PynoP;)  dla kazdej pary (P, P,) € sep(# x B).

Z powyzszych zatozen wynika nie tylko istnienie reprezentaciji punktowych e,, ¢;.,
funkcji E;, K, ale rowniez twierdzenie Cauchy’ego o istnieniu wektora strumienia energii

(2.12) 5,: (%) = ¢.(X) - n,

gdzie n jest jednostkowym wektorem normalnym do powierzchni S w punkcie X. Twierdze-
nie to pozwala zapisaé réwnanie bilansu (2.7) w klasycznej postaci lokalnej

(2.13) %€5+Dlivq, =0

t
w prawie kazdym punkcie X € B (tzn. z wyjatkiem co najwyzej zbioréw o zerowej mierze
objetosciowej).

Prace GURTINA, NOLLA, WILLIAMSA, SAMPAIO [1976, 1979], W. BARANSKIEGO [1972,
1974, ,], XK. WILMANSKIEGO [1978, 1979] i innych pozwalajg nie tylko stwierdzié, ze przed-
stawiony aksjomat jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym dla zachodzenia lokalnego
réwnania bilansu (2.13). Zawierajg one rOwniez préby rozszerzenia tej aksjomatyki na
pewne przypadki nielokalnych oddzialywan przestrzennych oraz niektére problemy teorii
oérodkéw wielosktadnikowych. Wydaje si¢, Ze uzyskane w tej dziedzinie rezultaty pokry-
waja w pelni potrzeby, wynikajace z konstrukeji réznych ciaglych modeli termodynamicz-
nych. Z tego powodu nie nalezy oczekiwaé dalszych istotnych badan w tej dziedzinie.

2.2, Geometryzacja przestrzeni stanéw. System aksjomatdw, opisany w poprzednim para-
grafie dotyczy jedynie matej czgéci probleméw termodynamiki, zwiazanych z opisem o$rod-
ka ciagtego. Pelna aksjomatyzacja die istnieje do dzi§ mimo wielu wysitkéw w tym kierunku.

Przedstawimy zarys tego zagadnienia nie wnikajac w dosy¢ skomplikowane szczegoly
matematyczne. Punktem wyjécia jest pewien zbiér S, ktérego elementy nazywamy stanami
ukladu. Przykiadem stanu ukladu jest para funkeji (y( ) @(-)), ktére opisujg konfiguracje
i rozkiad temperatury ciala termomechanicznego B:

#(1):B—> R

214) 6(-):B~ R*.

Jest oczywiste, ze przestrzefi standw & jest Sciéle zwigzana z wybranym uktadem. Pewne
cechy tej przestrzeni maja jednak charakter uniwersalny. Taka cecha jest relacja dostep-
nofci stanéw. Fizycznie oznaczd ona mozliwo$é ewolucji ukladu poprzez rézne sekwencje
stanow. Relacja dostepnosci z matematycznego punktu widzenia jest relacjg czg$ciowego
porzadku i wprowadza do przestrzeni stanéw naturalng topologig. Topologia ta jest jednak
zbyt slaba na to, by bez dodatkoWych zalozen mozna bylo okreéli¢ tak podstawowe po-
jecia, jak proces termodynamiczny. Przykiad przedstawiamy na Rys. 1.

Rysunek 1b obrazuje.przejécie ze stanu s, do stanu s, przez pewna sekwencjg stanow,
zawierajaca stan s. Przejscie to jest opisane przez relacje dostgpnoéci w przestrzeni &.
Rysunki 1a i ¢ przedstawiajg dwie rézne fizyczne realizacje tego przejécia. W przypadku
a) czas przejécia od stanu s, do s jest réwny ay, a ze stanu s do s, — a,. W przypadku ¢)
czas przejscia od stanu s, do s wynosi b, , a od s do 5, — b,. Jest oczywiste, Ze @, nie musi
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by¢ rowne b,, a a, nic musi byé réwne b,, mimo, Zec poszczegdlne odcinki Zawieraja te
same stany. Przykiad ten pokazuje, Ze relacja dostgpnosci w & musi byé nie tylko relacjy
porzadku, ale winna zawiera¢ pewne dodatkowe elementy strukturalne. Problem prébo.
wano rozwiazaé wprowadzajac klasy parametryzacii do przestrzeni &, ale nie wydaje sie, by
uzyskano zadowalajgce rozwigzanie.

a) ‘tp ‘h ‘tk
(v ¢
Loa N az _|
I i \ |
$p 'S . Sk

b) O -’_7 P =0

<) o \12 1
L by ) *Il

Rys. 1.

Oméwiona powyzej przestrzen standw stanowi punkt wyjécia do wprowadzenia obiek-
téw, ktére przynajmniej w szczegdlnych przypadkach maja znang interpretacje fizyczng
taka, jak energia wewnetrzna, praca, strumien ¢nergii itd. Postgp w tej dziedzinie jest jeszcze
mmiejszy, niz w zakresie badan struktury przestrzeni .&.

Pierwszej proby geometryzacji termodynamiki dokonal C. CARATHEODORY [1909].
Préba ta zostala uwieficzona sukcesem w zakresie proceséw bliskich stanom réwiiowagi
termodynamicznej. Wyniki Caratheodory’ego, szczegblnie za$ dowod istnienia entropii
i uniwersalnej funkcji temperatury, sa do dzi$ istotnym elementem uogélnien termodyna
miki na procesy nieréwnowagowe i stanowia jeden z testéw sensowndsci uogélnienia,

Nastepne préby, wéréd ktorych nalezy wymienié prace G. Farka, H. JuNGA [1959],
R. GiLEsA [1964], H. A. BucHDAHLA [1966], J. L. B. COOPERA [1967], nie doprowadzity do
rozwiazania problemu geometryzacji termodynamiki.

Pewien postep w tej dziedzinie spowodowaly prace polskie (por. K. WILMANSKI [1971,
19724, », 1976], M. ELZANOWSKI [1973, 1974, 1976, 1977]. Potaczenie tych wynikéw z pro-
pozycja W. A. DAY’'A [1975, 1977, ,, 1977,] stwarza mozliwosci rozwigzania problemu
(por. M. SiLHAVY [1978, 1980], choé brak jest jeszcze ostatecznych sformulowan.

Elementy geometryczne zawieraja réwniez propozycje B. D. COLEMANA i D. R. OWENA
(1974, 1975, 1976] oraz J. SERRINA [1979], cho¢ wiekszodé uzyskanych wynikéw dotyezy
termodynamicznego modelowania jednosktadnikowego .osrodka termomechanicznego.

Naszkicowany powyzej problem wciaz czeka na rozwiazanie. Dziedzina ta bedzie si¢
z pewnoscig dalej rozwijaé — réwniez. ze wzgledéw praktycznych. Jednym z nich jest
okreélenie statusu i zakresu stosowalnogci termodynamlkl raqonalnej, ktorg przedstawiamy
w nastepnym punkcie pracy.

3. Termodynamika racjonalna

3.1. Struktura réwnai. Termin termodynamika racjonalna zostal wprowadzony przez
C. Truesdella pod koniec lat 60-ych dla okreflenia naturalnego rozszerzenia nieliniowej
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mechaniki o§rodkdw ciaglych na problemy proceséw nieodwracalnych w takich osrodkach.
Rozwdj tej dziedziny jest nieroztacznie zwiazany z teoria materialéw, ktéra nieco szerzej
omawiamy w punkcie 4. Obok probleméw, zwigzanych z opisem konkretnych materialow,
termodynamika zawiera rowniez szereg zagadnien o charakterze ogdlnym. Naleza do nich
zwlaszcza

— okreslenie klasy proceséw dopuszezalnych z punktu widzenia drugiej zasady termo-
dynamiki

— wyznaczenie klasy tzw. funkecji uniwersalnych, umozliwiajacych makloskopowq
interpretacje wynikow pomiardéw.

Dla rozwigzania tych probleméw opracowano w ramach térmodynamiki racjonalnej
strategie dzialania, opartg na twierdzeniu Liu, ktdre przedstawiamy w nastepnym para-
grafie. Strategia ta polega na wyznaczeniu réwnan pola dla wielkoéci modelowych w oparciu
o réwnania bilansu. Rdwnania pola winny by¢ tak skonstriowane, aby ich rozwiazania spet-
nialy tozsamosciowo drugg zasade fermodynamiki. Rozwigzania takie nazywamy dopusz-
cza]nyml procesami termodynamicznymi. W ramach takiej strategii nalezy wykomc nastgpu-

jace kroki :

— wybdr zmiennych polowych, opisujgcych proces w osrodku,

— wybdr réwnan bilansu, redukujacy si¢ dla uktaddéw izolowanych do zasad zachowa-

" nia, ‘ ,

— domknigcie ukiadu réwnan poprzez zwiazki konstytutywne tak, aby wynikajacy
uktad réwnan pola stanowit dobrze postawiony problem dla zmiennych polowych,

— okreslenie klasy zwiazkéw konstytutywnych, prowadzacych do dopuszczalnych
proceséw termodynamicznych,

— uzgodnienie otrzymanych wynikéw z wynikami termostatyki (wtasnosci stanu réw-
nowagi termodynémicznej), oraz wyznaczenie klasy funkcji uniwersalnych dla
modelowanego uktadu, :

Nalezy zaznaczyé, Ze opisany program dziatania bytby calkowicie zbgdny, jesli znane
bylyby zwiazki konstytutywne dla badanego ukfadu. Eksperymentalne wyznaczenie takich
zwigzkow, ub tez zpaleZienie ich przy pomocy modeli struktm'alnych (np. przy pomocy
mechaniki statystycznej) napotyka jednak na tak wielkie trudnodci, Ze jedynie w nielicz-
nych przypadkach mozemy uniknaé postulowania a priori zwigzkéw konstytutywnych.
Ma to, na przyklad, miejsce dla gazu idealnego.

Przykladem wykorzystania powyzszej strategii jest konstrukcja modelu jednosktadni-
kowego oérodka, w ktérym zachodzi proces termomechaniczny. Zmiennymi polowymi sa
wtedy gesto$é masy p, ruch y i temperatura empiryczna @. Okreslone s3 one w kazdym
punkcie X o$rodka w kaZdej chwili ¢ z pewnego zadanego przedziatu

0 =o(X,1),
@3.0. 7= x(X, 1),
' _ 6 =0(X,1).
Dla wyznaczenia tych funkcji poszukujemy réownail pola, wykorzystujac réwnania bilansu
— masy _ '
(3.2) ' " —Qg—+div (o0) =

ot
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— pedu

(3.3) 8(9 ) 27 4 div(ov—t) = b, t =17,

— energii

2 1 , 1
3.4) v ge+—5 00 +div Qev+—2~vgv-.v—tv+q = 00" b+or.

gdzie V jest polem predkosci, £ — tensorem naprezen Cauchy’ego, b — sila zewn@trzn@ na
jednostke masy, &-— gestoscig ‘energii wewngtrznej, g — wektorem strumienia ciepla,
a r — papromieniowaniem zewngtrznym na jednostke masy. Wszystkie funkcje sa okres-
lone na przestrzeni konfiguracyjnej, tzn. sa funkcjami x i 2.

Jest oczywiste, Ze mimo zgodunodei liczby niewiadomych pdl i liczby rdwnad, réwnania
bilansu (3.2—4) nie stanowig rownan pola dla wielkosci (3.1). Po pierwsze, wielkosci

(3.5) ' t, 6,4,

wystepujace w rownaniach (3.2—4) nie sa okreslone, po drugie — na przyklad temperatura
empiryczna w ogdle w tych réwnaniach nie wystgpuje. W celu otrzymania réwnai pola
musimy wigc dodaé zwiazki pomigdzy wielkoSciami konstytutywnymi (3.5) a polami (3.1).
Zwigzki te, nazywane konstytutywnymi, definiuja klas¢ materiatéw. Przyktadowo, klasa
klasycznych materiatéw termosprezystych okreslona jest zwiazkami

t=1#F,0,6), G:= Grad®
(3.6) e = &F,0,G), F:= Grady
| ' ' q=q(F,0,0G),

gdzie g, t, & sa funkcjami analitycznymi swoich argumentéw; klasa materialéw z pamiecia
okreslona jest zwigzkami

t= T (F, 6, G, F(s):=Fi-s), sel0, 0]
3.7 e= &I, 0, GY, O'(s):= O(t—s),

q=9(F,0,GY), G'):= G{t—ys), _
gdzie 7, &, 2 sa funkcjonalami na przestrzeni funkcji F(*) ©("), G*(*), spelniajacymi

odpowiednie warunki gladkosci; klasa materiaiow lepko-termosprezystych okreslona Jest
zwigzkami

4

t=WF F,0,6), F=2f

7;
- (3.9) ¢ = 5(F, F,0,G),
= F,F,0,6
i tak dalej.

Podstawienie wybranych zwiazkéw konstytutywnych do réwnan bilansu (3.2—4) pro-
wadzi-do réwnan pola dla wielkoséci (3.1). Pewne rozwiazania tych réwnaii maja wiasnosci
sprzeczne z obserwacjami makroskopowymi. Sg wsréd nich, na przyklad, takie, ktore
opisujg przeptyw ciepla w ciatach termosprezystych. z obszaréw chlodniejszych do cieplej-
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szych, o ile nie ograniczymy dodatkowo klasy zwigzkéw konstytutywnych. Ograniczeniem
takim jest druga zasada termodynamiki. Ingo MULLERA [1967] zaproponowal postaé tej
zasady, stanowiaca uogdlnienie tzw. nieréwno$ci Clausiusa-Duhema. Postaé ta jest dotgd
powszechnie stosowana w termodynamice racjonalnej. Jesli 7 oznacza gestosé cntropii,
h— jej strumien, a s — zewnetrzne napromieniowanie entropijne, to nieréwnosé Clausiusa-
Duhema-Miillera ma postac

(3.9) (977) +div{eno+h)—

os = 0.

Stanowi ona ograniczenie, nakfadane na zwiazki konstytutywne przez drugie prawo ter-
modynamiki. Aby mozna byto okredli¢ skutki tego ograniczenia, nalezy dodatkowo wpro-
wadzié zwigzki konstytutywne dla pol

(3.10) ' 7, I

Jedna z metod okreslania klasy dopuszczalnych proceséw termodynamicznych, tzn. klasy
procesow ograniczonych nieréwnoscia (3.9), wyznacza opublikowane w 1972 r. twierdzenie
Liu, ktére omawiamy ponizej.

3.2. Twierdzenie Liv. W olbrzymicj wigkszoéci rozwazanych modeli termodynamicznych
réwnania pola i nieréwnos¢ Clausiusa-Duhema-Miillera sa quasiliniowymi zwiazkami
rézmiczkowymi. Fakt ten pozwala zalgebraizowaé procedurg wyznaczania proceséw termo-
dynamicznie dopuszczalnych. Po wybraniu zwigzkéw konstytutywnych dla wielkosci (3:10)
poszukujemy mianowicie rozwiazan nieréwnosei (3.9) przyjmujgc, ze réwnania bilansu
(3.2—4) stanowia wiezy nakladane na te rozwigzania. Oznacza to, ze pewne pochodne pdl
(3.1) nie mogg przyjmowaé dowolnych wartosci w dowolnie wybranym punkcie x i w chwi-

de

li t. Na przyktad, pochodna o musi byé powigzana .z gradg i grédzz przy poimmocy

rownania bilansu masy. Wybranie pewnych wartosci dla pochodnych gradg i gradw

. . [ : do . . .
w punkcie x i w chwili ¢t oznacza, ze 3; musi byé obliczone z (3.2).

Tak ograniczonych wartoéci pochodnych pél bedzie doktadnie tyle, ile réwnan bilansu.
Mozna wigc postepowaé dwojako —podobme jak w klasycznej procedurze wariacyjnej
dla mechaniki cial z wiezami

— eliminowaé z nieréwnosci (3.9) pochodne pdl, ktére mozna wyznaczy¢ z réwnan
bilansu, a nastgpnie poszukiwaé rozwigzan zredukowanej nieréwnosci, -

— uzupelnié nieréwnosé (3.9) czlonami, eliminujacymi wiezy przy pomocy mnoznikow
Lagrange’a; traktujac jako niezalezne wszystkie pochodne pol w otrzymanej w ten
'sposéb zmodyfikowanej nierdwnosci.

Drugi sposéb zostal sformalizowany przez I-Shih Liu [1972] w nast@pujqcyxll twierdze-

nju: :

dla zadanej macierzy 4 o wspllrzednych Ag, 1 <4 <p, 1<y €1, wektordw

YeR', «c R" a+# 0, Be R? i skalara f € R, jesli

G1n S:= {YeR|AY+B =0} # O,

to mnastgpujace warunki sa réwnowazne
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1) dla kaidego Ye S, « Y+p =0,
2) istnieje wektor 4 € R?, 4-%# 0 taki, ze dla kazdego YeR*

(3.12) - @ Y+B—A-(AY+B)> 0
3) istniejc wektor A € RP, A % 0 taki, Ze
(3.13) 4—ATA =0, B-A-B>0.

Punkt pierwszy powyzszego twierdzenia opisuje problem, sformutowany w poprzednim
paragrafie. Zbior S, okrelony zwiazkiem (3.11) zawiera wszystkie rozwigzania réwnan
pola, otrzymane z réwnai bilansu przez podstawienie zwigzkéw konstytutywnych. Wek-
tor Y reprezentuje wszystkie pochodne pél, ktére wehodza do rownan pola w sposéb linio-
wy. Warunek 1) oznacza, ze spos$rod wszystkich rozwigzan ze zbioiu S wybieramy te, ktére
spelniaja nieréwno$¢ Clausiusa-Duhema-Miillera. Twierdzenie orzeka, ze tak sformuto-
wany problem jest rGwnowazny istnieniu mnoznikéw Lagrange’a A, ktére sa funkcjami
tych samych zmiennych konstytutywnych, co pozostale funkcje konstytutywne (na skutek
przynaleznos$ci do przestrzehi R?) 1 ktére redukuja procedure rozwigzywania wyjéciowego
problemu do rozwigzywania nieréwnosci (3.12). Punkt 3) stanowi czgéciowe rozwigzanie nie-
rownosci (3.12). Jesli n > p, to zwiazki (3.13), stanowia nie tylko rownania dla okreslenia
mnoznikéw A, ale réwniez pewne ograniczenia na zwiazki konstytutywne. W tym bowiem
przypadku uklad (3.13), jest przekreslony ze wzgledu na zmiang A. Eliminacja mnoznikéw
z koricowyeh wynikéw jest naturalna, gdyz, jako wielko$ci pomocnicze nie powinny one
pozostawaé w otrzymanych wynikach. Istotnym rezultatem sg wiec zwiazki pozostajace po
takiej eliminacji, ktdre wraz z nieréwnosdcia rezydualng (3.13), stanowia warunki konieczne
i wystarczajace na to, by rozwiazania tak ograniczonych réwnan pola spetnialy drugy

" zasade termodynamiki. .

Zaznaczamy, ze w wielu przypadkach niektore wspéhzgdne wektora A posiadajg inter-
pretacje fizyczng i prowadza do uproszezenia koficowych wynikéw. Z tego powodu po-
zostawia si¢ je czesto w modelu w uzyskiwanych wynikach. Na przyklad, w kilku prostych
modelach mnoznik A° réwnania bilansu energii jest odwrotno$cia temperatury absolutnej,
a wiec ma znaczenie chlodnosci. W modelach niektérych cieczy mnoznik A° réwnania
bilansu masy jest potencjalem chemicznym itd. Tego rodzaju interpretacja musi byé jednak
kazdorazowo dowiedziona, gdyz jej istnienie zalezy w spos6b decydujacy od przyjetych
zwigzkow konstytutywnych.

Dla ilustracji omowionego twierdzenia przedstawmy jego dzialanie na prostym przy-
kiadzie materiatu termosprezystego. Rownanie bilansu masy daje si¢.w tym przypadku
scatkowaé niezaleznie od zwiazk6w konstytutywnych. W zwiazku z tym nie ogranicza ono
klasy procesow termodynaniicznie dopuszczalnych. Polami, podlegajacymi wyznaczeniu
53

— ruch

x =2(X, 1),
— temperatura empiryczna

O = @(X, ).
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Zwiazki konstytutywne majg postaé (3.6). Rédwnania pola, ktére okreélajg zbiér S, sq
wtedy postaci
’ 2

a A ) A
o0 _&—f ~ 3p T(Grad F)~ 3,T(G)— 3G T(Grad G) = 0
(3.14) 00ltr OrB(F) + 0o2@ + 0t - G)~tr TTF+
+trdrq(Grad F)+85¢ - G+1trd6§(Grad G) = 0

gdzie go jest gestoscig ma.sy w konfiguracji odniesienia, T jest tensorem naprezen Pioli-
Kirchhoffa, oraz
(3.15) G:= Grad®, Fi= ‘g

Wielkoéci podkre§lone wchodza liniowo do tych réwnai i stanowig wspélrzedue wektora ¥
w rozwazanym problemie.
Nieréwno$é Clausiusa-Duhema- Mullem ma w tym przypadku postac

(3.16) Qo[tlc')pa](F)+891]@+BGn G]+tr3ph(G1adF)+8@h G+tr 3Gh(G1adG)

Zgodnie z drugim punktem twierdzenia klasa rozwigzati zwigzkow (3.14), (3.16) jest 1den-
tyczna z klasa rozwigzan nieréwnoscei

Ootr [apﬁ — A® gt +-QL Amhﬂ] +00[067) — A 8810 + 00 [d6H — A®IGE] - G+
0

(3.17) +tr[ph— AP+ (3 T AV|Grad F+ tr[0gh— A6 +
. A . A . A | . ° 2
+ (06T)T AMNGrad G+ [0 h— A®doq +(d6 T)T AP G— 00 AP - % =0

Nier6wnos¢ ta jest liniowa wzgledem podkreslonych wielkosci. W ZquZku z tym trzeci
punkt twierdzenia Liu ma w 1ozpatrywanym przypadku postac

AV = 0
sym(dgh—A®d5q) = 0, symA 1= %(A + AT,

sym(@;ﬁ-—/l"”@;&) =0,
(3.18) dgh—A® e = 0,
3@1”\]-—/1(")393 = 0,

1 AT = A(e)afg_gpﬁ,
Qo .

oraz
(3.19) .  (Beh—A®Beg) G2 0

Zwiazki (3.18) pozwalajg nie tylko okre$lié mnozniki A i A® ale takze ograniczajg
W sposdb istotny dopuszczalng klase zwiazkéw konstytutywnych. Na przyklad ostatni
z nich prowadzi do stwierdzenia, ze tensor naprgzen ma dla materialu termosprezystego
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potencjal, ktérym jest encrgia swobodna Helmholtza. Zwiazki(3.18) implikujq réwniez
szereg warunkow calkowalnosci, ktérych nie bedziemy tu przytaczaé.

Nierowno$¢ rezydualna (3.19) stanowi rowniez pewne ograniczenie nakladane na zwigz-
ki konstytutywne. Przede wszystkim jest ona jednak wykorzystywana do badania wias-
nos$ci stanu réwnowagi termodynamicznej. Wspdlng wlasnoécia stanu réwnowagi dla wszyst-
kich ukiadéw jest minimalizacja funkeji, wystgpujacej w tej nieréwnoéci w punkcie, w kté-
rym osiaga ona warto$¢ zerowg. Funkcja ta jest nazywana funkcja dysypacji i w naszym
przypadku ma ona postaé '

(3.20) 0 1= (Bh—AD37) G

Przedstawiona powyzZej strategia budowania modelu w ramach termodynamiki racjo-
nalnej nie wyczerpuje probleméw, ktére stojg przed termodynamikami. Niezwykle waznym
. problemem jest okredlenie wlasnosci obiektéw termodynamicznych na powierzchniach
kontaktu réznych uktadéw. Mozna wtedy okreslié klas¢ sensownych probleméw brzego-
wych, wyznaczanych dla nieznanego ukfadu przez pomiar wielkoéci w uktadzie znanym.
Podstawowa role graja wtedy tzw. funkcje uniwersalne, czyli funkcje, ktore nie zalezq od
wyboru ukiadu. Przykladem takiej funkcji jest temperatura absolutna, Dowdd istnienia
lub nieistnienia funkcji uniwersalnych jest oparty na réownaniach bilansu dla powierzchni
osobliwych '

— masy
(3.21) . [e@-n—0)] =0,
— .p@du :
(3.22) . [e@-n—cyp—1m] =0,
— energii
(3.23) : [g(v~rz¥c)(e+%v-v);v- tn+qn] =0,
— entropii '
(3.24) - . [e@ n—cy+hoa] =0
gdzie _ '
(3.25) [a] := a* —a~

a*, a~ sa granicami wielkoéci a po stronie dodatniej 1 ujemnej powierzchni osobliwej,
zorientowanej polem wektoréw jednostkowych n, a ¢ jest szybkoécia propagacji tej po-
wierzchni. A

Nie bedziemy tu przedstawia¢ procedury postgpowania. Nalezy jednak zaznaczy¢, Ze
powierzchnia kontaktu dwu o$rodkéw nie jest zwykle tak prosta, aby mozna ja byto opisaé
zwiazkami (3.21-—24). Posiada ona zazwyczaj swa wlasna powierzchniowa strukture fizycz-
na. Problem ten jest bardzo stabo zbadany, a jego implikacje w termodynamice, szczegdl-
nie w ramach problemu istnienia funkcji uniwersalnych nie sa znane. Dopiero w ostatnich
2—3 latach zaczgly si¢ ukazywac pierwsze prace na ten temat i jest on jednym z gléownych
kierunkéw rozwoju termodynamiki racjonalnej w chwili obecne;].
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Omowiony powyzej sposob modelowania termodynamicznego ma juz dosyé bogata
literaturg, cho¢ brak jest jeszcze opracowan monograficznych. Z wezesnych prac na ten
temat nalezy wymieni¢ monografi¢ C. TRUESDELLA [1969] i I. MULLERA [1973]. Obaj ci
autorzy przygotowujg unowocze$nione wersje tych opracowan. Oba winny si¢ ukazaé
w 1984 r. — ksiazka C. Truesdella ponownie w wydawnictwie McGraw-Hill, 2 nowa mono-
grafia I. Miillera — w wydawnictwie Pitman Publ. Nalezy dodaé, Ze ta ostatnia bedzie
gléwnie po$wigcona metodzie, opartej na twierdzeniu Liu. Przeglad termodynamiki racjo-
nalnej mozna réwniez znalez¢ w dwdéch pracach autora tego artykutu [1980, 1984]. Druga
z tych prac, pisana w 1975 r. zawiera wezesne wyniki, otrzymane przy pomocy twierdzenia, -
Liu.

3.3, Termodynamika racjonalna osrodkéw wieloskladnikowych. Szczegbdinie wazng dziedzing
zastosowan twierdzenia Liu stanowi termodynamika osrodkéw wieloskiadnikowych. Waga
modeli w tej dziedzinie wynika, przede wszystkim, z ich znaczenia praktycznego przy opisie
mieszanin z reakcjg chemiczng, osrodkéw porowatych, przejé¢ fazowych, plazmy itd.
Jednoczeénie, ze wzgledu na skomplikowang strukture zaréwno réwnan bilansu, jak i zwiaz-
kéw konstytutywnych uzyskane wyniki sq nieporéwnanie skromniejsze, niz dla osrodkéw
jednosktadnikowych. Prace w dziedzinie racjonalnej termodynamiki mieszanin rozpoczat
C. TRUESDELL [1961], a nastgpnie rozwinat w szczegélnoéci R. M. BoweN [1976] 1 MULLER
[1984]. Istotny wklad do teorii mieszanin majg réwniez autorzy polscy (por. np. H. Ken-
LEN, B. BArRanowskl, J. PorieLawsky [1973, 1975], W. Dersk1, S.J. Kowaviskr [1979],
1. Kurig [1980] itd.), ktérych prace dotycza glé»'vnic aplikacyjnych aspektéw teorii mie-
szanin w chemii fizycznej oraz teorii oSrodkdw porowatych. Termodynamika osrodkow
wieloskladnikowych rozwija si¢ w ostatnich latach szczegdinie intensywnie i nalezy oczeki-
waé, ze bedzie szeroko uprawiana réwniez w najblizszej przysztosei.

Przedstawimy na prostych przyktadach kilka podstawowych probleméw termodynami-
ki mieszanin. Ograniczmy si¢ dla prostoty do mieszaniny plynéw, ztozonej z A rozrdznial-
nych sktadnikéw. Poszukujemy wtedy pol: gestosci masy kazdego ze skladnikéw g% o =

=1, ..., 4, pdl predkoéci V% a =1,..., 4, pol i temperatur empirycznych 6%, « =
- =1, ..., A. Punktem wyjécia do wyznaczenia réwnari pola sg réwnania bilansu dla
kazdego ze skladnikéw B :

-— masy
. - 4
2 aivry = v, D=0,
o=l _
— pedu
A
o /e
(3‘26) 2{%_)_ +diV(Q°‘V°‘®V°‘—t°°) = *m°‘+g°‘b°‘, Z *m* = 0, ¢ = (ta)'z',
=1
-— energii

8 1 | 1
—_ PN TP 3 74~ 2N (] H Ol % p a.Vot Va___taVaL —
ax(ge+29V V)+d1vlg(a+2V ) +q°‘}
A
— *8a+9aba. Va+9ara’ Z*Ea =0

a=1
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~— entropii

amana
at

+div[9mnaVa+hﬂ] — *na_'_easa

gdzie *p% *m®, *&%, *n* sg, odpowiednio, zrédlami masy, pedu, energii i entropii, % —

parcjalnym tensorem naprezen Cauchy’ego w skiadniku o, &* — gestodcia energii wew-

netrznej w skiadniku «, ¢* — strumieniem ciepta w skladniku e, #* — gestoscia entropii

w sk%adn_iku o, h* — strumieniem entropii w sktadniku «, wreszcie %, r%, s* sa odpowied-
_ nio, gestodcig sit masowych, gestodcia zewnetrznego napromieniowania energetycznego
i gestodcig napromieniowania entropijnego w sktadniku c.

Ze wzgledu na obecnoéé zrodel, réwnania bilansu dla sktadnika « nie staja si¢ zasadami
zachowania nawet w przypadku izolacji ukiadu od $wiata zewngtrznego (tzn. gdy b =0,
r* =0, s* = 0). Zrédla muszg jednak spetniaé ograniczenia, podane w ukladzie réwnan
(3.26) aby réwnania bilansu dla mieszaniny jako calodci, to znaczy po wysumowaniu po
sktadnikach, prowadzity do zasad zachowania ofrodka jednosktadnikowego. W przeciw-
nym przypadku model zawieratby procesy opisujace perpetum ‘mobile. _

Druga zasada termodynamiki dla mieszanin jest w literaturze postulowana w dwdch
nieréwnowaznych postaciach: dla kazdego sktadnika oddzielnie

(3.27) 20, oa=1,..,4

lub dla catej mieszaniny

A

(3.28) C Dlmp=o,
. a=1

Postaé (3.27) wydaje sig mie¢ znaczenie wylacznie historyczne. Zarédwno argumenty,
wywodzace sig'z kinetycznej teorii gazéw, jak i wnioski, ptynace z nieréwnoéci (3.27) wy-
wydajq sie wskazywaé, Zze bardziej uzasadniona jest stabsza postaé drugiej zasady termo-
dynamiki (3.28). Ta ostatnia jest obecnie powszechnie stosowana w literafurze przedmiotu.

Dodajmy jeszcze, ze druga zasada termodynamiki w postaci (3.28) pozwala nada¢ -
interpretacje fizyczna Zrédlom w réwnaniach bilansu. Okazuje sie, ze Zrodia masy daja
wklad do dysypacji energii tylko wtedy, gdy potencjaty chemiczne sktadnikéw maja rézoe
wartosci. Oznacza to, ze zrédla masy sg wyrazem dysypatywnych reakeji chémicznych
w ukladzie. Zrédta pedu daja z kolei wkiad do dysypacii, jesli sktadniki maja rézne pred-
kosci. Zrédia *m® mozna wigc interpretowaé jako silty dyfuzyjne. Wreszcie zrodia energii
uczestnicza w dysypacji, gdy temperatury empiryczne skladnikéw ©* sa rézne. Oznacza to,
ze *&* nalezy interpretowaé, jako lokalng wymiane energii, przywracajaca w ukladzie
lokalna réwnowage termodynamiczna, w ktérej O* = @ dla kazdego o.

Po uzupelnieniu réwnan bilansu (3.26) zwigzkami konstytutywnymi otrzymujemy, po-
dobnie jak w ofrodku jednoskladnikowym, réwnania pola dla poszukiwanych wielkosci.
Na przykiad, tzw. prosta mieszanina cieczy nielepkich okre§lona jest zwiazkami

1% = t%(of, VP, 0P, grad®¥),

(3.29)
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(3.29) = (7P, 00, grad@f),
[cd.] Fot = T ( )
*’na_*QaVa____Ma ( . )
. 1 -
P NN VN (-3 PN «_ " . | . ko 0
| e —*m* . Pr—*g (a 3 ye.p ) = ¥FE* (—————)

Szczegdlna postaé zwigzkow dla zrodet wynika z czesciowego zastosowania tzw. zasady
obicktywnosci, ktéra omawiamy w punkcie 4. Wynikiem tej zasady jest réwniez fakt, iz
wérdd A4 pol predkosci jedynie 4-1 predkosci wzglednych moze wystepowaé jako argument
w zwigzkach konstytutywnych.

Cechg szczegdlng zwiazkow (3.29) jest zaleznodé wielkodcei konstytutywnych dla sktad-
nika « od pol wszystkich skladnikéw. Prowadzi to do istotnych komplikacji przy eksploa-
tacji drugiej zasady termodynamiki. Strategia dzialania, oparta na twierdzeniu Lyu po-
zostaje jednak niezmieniona. Ogranicza ona ponownie klase zwigzkow konstytutywnych
tak, aby uzyskiwane rozwigzania byty procesami termodynamicznie dopuszczalnymi,

Przyktadowo rozwazmy dalsze ograniczenie zwiazkéw (3.29) do postaci

¢ = 1%(of, uf, OF), ¢ = g*(¢", uP, OF, grad®?),

0

(330) o= (et Oh), e =L
n* = 7P, 0%, '
gdzie . _
4 A
(3.31) ul = VE—V, oV := ZQ“V"‘, 0:= Z@“,
a=1 a=1

a pozostale zwigzki — dla zZroédet — pozostaja bez zmian. W wyniku zastosowania nie-
réwnosci (3.28) otrzymujemy '

-

3 i 3
= —p*l = —(g")? —(,)-‘g’—aJ,

A
wo - N1E o
e oF o 06’
. B=1
(3.32) ‘ &= P +O%  y = y(e" 0N,
. _ )
Y ST
ZQ (a@ﬁ‘ﬁ a@ﬁ)‘ 9,

a=1

oraz nastgpujaca nierdwno$é rezydualng
=0

gdzie ¢ jest funkcja dysypacji, okreslona zwigzkiem:
A
- \! 1 L (% 4 * % 1 a!ﬁi)_i(d _p-)
o.—%{wq grad®*+*p @ay)+ga QA?/)+QA +
o= ] .
1
P4

1
-2

+ ,_;_(ua_"A). (ua_uA)]+ ﬁtx. (ua___uA)__(@]a _‘@17) E*m}
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Postaé tej funkcji uzasadnia poprzednie uwagi o interpretacji zrédet.
k Latwo dostrzec, ze nawet przytoczony najprostszy przykiad osrodka wieloskladniko.
wego prowadzi do zwigzkdéw istotnie réznych od tych, jakie otrzymujemy w przypadku
jednosktadnikowym.

Najwigksze trudnosci pojawiaja si¢ w teorii mieszanin przy poszukiwaniu funkeji uni-
wersalnych. W przypadkach szczegoélnych, gdy mieszanina jest bezdyfuzyjna (R. C. Bo-
WEN [1979]), Jub ma jednakowa temperature skiadnikéw (K. HuUTTER, I. MULLER [1973])
mozna dowiesé istnienia takich funkeji, uzasadniajacych fizyczny sens modeli termodyna-
micznych. Niestety w przytoczepym tu przykladzie, jak i tym bardziej w modelach bardziej
zlozonych, istnienie takich funkeji wydaje si¢ nieprawdopodobne. Byé moze, uda si¢ je
znalezé dla ukladéw liniowych wzgledem matego odchylenia od stanu réwnowagi, ale
problem jest dotad nierozwiagzany. Trudnosci sg, w pierwszym rzedzie, zwigzane ze struk-
tura réwnan na powierzchni osobliwej. ‘

Rozwazmy przyktadowo powierzchni¢ materialng wzglgdem skladnika 4. Pl‘Zyjnlijmy,
ze po dodatniej stronie powierzchni znajduje sig czysty sktadnik 4, a po ujemnej — miesza-
nina A — sktadnikowa. Jesli wlasnoéci czystego skfadnika A4 sa znane, to taki uktad moze
by¢ traktowany jako prototyp urzadzenia pomiarowego dla mieszaniny. W tym celu mu-
simy jednak ustalié, co ,,mierzy” ukiad jednoskladnikowy na powierzchni osobliwe;j.
Wprowadzmy oznaczenie
(3.33) ; We .= ye—p4,  W4=0.

Wtedy réwnania bilansu na opisanej powyzej powierzehni.maja postaé

A-1
2 W  n=0,
a=1

A
2 [fn—o*(W* - m)W*¥] = tn,
a=1

.4 :
= = v
(3.34) . Z [E“TD“- n (a"‘+7W"‘ W“)_ we(i*n) + q“n] =qg4n
a=1
4
21[@'“"—/5‘- w4 n) = I on.

1

R
il

Powyzszy uklad réwnan pokazuje, ze istnienie takich idealnych powierzchni kontaktu
dla wszystkich 4 sktadnikéw nie jest wystarczajace do wyznaczenia obiektow, ktére wy-
stepuja po ujemnej stronie powierzchni. Co wigcej, samo istnienie takich powierzchni, kt6re
nazywa si¢ sciankami idealnymi, jest wielce watpliwe. Przykladowo, dla mieszaniny dwu-
skladnikowej pierwsze réwnanie ma postaé

ewWon=0
co oznacza, Ze §cianka musi by¢ réwniez materialna dla skfadnika o = 1. Jest to niemozliwe
w przypadku blon pélprzepuszczalnych, gdy skladnik zatrzymywany oddaje cze$é pedu
blonie. Prowadzi to ponownie do wniosku, ze w teorii mieszanin nalezy nwzgledniaé po-
wierzchniows strukture na granicy kontaktowej. Czy mozna wtedy dowieéé istnienia funkcji
uniwersalnych — nie wiadomo.
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4. Termodynamiczna teoria materialéw

Poczynajac od prac R. S. RIVLINA z kofica lat pigédziesigtych rozwija sie szczegblnie
intensywnie dziedzina termodynamiki osrodkéw ciaglych, kt6ra nazywa si¢ termodyna-
micznq teoria materialdw. Szczegdlng role odegraly tu prace B. D. COLEMANA [1964].
Polaczyt on analize formalnej struktury réwnan konstytutywnych z wykorzystaniem dru-
giej zasady termodynamiki w postaci nieréwnoéci Clausiusa-Duhema. Obok drugiej za-
sady termodynamiki przyjmuje sie w teorii materiatéw szereg dodatkowych ograniczefi,
wynikajacych z obserwacji o nietermodynamicznym charakterze. Naleza do nich przede
wszystkim 2

— zasada obiektywnosci

— zasada izotropii materiatowej.

Pierwsza z nich glosi, Ze réwnania pola powinny byé¢ niezmiennicze wzgledem zmiany
obserwatora, opisanej transformacja

4.1) X' = QWx+k(t), x= QK —k

gdzie Q jest dowolng macierza ortogonalng. Latwo si¢ przekonaé, ze same réwnania bi-
lansu nie spelniaja tej zasady. Mianowicie, transformacja pola prgdkosci, wynikajaca ze
zmiany obserwatora (4.1) ma postacé

4.2) : x' = Qx+Ox+xk,
a transformacj_a odwrotna, jak latwo obliczyé, jest opisana wzorem
@3) V=0TV -Wa-B-k, W:= 00"

Macierz W jest nazywana macierza predkosci katowych.
Powyisze zwiazki pozwalaja znaleZé repule transformacyjna dla przyspieszenia

a = Qa+20v+ Ox+k
a= Q7ld—2W@ —Kk)+ W (x~k)— W(x —k) —k.

W powyZszym zwiazku moZna rozpozna¢ przyspieszenia ruchu wzglednego, znane z me-
chaniki analityczne].

44

2 W' —k) — przyspieszenie Coriolisa
—W?*(x—k) — przyspieszenie od§rodkowe
W(x—k) — przyspieszenie Eulera

) — przyspieszenie przesuniecia

wzglednego uktaddw.

Powréémy teraz do réwnan bilansu dla oérodka jednoskladnikowego. W ukiadzie
primowanym maja one postad

X I3 F ) 27 ag,
o'+o'dive’ =0, ¢ = 5

(45) Qldl_divltl — lel+glil

+o' - grad’e’,

o't = t'(grad'e’)" —div'q' +o'r’

11 Mech. Teor. i Stos.
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gdzie .
(4.6) i = QW@ —K)— Wi x—k)+ W(x—k)+k.

Fatwo sie przekonaé, Ze reguta transf‘ormacyjna dla wektora #' powoduje, iz réwnania
(4.5) sa niezmiennicze wzglgdem transformacji (4.1). Wptyw braku niezmienniczoéci réw-
naf bilansu wzgledem zmiany obserwatora objawia si¢ wiec jedynie obecnosdcia dodat-
kowe;j sity — wektora i’ w réwnaniach przetransformowanych. Tym samym réwnania pola
bedg niezmiennicze wzgledem tej transformacii, jesli zwiazki konstytutywne dla , ¢ i q beda
réwniez niezmiennicze. To zgdanie przyjmuje, na przyklad dla materialéw termosprezys-
tych nastgpujaca postac ¢

Hx,F,0,G) = QT{Qx+k, OF, O, GYQ, .
4.0 qg(x,F,0,G)= Qq(Qx+k, OF, 0, G),
e(x,F,0,6G)= «(Qx+k, QF, 0, G),

Istotng cecha tej transformacji jest wystgpowanie tej samej funkcji konstytutywnej po
obu stronach zwigzkéw (4.7). ) 5

Zasada obiektywnoséci — zaréwno jej skutki, jak i motywacja fizyczna maja bardzo
bogata literaturg. Warto wspomnieé, ze mechanika statystyczna dostarcza argumentéw
przeciwko uniwersalnemu charakterowi tej zasady (por. I. MULLER [1972]). Wydaje sig, ze
mozna ja traktowaé jedynie jako dobre przyblizenie w skali makroskopowej bardzie
skomplikowanych regut transformacyjnych, opisujacych zmiang obserwatora.

Dodajmy, ze problem ten jest znacznie bardziej skomplikowany w przypadku oérod-
kéw wielosktadnikowych, co jest zwigzane z obecnodcia zrédet w réwnaniach bilansu
oraz z ruchem wzglednym, czyli dyfuzjg skladnikéw.

Druga ze wspomnianych wyzej zasad — zasada izotropii materialowej — jest zwiazana
z whasno$ciami symetrii opisywanego materiatu. Okresla ona reguty transformacyjne zwiaz-
kéw konstytutywnych przy zmianie ukladu materialnego. Jesli dokonamy przeksztalcenia

(4.8) : X' = HX,
to niezmienniczo$¢ wzgledem tego przeksztalcenia dla materiatu termosprezystego opisana
jest zwiazkami '
tx, F,0,G)= tx, FH", ®, GHT),
(4.9) e g(x, F,0, G) = q(x, FHT, ®, GHT),
e(x, F, 0, G) = ¢(x, FHT, O, GH7).

Wybdr macierzy H zalezy od rodzaju materiatu. W przypadku gazu, ktéry jest oérod-
kiem ciggtym o najwyzszej symetrii, H jest macierza ortogonalna. Grupa izotropii, bedaca
zbiorem wszystkich macierzy H dla danego materiatu jest w tym przypadku grupg orto-
gonalna. W przypadku ciat statych, jak réwniez dla niektérych cieczy grupy izotropii sg
znacznie ubozsze od grupy ortogonalnej. Pierwszy monograficzny przeglad rezultatéw
w tej dziedzinie mozna znalezé w pracy C. TRUESDELLA 1 W. NoOLLA [1965]. Dziedzina ta
rozwija sig¢ intensywnie do dnia dzisiejszego, zaréwno w kierunku aplikacyjnym, tzn.
okredlania grup symetrii i odpowiadajacych im reprezentacji zwiazkéw konstytutywnych, -
jak i w podstawowym — na przykiad w zakresie opisu symetrii materiatu, zmieniajacej si¢
w czasie procesu termodynamicznego w wyniku ruchu defektéw, przejéé fazowych itp.
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Nalezy doda¢, ze bardzo istotny wkiad do teorii zwigzkéw konstytutywnych maja
autorzy polscy. Dotyczy to w szczeg6lnodei teorii materialdw sprezysto-plastycznych,
sprezysto-lepkoplastycznych i materiatdw z parametrami wewnetrznymi. Szczegdtowy

przeglad literatury swiatowej ze szczegdlnym uwzglednieniem prac polskich mozna znale#é
w monografiach P. PErzyny [1966, 1978].

5. Perspektywy rozwoju

5.1. Modelowanie termodynamiczne w ramach teorli racjonalne). Jak w kazdej dziedzinie nauki,
tak i w termodynamice nie mozna wskazac celéw zbyt odleglych w przysztosci. Wydaje sie
jednak, ze ostatnie dwudziestolecie spowodowalo zaré6wno ugruntowanie podstaw, jak i me-
tod termodynamiki, wprowadzajac te ostatnie jako trwale narzedzie przy budowie modeli
nowych materiatdw i zjawisk. Z tego powodu mozna przewidywaé intensywny rozwéj za-
stosowan termodynamiki w tych wlasnie dziedzinach. W literaturze szczegdlnie czgsto
pojawiajg sig¢ prace, dotyczace nastgpujacych zagadnien

— procesy termodynamiczne w osrodkach ciaglych z uwzglgdnieniem pdl elektro-

magnetycznych

— teoria nierownowagowych proceséw w o$rodkach w1eloskladmkowych

— termodynamika materialéw z wiezami. '

Motywacja do podjecia zagadnien pierwszej grupy jest glownie aspekt praktyczny.
Istniejace dotad teorie takich o$rodkédw wywodza si¢ gléwnie z modeli mikroskopowych.
Zaleta takiego podejécia jest dobra motywacja fizyczna oraz opis zjawisk wykluczanych
przez modele ciagte (np. propagacja bardzo krétkich fal). Wada jednakze jest niezwykle
skon{plikowana struktura réwnan, praktycznie uniemozliwiajgca rozwigzywanie zagadnien
brzegowo-poczatkowych. W pewnym zakresie luke ta moga wypelni¢ termodynamiczne
modele ciagte. Odniesiono w tym zakresie juz sporo sukceséw przy modelowaniu plazmy
i dielektrykéw, wydaje sie, Ze réwnie atrakcyjnymi dziedzinami sg modele elektrolitéw
i cieklych krysztaldow. W Polsce problematyka ta jest dobrze rozwinigta i nalezy oczekiwaé
kontynuacji prac w tym kierunku (por. W. Nowack1 [1983]).

Jak juz wspominalismy, teoria osrodkéw wielosktadnikowych napotyka dotad na wiele
trudnosci, choé i w tej dziedzinie okres formulowania podstaw mozZna uzna¢ za zakorczony.
Wielorakie zastosowania mieszanin do opisu procesdéw chemicznych, plazmy, ofrodkéw
porowatych, dynamiki przejé¢ fazowych oraz trudnoscei w konstrukcji modeli mikroskopo-
wych prowadza do wniosku, iz réwnieZ w tej dziedzinie nastapi dalszy rozwdj w najblizszym
czasie,

, Trzecia dziedzina, termodynam1ka materialéw z wigzami, jest w poczatkowym: stadium

rozwoju (por. T. ALTS [1979]). Mimo potencjalnych mozliwosci zastosowan, na przykiad
przy modelowaniu kompozytow trudno w tej chwili okredli¢ kierunek i intensywno$¢ ba-
dan.

Wydaje si¢ réwniez, Ze nalezy oczekiwaé dalszych prac dotyczacych samej metody
termodynamicznej. Przedstawiona obszernie w p. 3 metoda mnoZnikéw Lagrange’a jest
oparta na bardzo silnych zatoZeniach. Dotyczy to zaloZenia gladko§ci rozwigzan, prowa-
dzacego do istnienia i jednoznaczno$ci lokalnego rozwigzania problemu Cauchy’ego.

1>
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Takie zalozenie nie moze byé spelnione w wielu sensownych problemach fizycznych, co
stwarza koniecznoéé odpowiedniego ostabienia zatozen w twierdzeniu Liu. Twierdzenie to
wykorzystuje réwniez w sposob istotny regule rézniczkowania funkcji ztozonych, Juz
w przypadku funkcjonalnych zwigzkéw konstytutywnych (np. dla materialéw z pamiecig)
regula ta przestaje by¢ trywialna, a wykorzystywana dotad propozycja B. D. CoLEMANA
[1964] wydaje si¢ zbyt uproszczona, gdyz prowadzi zawsze do istnienia potencjatu dla
naprezen.

Oddzielny problem, sygnalizowany juz w pracy, stanowi opis powierzchni kontaktu,
Zalozenie o idealnosci jest w oczywisty sposob sprzeczne z faktami fizycznymi, zwlaszeza
w takich osrodkach, jak mieszanina, czy nawet jednosktadnikowy model plazmy.

5.2. Termodynamika rozszerzona. W ostatnim. okresie (I-SHig Liu, 1. MULLER [1984))
pojawita si¢ nowa propozycja modelowania termodynamicznego, zmieniajaca w- sposob
zasadniczy podejscie do budowania réwnan pola. Autorzy cytowancj wyzej pracy proponu-
ja wyprowadzanie réwnai pola nie z klasycznego ukladu réwnan bilansu masy, pedu i ener-
gii, a z ukladu réwnan, stanowigcych odpowiednik réwnaf na momenty funkeji rozktadu,
W powyzszej pracy postuluje si¢ ukiad analogiczny do uktadu otrzymanego przez Grada
w teorii 13 momentdw, gdy punktem wyjscia jest rownanie Boltzmanna. Ma on.postaé

oF R _
o oox,
_f)ﬂ_’_éf‘l@_ = (b +i) +2Wy by,
. Ot 0%y,
G-D dF,  OF
3;1 + 3);:%‘"10(1» = Fu(b;,+1p)+4Fu; W,
aFi aF 1. 2
3t” + c’)xlkk ~ Py = 3F;;(by, +5)+2W i Fur,
gdzie .
(5.2) G+ 2Wyoe = — Wi — kk)+2Wl'k(vk_};k)+ Wlk(xk_kk)f*‘i."i’

oraz wprowadzono kartezjanski uktad wspolrzednych do przestrzemi konfiguracyjnej.
Wi, oznacza wspbhrzedne macierz predkosci katowych, F = o jest gestoscia masy, Fy =
= oV — gestoscia pedu, Fi, = oV V,— tiy— strumieniem pedu, Fyj, Fijq— strumieniami
wyzszych rzeddw, P;;, Py oznaczaja cztony Zrédtowe. Nawias przy wskaZnikach oznacza
pelna symetryzacjg, a nawias ostry { -> —czg$¢ bezéladows. Jak widaC pierwsze dwa
réwnania sg identyczne z réwnaniem bilansu masy i bilansu pedu termodynamiki racjo-
nalnej. Zamiast jednak bilansu energii mamy uktad 9 réwnan, w ktérych jedynie niektore
cztony maja klasyczng interpretacje makroskopows. _

Zaletg formalng takiego podejsicia jest sprowadzenie réwnan pola do quasiliniowych
rownan rozniczkowych pierwszego rzedu. Wynika to z mozliwoéci rozszerzenia zbioru
zmiennych polowych, ktéra jest skutkiem dodatkowych réwnan bilansu. W przypadkuy,
rozwazanym przez I-Shih Liv i I, MULLERA zmiennymi tymi sg

(5.3) . F, Fy, Fiy, Fu,

tzn. gestosé masy, gesto$¢ pedu, gesto$é strumienia pedu i gesto$é- strumienia energil.
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Zwigzki konstytuowne sg wtedy funkcjami od tych zmiennych, ale nie od ich pochodnych.
Powoduje to przejscie rownan (5.1) w réwnania pola pierwszego rzedu.

Okazuje sie, ze przeniesienie metody mnoznikow Lagrange’a do tak zbudowanej termo-
dynamiki znakomicie upraszcza procedur¢ i jednoczeénie pozwala efektywuie wykorzystaé
takie ograniczenia, jak zasada obiektywnosci, czy hiperboliczno$é ukladu réwnani pola.

W cytowanej pracy pokazano, ze réwnania (5.1) moga opisaé jedynie procesy w kla-
sycznym gazie idealnym, oraz w zdegerowanych gazach Bose’go i Fermi’ego. Aby uzyskaé
rozszerzony opis termodynamiczny bardziej skomplikowanych ukladéw fizycznych nalezy
wigc zmodyfikowa¢ ukiad réwnan bilansu. Jedna z takich modyfikacji zaproponowat
Z. BANACH W przygotowywanej do druku pracy. Punktem wyjsciy jest w tej pracy uogdlnie-
nie réwnania Boltzmanna podane przez KLiMONTOWICZA [1975].

Ze wzgledu na powiazania z mechanika statystyczng, wprowadzajace istotnie nowe ele-
menty strukturalne do teorii makroskopowej wydaje sie, Ze rozszerzona termodynamika
bedzie stanowi¢ jeden z wiodacych kierunkéw badan termodynamicznych w najblizszych
latach. MoZe ona stanowi pomost, laczacy strukturalne zalety teorii mikroskopowych
z efektywnoscia teorii makroskopowych.

5.3. Problemy niestabilnosci i fenomenologiczne teorie przej$¢ fazowych, Wérdd problemow ter-
modynamicznych o bardziej ograniczonym charakterze wyrdzniajg si¢ ostatnio duzym
zainteresowaniem $rodowiska naukowego zagadnienia niestabilnoéci procesdéw i nieréwnos-
wagowych przejs¢ fazowych. W zwiazku z zastosowaniami w teorii reakcji chemicznej
i'w zagadnieniach biologicznych pewne aspekty niestabilnosci sa badane w ramach termo-
dynamicznych propozycji I. Prigogina (por. P. GLANSDORFF i 1. PRIGOGINE [1971]).
Brak jest jednak systematycznej metody o dostatecznej ogdélnosci, ktéra pozwolitaby w spo-
sob jednolity zdefiniowaé pojecie niestabilnosci procesu termodynamicznego oraz pozwoli-
laby badaé stabilno$é zadanych proceséw. Pewne szanse na taka systematyzacj¢ stwarza
sprowadzenie analizy do traktowania proceséw termodynamicznych jako ewolucji pewnego
uogblnionego ukladu dynamicznego, dla ktérego analiza stabilnosci jest juz dobrze opraco-
wana. W tym celu nalezy jednak rozwiazaé problem geometryzacji przestrzeni stanéw (por.
punkt 2 pracy).

Niektore szczegdlne zagadnienia, a zwlaszcza problem przejs¢ fazowych, mozna row-
niez potraktowac inaczej. Punktem wyjécia jest rozszerzenie zbioru zmiennych konstytu-
tywnych o pewne parametry wewnetrzne (por. np. A. I. MurpocH [1977]). Przedstawimy
ten problem na przykladzie przejécia fazowego austenit martenzyt w tzw. stopach z pa-
migcig ksztaltu (por. M. AcHENBACH, 1. MULLER, K. WiLMAxskl [1981]). Austenit jest
w takim stopie faza o wysokiej symetrii, a dwie blizniacze fazy martenzytowe — fazami
o niskiej symetrii. Jesli przez d oznaczymy miare deformacji pewnego jednorodnego mi-
kroskopowego elementu ciata (zagadnienie jednowymiarowe!) to w danej temperaturze
potencjat éredni takiego elementu ma postaé przedstawiona na rys. 2. Przyjemujmy, Ze
wstanie wyjéciowym ciata prébka byla w stanie austenitycznym 4. Na skutek przylozenia
obcigZenia zewngtrznego elementy ciala beda stopniowo przechodzity z fazy A4 w, powiedz-
my, faze M+, Jesli przez & oznaczymy udzial fazy 4 w catkowitej deformacji, to mamy

(54) dmakro = fdA + (1 - E)dM*"

gdzie d, jest deformacia, jaka mialaby przy danym obcigZeniu prébka austenityczna,
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Rys. "2

dy+ — deformacia, jaka miataby przy tym samym obcigzeniu probka czysto martenzy-
tyczna M™, a d_ .00 jest rzeczywistodcia deformacyjng makroskopowa: Jak widaé, prezento-
wany przyktad przejicia fazowego wymaga rozszerzenia zbioru zmiennych konstytutyw-
nych z, na przyklad (o, ) na (o, 0, &), gdzie ¢ jest naprezeniem w rozwaZzanym problemie
jednowymiarowym. Co wigcej, zamiast jednego zwigzku konstytutywnego dla catkowitej
deformacji musimy zada¢ dwa zwiazki; na przyktad

(5.5) dy=dy0,0,8=1), dy, =dy.(c,0,&=0).

Wreszcie pojawienie si¢ dodatkowego pola wymaga sformutowania dodatkowego
réwnania pola, ktére zwykle przyjmuje si¢ w postaci réwnania ewolucji. W prezentowa-
nym przykiadzie

de B ~Ba
(5.6) > ahe (1—&e KT _fe KT
gdzie
(57) BA :‘= P~ Po— deakm: BM Py deakroa

sg tzw. barierami potencjahu.

Réwnanie (5.6) ma charakter mikroskopowy, wynika bowiem z okreslenia prawdo-
podobiedstwa przejécia z fazy 4 do M* i z fazy M* do 4.

Przeniesienie nowych elementéw, zawartych w powyzszym. przykiadzie do uogélnionej
termodynamiki o$rodkéw ciaglych jest problemem dotad otwartym. Badania w tym kie-
runku sg jednak bardzo intensywne — réwniez w Polsce, zwlaszcza dzieki pracom W, Ko-
SINSKIEGO i P. PErzyNY. Nalezy oczekiwaé, réwniez ze wzgledu na potrzeby inZynierii
materiatowej, Zze rowniez ta dziedzina bedzie szeroko uprawiana w najblizszych latach.
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