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/ 1. Wstep

" Przedmiotem pracy bedzie optymalizacja ksztaltu (szerokosci) belki spoczywajacej
na podiozusprezystym Winklera z uwagi na minimum objgtosci przy ograniczeniu naprezen
normalnych. ' . .
. W tym celu w prostokatnym, kartezjanskim ukladzie wspéirzednych Otx rozwazymy
belk¢ o skoficzonej diugodci, sprezysta, jednorodna, izotropowa o przekroju prostokatnym
“(rys. 1. N
' q(t) ,

Rys. 1

Linia ugiecia belki opisana jest znanym réwnaniem rézniczkowym
(1.1) ‘ (EJx"Y'+kx = q(1),

gdzie E oznacza modul Younga, /— moment bezwladnosci, x(t) — ugigcie belki, g(z) —

obcigzenie, k — wspdiczynnik podatnosci podioza. - T .

+ - Rozwaza¢ bedziemy belkg¢ spoczywajaca na podtozu o stalym wspéiczynniku podatnosci

k, o stalej wysokosci i zmiennej, lecz symetrycznej wzgledem osi belki, szerokosci.
Szerokos$¢ belki mozemy wyrazi¢ w postaci

2E/(t) 12

(2 YO = =g = we™D

gdzie m(t) & EJ@).
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Szukanie minimum objgtosci belki przy takich zalozeniach réwnowazne jest szukaniu
[ .

minimum funkcjonatu ] m(t)dt.

W dalszym ciagu pracy belke bedziemy traktowad jako uklad sterowania, rozwiazujac

nieklasyczny problem wariacyjny na podstawie metody programowania dynamicznego
BELLMANA.

2. Sformulowanie problemu

Rozwazmy belke opisang rownaniem

2.1) Im()x"]" = q—kx. \
Warunek ograniczajacy naprezenie normalne
(2.2) ' lo] < 043

funkcjonat postaci
!
(2.3) Jo = [ (t)ar.
Nalezy wyznaczy¢ taki ksztalt belki, ktdry przy spetnieniu (2.1) i (2.2) realizuje minimum
funkcjonatu J,.
3. Rozwiazanie problemu

Ogramczeme (2.2) zastapimy rownowainym ograniczeniem na druga pochodna ugiecia.
Korzystajqc Ze wzoru

3.1 ' UZ'ILA;[/L:'IE‘_]IX‘I""‘/27—‘—'—“-52 hl
i uwzgledniajac (2.2), otrzymujemy
(3.2 x| < oo,
gdzie o, £ 20 .
Eh /

Oznaczajqé x' & o, ktére traktujemy jako nowe sterowanie [1], mozna sformulowany
problem przedstawié nastepujaco:

(33) [m(t)x"]" = q—kx,
3.4 ‘ x'" =,

(3.5) = {v:|v| < 0o},
(3.6) Teignfm(t)dt.

SRS —
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Roéwnanie (3.4) przedstawiamy w postaci ukiadu réwnan rzgdu pierwszego:
B« X =Xy, X, =7,

. dr
Xy = X,
gdzie x, 1 |

Unmiejscawiajac zagadnienie szukania min [ m(¢)dr w szerszej klasie ze zmienng dolna

ve 0
granica calkowania, mamy
' 1
(3.8) S(x, t) = min J mu)du,
veR H

gdzie X « (xy, x2).
Réwnanie BELLMANA [1] dla wyznaczenia funkcji /' ma postac]
. of [ of . of
3.9 0= 13161!1)1 l:m+7 + o, X, + B v .

Zalezno$¢ w nawiasie kwadratowym od v jest liniowa, czyli minimum tego wyraZenia
bedzie osiagnigte na brzegu £2.
Mamy wigc rownowazng postaé réwnania Bellmana

- of  of . af
(3.10) 0= inf [’"J“WJ’ ax 2t 6x2v]’

a stad otrzymujemy sterowanie optymalne

- of
(3.11) V= —0p Sgn_@TZ’

ktére mozna zapisa¢ w réwnowaznej postaci
(3.12) [x”| = op.

Rozwigzaniem optymalnym postawionego zadania jest wiec belka réwnomiernej
wytrzymalos$ci, ) '

JakoSciowy charakter sterowania zostal znaleziony stosunkowo prosto, jednak w dal-

szym ciagu nalezy poszukaé WKW na to, aby belka byla réwnomiernej wytrzymato§ci
i podaé jej konstrukcje.

\

4. Belki o réwnomiernej wytrzymaloSci na podloiu sprezystym

4.1, Przypadek krzywizny stalego znaku. RozwaZmy poczqtkowb najprostszy przypadek,
czynigc zastrzezenie

(4.1 x>0 dla 1e{0,D.

Warunek okre§lajacy ksztalt belki ma postaé: ¢ = gy, ktéry zgodnie z (3.1) mozna
zapisaé .
Ex"h _

@2 -

gg.

5 Mechanika teoretyczna 3/77 |
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Réwnanie linii uglqma belki po wykorzystaniu wzoru na moment bezwladnoéci przyjmuje
posta¢ \ .

hT[ Ex"h b(t)] .

lub
h? ! '
< [oab ()] = q—kx

po wykorzystaniu zwiazku (4.2).
Mamy stad

4.3) b(r) = —-6-~<q ).

Do wyznaczenia poszukiwanego ksztaltu belki mamy wiec uklad dwdch réwnan (4.2)
(4.3). Sg to réwnania rézniczkowe rz¢du drugiego, naleZy wiec dolaczy¢ do nich po dwa
warunki poczatkowe lub brzegowe ze wzgledu na x(¢) i b(¢). ‘

Cl(t):Clo

Rys. 2

Jako przyklad rozwazmy belk¢ utwierdzong na jednym i swobodna na drugim koncu,
obcigzona w sposdb staly ¢(f) = g, = const,
Rozwiazanie réwnania (4.2) ma postaé

x = El —t? +C1t+C2,
a po uwzglednieniu warunkéw poczatkowach x(0) = x'(0) = 0 otrzymujemy

_ o
4.4 = £2,
(4.4) * Eh

Po wstawieniu zwiézku (4.4) do (4.3) otrzymujemy réwnanie

. ’ . 1 — 6 [ kad 2 ’
“9 ') = o\t )
"ktdrego rozwiazanie ma postaé
. ' 3
(4.6) b@):-h? 12 t* 4 Gy 1 4G,

* Warunki poczqtkowe dla b(¢) otrzymujemy uwzgl@dnlajqc, Ze moment i sita poprzeczna
powinny by¢ réwne zeru dla ¢ = J. Mamy wiec:
EJx"|,.1 = 0=b() =0,
(EJx"))jz1 = 0= b'(]) = 0.
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Uwzgledniajac te warunki mamy poszukiwany ksztalt belki

330 . k. 1(2k12 6q0)t+ 12(340 3k12)_

“ho, | 2ER Yo 2\ o,  2Eh

Eh (e

@7 b=
Do wyniku (4.7) mozemy dojéé réwniez inng metoda. Z zalozenia x” = o,, otrzymu-

. . . k 2
jemy reakcje podioza rowna% oot?. Oznaczmy

k
(4.8) q(t) = (]0——2—0’012.

Moment od obcigzenia g(t) liczony z prawej strony przekroju ma posta¢

1
(4.9) M) = —f(qo—é aouz) (u—1)du.

Po wykonaniu catkowania otrzymujemy

(-1 koo (1* PPt t*
4.10 M) = —q,- 2
( ) (t) do 2 + 2 2 3 + 12
Powyzszy wynik otrzymali$my przy zalozeniu x* > 0, czyli M(¢) jest ujemne dla ¢ € 0, /).
Poszukiwany ksztalt belki otrzymamy, wykorzystujac wzor - N
‘ 6

4:11 = 73— -
(1) b0 = g M)
Poniewaz |M ()] = —M (1), otrzymujemy ostatecznie wzor o

3qo k I {2kI>  6g, ) 12 (3(]0 31c125,)
4.12 1) = 12— T el i
@12 b0 2ER L T ( Eh o ) T 2Eh

identyczny ze wzorem (4 7) otrzymanym w poprzednie_] metodzie.

Otrzymali§my optymalny ksztalt belki przy uczymonym a prlorz zalozemu x>0
~dlate(0,D.

Wyprowadzimy obecnie warunek konieczny i wystarczajqcy na to, aby x” > 0 dla

te(0, .
Twierdzenie (4.1) -
ZalozZenie: x>0 dla te(,I.
‘ | ko
Teza: qo_TUOI =0
Dowdd: X'>0=>x"=0,=>x = rq2012:>kx= —Zc—aotz.

k
Oznaczmy q(t) qo—T(rot2
l . .
Poniewaz q(t) jest funkcja malejaca, musi przyjmowaé warto$ci dodatnie dla t € {0, ),
gdyz w przeciwnym przypadku nie byloby spelnione zalozenie x” > 0. Zauwazmy, Ze

5*
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warto§é réwna zeru moze przyjmowac ¢(t) jedynie dla ¢t = /i ze prawdziwa jest naste-
pujaca implikacja:

Go— I—;—Gotz 20 dla te0,>= q(,-—%aol2 >0, cbdo.

Twierdzenie (4.2)

Zatozenie: qo—,—kzaaol2 = 0.
Teza: ' x>0 dla 1re0,l).
Dowdd: '
k 2 daf k 2
* qO—TO‘()I 20:> q(t) = qo——z—(fot >0 dla tG(O,I).

Moment obliczony od obciazenia g(f) przyjmuje warto$ci ujemne, czyli x* przyjmuje
wartos$ci dodatnie, cbdo.

OtrzymaliSmy wigc warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby x”’ bylo dodatnie
w postaci nieréwnosci

@.13) qo—ziaolz > 0.

. Wzér (4.12) przedstawia wigc optyfnalny ksztalt belki przy zatoZeniu, ze parametry:
. .. . k s

qo> k, 0o 1 I spelniaja relacje: qo-—‘z—qol2 > 0. Zauwazmy, ze jeZeli we wzorze (4.12)

przejdziemy w granicy z kK do zera otrzymamy znane rozwiazanie Galileusza:

_ 340 ., 64q0l 3%,
(4.14) . b(t) - hza‘d ) 1120'd hzgd ’

4.2. Przypadek zmiany znaku krzywimy. Rozwazaé teraz bedziemy przypadek z jedno-
krotna zmiana krzywizny parabol w przedziale (0, /); zakladamy wigc, Ze:

g, dla 0<t<a,
(4.15) x' =

—0, dla a <1<,

gdzie a, jest nieznanym punktem lezacym wewnatrz przedziatu (0, /).
Na podstawie zalozenia (4.15) mamy

xl(t) =%0‘0t2 dla 0< t<a1,

a po uwzglednieniu warunkéw zszycia:

xy(ay) = x3(ay), | x;(al) = x5(ay).

Otrzymujemy

1
x,(1) = —5 0o t?+200a,t—0ga? dla a, <t<l.
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Przyjmujac

L da 0<r<a,
(4.16) 4(t) =

qo—k(—%t +20()alt—ooal) dla a, <1<,
sprowadzamy zagadnienie do belki statycznie wyznaczalnej. Moment od obciazenia g(f)

dla @, < t < ] ma postaé
I

M) = — f [z]o—-k(—%uz+2¢roa1 u—ooaf)](u—t)du.

H
Po wykonaniu calkowania otrzymujemy

12 t? k A | R o4
= 2 — e —— —— e —_—— ———
@17 M@ = (qo+kooal)(tl 5T )+ 5 60( 712 12)+

3 2 3
+2k0’001 (—13—'—'1714'—!6—) .

Podobnie w przedziale 0 < ¢ < a, mamy

(a,—1)? 4 koo(a‘} al t“)
0

@.18) M@ = —

2 2 Va3t

> a% k I " at
+(qo+k0'001)(011—‘ Tl)+760(—3—01—7_'T;—)+

R 3 12 3 3
; +2kooal(—l——’ ax+—aé—) .

30 2

Warto$¢ momentu w punkcie ¢ = a, wynosi ‘

2 2 3 4 4
(4.19) M(a,) = (qo+kooaf)(al I—I——EL) +£00(1—01 —Ii—a—l) +

2 2 2 3 4 12
3 2 a
| +2kooal( 3 "3 1+Tl)
Na podstawie zwigzku EJx"' = —M i zalozenia, Ze w punkcie @, nast¢puje skok x"

oraz faktu, ze moment od obciazenia ciaglego jest funkcja ciagla, wnioskujemy, ze M(a,) =
= 0. .

Warunek M(a,) = 0 pozwala wyznaczyé nieznang warto$¢ odcietej punktu, w ktérym
nastepuje zmiana krzywizny. Po przeksztalceniach wyrazenia (4.19) i przyréwnaniu do
zera otrzymujemy réwnanie stopnia czwartego

24 12q, 3612 24q,1 129512 3
420)  at—221ad ( L L P of Lap (__0 3 =o.
(420)  ai——laiH g+ )“‘ ( Skae +41) kg T3 70

Rozwiazanie tego réwnania ze wzgledu na a, pozwoli wyznaczy¢ optymalny ksztalt belki

po wykorzystaniu zwigzku b(2) =h—26od—' |M(2)].
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Pierwiastki réwnania stopnia czwartego okreslaja znane wzory, jednak w naszym
przypadku istotne jest znalezienie WKW na to, aby réwnanie (4.20) posiadato dokladnie
jeden pierwiastek rzeczywisty w przedziale (0, /). W tym celu oprzemy si¢ na nastepujacej
definicji i twierdzeniu [2]:

Definicja: Jezeli w ciagu skonczonym liczb rzeczywistych C,, C,, ..., C, zachodzi
dlal < k<n-1 nierc’)wnoéé Cyx Cyyy <0, to méwimy, Ze para liczb Ck, Cy+y stanowi
odmiane.

Rowmez w przypadku gdy jest Cu x Cyypyy < 0, przy czym Cirs =0 dlas = 1,2,

p (I <k 1< p, k+p < n), to méwimy, ze para liczb stanowi odmiane.

W ciagu 2, 3, -5 -1,0,-2,7,0,0, =9, —5 odmiang tworza pary: 3, —5; —2, 7;
7, —9. Mamy wiec trzy odmiany w tym ciagu. '

Regula Fouriera. Tworzymy dla danego wielomianu f(x) stopnia n ciag jego pochod-
nych: f(x), f'(x), f"(x), ..., f™(x). Pochodna f™(x) jest stala. Oznaczmy przez N(x,)
ilo§¢ odmian w ciagu liczb- f(x,), f'(xo), ---, f P(xo)-

- Twierdzenie Budana-Fouriera. Niech f(x) bedzie wielomianem rzeczywistym i niech
a < B, fw) #0, f(B) # 0. Wtedy iloé¢ zer wielomianu f(x) w przedziale (a, f) wynosi
N(oc) —N(B), lub jest od tej liczby mniejsza o liczbe parzysta.

Rozwazajac M(a,) zauwazamy, ze [ jest dwukrotnym pierwiastkiem tego wielomianu
(gdyz M) = 01 M’'(l) = 0). Wielomian M(a,) mozna wigc roziozyé na czynniki:

~

12 3
M(a,) = (a,—1)? (al———l +§"% + ).
Wystarczy teraz zbadaé zera drugiego czynnika w przedziale (0, 1) opierajac si¢ na
twierdzeniu Budana-Fouriera mamy:

daf . Z_E 12go i 2 :
h(”‘?— s /ot st
h(a) = 2a1—1—4/,
5
h'(a) =2,
) h(0) = 12"° +7,2 >0,
14
W)= ——+1<0,
5
1'0) = 2 > 0.
Mamy wiec N(0) = 2.
6, 12qy ¢ .
) = = 5P g5
(D) = —%1 <0,

B'() =2 > 0.
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Jezeli h(l) bedzie ujemne, wtedy N(/) = 1 i zgodnie z twierdzeniem Budana-Fouriera
ilos¢ zer h(a,) w przedziale (0, /) wynosi¢ bedzie N(0) — N({) = 1.

Otrzymali$my wigc WKW na to, aby réwnanie (4.20) mialo dok{admejeden plerWlastek
lezacy w przedziale (0, /) w postaci

6, 12q,
~—1 +§k—_ <0
lub po przeksztalceniu
' k
(421) qO_TGOIZ < O
Rozwiazujac réwnanie kwadratowe ! o
, 14 12qy 3,
a‘——?/a +§k o~+—l = 0,
_otrzymujemy dokladnie jeden pierwiastek lezacy w przedziale (0, /)
' . . 7, 1 /136, 484,
(4'22) al - 5 1 2 71 - Ska(‘)_.

JeZeli rozwazymy brzypadek ogoélny, Bdy obciazenie jest dowolna funkcja ¢(¢) i zato-
zymy, Ze x’' zmienia znak w przedziale (0, /) n razy w punktach a,, a,, ..., a,, to dochodzi-
my do nast¢pujacego ukitadu réwnan:

l , . ,
. ] ) 2 2
- ffI(u) (u—ay)du—koa, é (—1)ka? (a,.l— 12 _ 02 )+
an ' k=1 o

’ 3 14 4
I

3 4 12

|

' 3 ]2 a .
+2k60 > (_I)k+l (_‘—70,,4'7) =O,

n—1

— f q(u)(u—a,, ) du— kaoz (=D ak(a,, (a4, — an _ an-; )+

- 3 4
e R ),

n—1 '
“ \ 3 2 3
+2k o, S (=g, (—‘;" ——‘;" ay_,+ Pa1 ) =0,
k=1

................................................................

— fq(u) (u—a)du—koo(—ai+ad) ((a2 as_a_g_a_%) +

az

Koo~ B B @ _a, , a)_
+70’0( 3 02+T+ ]2)+2k00(a‘—a2)(—3——7a2+— —-O,
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ae a% ’af -
~ [ 4 u-a)du—koo(~ad | @ a5~ L) +
k a3 at ai a a3 a; | _
+'z‘°°(“‘*3‘”l+7+1'zf F2kooay | Frm et ) = 0.

JeZeli istnieje rozwiazanie tego ukladu réwnan spelniajace warunek 0 < a; < a, <
. < ... < a, <1, to daje ono poszukiwane punkty zmian krzywizny parabol.

5. Zakonczenie

W pracy wykazano, ze optymalne ksztaltowanie belek na podiozu sprezystym, z uwagi
na minimum objgtosci przy ograniczeniu naprezen normalnych, prowadzi do belek réwno-
miernej wytrzymalosci. W odrdznieniu od znanych rozwigzan ukiadéw statycznie wyzna-
czalnych — wyznaczenie ksztaltu belki na podlozu winklerowskim nastrgcza powazne
trudnoéci. W pracy ograniczono si¢ jedynie do przypadku belki jednoprzgstowej, otrzy-
mujgc Scisle analityczne rozwigzanie. Poszukiwanie optymalnego rozwiazania dla belki
ciaglej pa podlozu Winklera wymagatoby juz odpowiedniej procedury numeryczne;j.
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Pesome

OIITUMAJILHOE NMPOEKTHPOBAHMUE BFAJIKH HA YIIPYTOM OCHOBAHHNHU
P OTPAHUYEHUU BEJIMYHHBI HOPMAJIbHEIX HANPSDKEHMH

B paGote paccmorpena samaua 06 ONITHMaNBHOI dopme Ganxu, Nexauieit Ha ynpyroM OCHOBaHWH
Bunknepa. MckoMbin ABNsieTcs MUHBMYM o0beMa DPH OrPaHHUYECHHH BEJIMUYHMHBI HOPMAaJBHBIX Hanps-
»eHuit. Ilpn momomy RWHAMHUECKOrO NPOrpaMMHPOBAHMA NONYUYEHO PEIIEeHNe B BHUJE PaBHONPOYHON
Ganku. JJaH METOA NOCTPOEHNA TaKoil Ganku, Jie)Kalleil Ha yIpyroM OCHOBAHHMH.

Summary

OPTIMUM SHAPE DESIGN OF A BEAM RESTING ON ELASTIC
FOUNDATION WITH NORMAL STRESS RESTRICTIONS

In the paper the problem of shape optimization of a beam resting on elastic foundation is formulated.
The problem of minimum weight is considered, under the condition of limited normal stresses. The solution
is obtained by means of dynamic programming. The problem of a beam resting on a Winkler-typeé elastic
foundation of uniform strength is considered in detail.
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