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PEWNE UOGOLNIENIE PROBLEMU BRACHISTOCHRONY

ZBIGNIEW MAZURKIEWICZ (WARSZAWA)

Problem brachistochrony byl pierwszym zagadnieniem rachunku wariacyjnego posta-
wionym w czerwcu 1696 r. przez Jana BERNOULIEGO.

Jak wiadomo, problem ten polegal na wyznaczeniu w plaszczyznie pionowej takiej
r zywej taczacej dwa punkty O, 4 (rys. 1), po ktorej punkt materialny slizgajacy si¢ bez
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Rys. 1

tarcia pod wplywem sily cigzkosci (majacy w punkcie O predko$é poczatkowa réwna
zeru) osiggnie w najkrétszym czasie punkt A.

W pracy tej uwzgledniono tarcie §lizgowe. Oczywiscie w takim przypadku rozwigzanie
bardzo si¢ komplikuje. Rozwigzanie problemu doprowadzono do ukladu trzech nieli-
niowych zwyczajnych réwnan rézniczkowych. W toku rozwiagzania otrzymano wzor
umozliwiajacy wyznaczenie czasu spadania punktu materialnego po dowolnej krzywej
w plaszczyZnie pionowej z uwzglednieniem tarcia §lizgowego. Poza tym otrzymano réw-
nanie krzywej, po ktérej punkt materialny przesuwa sie ze stala predkoécia.

Wprowadzono nastgpujace oznaczenia: y = p(x) — réwnanie poszukiwanego toru,
g — przyspieszenie ziemskie, ¢ — promied krzywizny toru, v — predko§¢ punktu ma-
terialnego, m — masa punktu materialnego, u — wspélczynnik tarcia lizgowego, o —
kat nachylenia stycznej do krzywej w doWolnym punkcie.
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Rézniczke przyrostu energii kinetycznej wyrazamy nastgpujaco:

2
) d(anv) = mgsinads—umgcosads—u "o s,
Wykonujac réZzniczkowanie oraz uwzglgdniajac znane zwiazki
. dy dx
2 =7 _
V)] sine =—;-,  cosa =,
©) ds = (14D e, Loy (1492,
o
doprowadzamy réwnanie (1) do postaci
@ vdv = gdy—ugdx—uv*y..(1+y2-%dx.
Na podstawie (3), znajdujemy
5) v =i =x(1+y)'2,
czyli
. dv 12
(6) dv = —-dt = [yoyax*+(1+y2) X1 (A +y2)7 e,

a wiec z (5) i (6) jest
™ V0 = [V X+ (14H32) X] xd1

Z przyréwnania prawych stron wzorow (4) i (7) otrzymujemy

®) YuYu X2+ (1 +Y2) X% =gy — pugx—pye X,
Iub .
) YaxVu X2+ (1+Y2) X = gya— pug— iyxxx*.
Nastegpnie przyjmujemy podstawienie
(10) B(x) = x2.
Po zrézniczkowaniu znajdujemy
dB(x) ... dB(x) .
(11) o =%, oo =%
Uwzgledniajac wzory (10), (11) doprowadzamy réwnanie (9) do postaci
dB
(12) KO) G +LO)BG) = MO),
gdzie
1
(13) K0) =5 (14r0),  LO) =yuOxtn), M) =gh—p).

Rozwigzanie rownania (12) jest nastepujace:
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Nastepnie wykonujemy calkowanie

L(y) . f_yxxyx dx-+2 _Vxx . 2
15 X0) dx =2 11,7 [u-{l—l-yﬁ dx = In(l+y5)+2uarctgy,+C,.

Uwzgledniajac wyrazenia (13), (15) doprowadzamy wzér (14) do nastgpujacej postaci:
(16) 32 = (L p2yte2narewn [C42g [ (py—p)etiarctsrsdx]

Z warunku v(0) =0 znajdujemy C' =0 oraz po wykonaniu prostego przeksztalcenia
otrzymujemy wzor na czas T zeliznigcia si¢ punktu materialnego po torze plaskim y = y(x)
z uwzglednieniem tarcia $lizgowego

XA
an T :f (1+y2)/2z=112gurrcteys gl
0
gdzie
(1 8) Z, = 28(}",\—/,&) gparctgy,
Eatwo zauwazyé, Ze przy 4 = 0 wzdr (17) upraszeza si¢ do znanej postaci
XA
2 \ 172
(19) T:f ( 1+ ) .
g 28y

Rozwigzanie problemu doprowadzono do zadania rachunku wariacyjuego na ekstre-
mum warunkowe dla funkcjonatu

x4
(20) J=[ H(y,z, z)dx,
0
gdzie
(21) H = (1 _1_y§)1/2z_1/26,4arc !ny_l_}.(x)[zx__Zg(yx_M)eZynrcg! .v,,]_

Jak wiadomo, musza by¢é w tym przypadku spelnione nastgpujace réwnania Eulera:

oH _c
0yx
(22)
0H d | oH —0
0z dx\0z;)

Po wykonaniu rézniczkowania otrzymujemy nastgpujacy uklad trzech sprzeZzonych
nieliniowych réwnai rézniczkowych zwyczajnych:

C = (yx—!-,u)[z(l +y3)]—1/2 eraretys Do) (x) euarctays] _|_2[u(yx_[u)(1 _|_y§)—1],
(23)  A(x) = —errewre(1+y2)/2(423)-1/2,
70 = 25 (e p) S,

Sciste rozwigzanie ukladu réwnar (23) jest niemozliwe, Rozwiazanie tego ukladu mozna
otrzymaé w sposéb przyblizony, np. za pomoca metody iteracji. Uklad (23) mozna przed-
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stawi¢ w postaci jednego réwnania rézniczkowo - catkowego. Natomiast sprowadzenie
go do jednego réwnania rézniczkowego powoduje duze trudnoSci.
Latwo zauwazyé, ze przy u =0 jest

(24) z =2gy.
Wtedy na podstawie (23); 1 (23), znajdujemy réwnanie rézniczkowe
(25) 29Yextyetl =0,

ktérego rozwiazanie umozliwia otrzymanie znanych parametrycznych réwnan cykloidy.,
Na podstawie wzoru (16) mozna latwo otrzymaé réwnanie krzywej, po ktdrej punkt
materialny przesuwa sig ze stala predkoscia o,.
Wykorzystujac przeksztalcenie

dx ds\®
22 S ) 1 p2)-1g2
(26) X —( dS (ll) (1 }_yt) vc
doprowadzamy wzér (16) do postaci
(27) ,cheZynrctgy_\. — 2gf (}’x—,u) g2uarctgy. dy |
0
Po wykonaniu rézniczkowania wzgledem zmiennej x otrzymujemy
(28) 7’3#)’“ = g(.Vx‘:u)(l +J’3) .
Podstawiajac y, = p, ¥xx = Dx, znajdujemy
Hop dp
29 f dx = f .
@) g (I+p*p—w)
Zatem
dp ptp )
30 X C = A —_— d ,
0 i ( p—p 14p?
gdzie
02w
31 A==
GD g 1+p?
Po wykonaniu catkowania otrzymujemy
(32) x+C = Alln(y,— w1 +y2)~Y?—uarctgy,].
Pesome

HEKOTOPOE OBOBUIEHHME 3AJAYN O BPAXMCTOXPOHE

B pabote maxo HexoTopoe 0GOGLUEHME 331auM 0 GPAXMCTOXPOHE, COCTOALIEE B YUYETE TPCHMSA CKOIMh-
IKEHUST,

Pewrenve 3aqayn NPHBENEHO K DEIIEHHMIO CHCTEMbI TPEX HEJMHEHHBIX 0OBIKHOBEHHBIX AuddepeH-
LMAILHBIX YPaBHEHHMIE (23), TOUHOE HaXOMIEHWEe KOTOPOro He BO3MOXHO. OCYLIECTBHMO, OJHAKO, MO-

CTPOEHMHE HPHGTHAKEHHOrO PenleHysI, HAUPUMED [0 METOMY WTepalvii,
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B xope pewenus noayuena Gopmyna (17), mo 1oTopoii pacCUMTLIBAETCS BPEMs MAACHHS MATEPHANE-
HOIt TOUKH BJOJIb IIPOM3BOJIBHON KPHUBOH, PACHOJIOMKEHHOH B BEPTUKANLHOM TITOCKOCTH ; I 3TOM YUH-
THIBAETCH JIMHMS CKOJIBKEHHA.

BoreegeHo Taroxe muddepeHuuansyoe ypaprenne (32) KpHBOH, MO KOTOPOiH MarepanbHas TOUKA
TEPEMELIAETCA ¢ TIOCTOAHHOMH CKOPOCTBIO.

Summary

A CERTAIN GENERALIZATION OF THE BRACHISTOCHRONE PROBLEM

In this paper a certain generalization is given of the brachistochrone problem by introducing the slide
friction.

The problem is reduced to the system (23) of three non-linear, ordinary differential equations. The
exact solution of these equations is not possible but an approximate solution may be obtained, for example
by means of the iteration method.

In the paper also the formula (17) is given for the determination of the time of fall of the material point
along an arbitrary curve lying in the vertical plane, the slide friction being taken into account.

The differential equation (32) describing the curve on which the velocity of the material point is constan
has been additionally obtained.
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