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ZASTOSOWANIE WIELOMIANOW HERMITE'’A DO WYZNACZANIA MACIERZY SZTYW-
NOSCI ELEMENTU TARCZY W METODZIE ELEMENTOW SKONCZONYCH

KRrRzYSzZTOF DEMS (LODZ)

1. Wstep

Metoda elementéw skoficzonych jest jedna z nowszych metod przyblizonych stoso-
wanych przy rozwiazywaniu zagadnief teoril sprgzystosci. Metoda ta pozwala przedsta-
wié stan naprezen i odksztalce w dowolnym punkcie oérodka ciaglego w zaleznosci od
przemieszczeh pewnych punktéw ciata, przyjetych za wezlowe. Istotna cecha metody
jest wyznaczenie tzw. macierzy sztywno$ci, za pomoca ktorej wyrazi¢ mozna wewnetrzne
sity wogdinione w weztach w funkceji przemieszczen wezlowych, zgodnie ze wzorem

a.1) Pl =D Ch,
k

gdzie

C¥* — wsp6lczynnik macierzy sztywnoéci,

. P' —sifa uogdlniona w wezle,

u, — uogdlnione przemieszczenie weztowe.

Praca niniejsza stanowi prébg wykorzystania wielomianéw Hermite’a do wyznaczania
macierzy sztywnoéci tarczy poddanej ptaskiemu stanowi naprezenia.

2. Postaé i wlasnosci wielomianéw Hermite’a

Wielomiany Hermite’a sa to algebraiczne wielomiany jednej zmiennej o nastepujacej
wlasnosci '

J prpi
2.1) d—%z—j(z—k) = 0u0jp,
gdzie
j — rzad pochodnej wzgledem zmiennej z,
p — rzad wielomianu Hermitc’a,
i —indeks wezla, dla ktérego napisany jest wielomian,
k —indeks wegzla, dla ktdérego obliczana jest warto§¢ wielomianu,

dix — delta Kroneckera.
Jezeli ograniczymy si¢ do wielomiandw rzedu zerowego i pisrwszego, to postaé ich bedzie
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nastepujaca [2]:

Hol = Li(z) 2 {1—2(2-—2'.') [Li(zl)],} ’
2.2) H' = [L(@)) (z—z),

m

gdzie L(z) = | I ——' — wielomian Lagrange’a, posiadajacy wlasnoéé Li(z,) = 8y (m-+
z
J#r

+1 —liczba wezléw). Przykiadowy przebieg zmienno$ci wielomianéw Hermite’a dla
dwdch 1 trzech weziéw przedstawiony jest na rysunkach a i 1b.

Rys. 1
3. Transformacja ukladu wspéirzednych dla elementéw tarczy o nieregularnych ksztaltach

Wyobrazmy sobie tarcze dowolnego ksztaltu, ktéra podzielono na krzywoliniowe
czworokatne elementy dowolnych rozmiardw, zawierajace wgzly na brzegu i wewnatrz
swego obszaru (rys. 2). Zastosujmy przeksztalcenie, ktére dowolnemu punktowi P(x!, x?)

xT &'
Rys. 2 Rys. 3

na plaszczyznie Ox'x? przyporzadkowuje punkt P, plaszczyzny O&'£? w ten sposéb,
aby obrazem przeksztalconego elementu z rys. 2 stal si¢ regularny kwadrat o boku 2% 2,
w ktérym wezly rozmieszczone sa réwnomiernie (rys. 3).
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Rozpatrzymy jeden z elementéw z rys. 2. Na rys. 41 5 element ten jest przedstawiony
na plaszezyznie Oxx? oraz O&'&2%. Liczbg wezléw dla elementu przyjmiemy jako réwna
(m-+1)(n+1), gdzie m--1 oraz n+1 sa liczbami weztéw na liniach réwnoleglych do bo-
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Rys. 4 Rys. 5

kéw elementu. Funkcje transformujace zapisa¢ mozna symbolicznie wzorem
3.D xt=x"(£, 8%, i=1,2.

Zazadajmy, aby funkcje opisane wzorem (3.1) spelnialy we wszystkich wezlach tarczy
warunki:

xl(f}’ l%) = x,iikl
(3.2) [XI(E} EDL ¢ = X el
[X'(§], ED,erer = X e
Symbol po przecinku oznacza tu rézniczkowanie wzgledem odpowiedniej zmiennej.
Aby spelni¢ powyzsze warunki, funkcje transformujace przyjaé nalezy w postaci
. \ 7 .
(3.3) W(E, £ = D) O HI(EYHH () xlopy,
i,p k.gq ’
i=0,1,....m, k=0,1,....,n, p,g=0,1,
gdzie
x{k,,q — uvogodlnione wspodirzedne wezlowe, czyli wartoéci wspdirzgdnych
oraz odpowiednich pochodnych wzgledem £ i £ w danym wezle
tarczy,
HP(EY) oraz H¥(£%) — wielomiany Hermite’a.
Wystepujace we wzorze (3.3) uogdlnione wspolrzedne weztowe wyznacza sie wedlug
schematu opisanego ponizej.

1. Dzielac tarcze na elementy wyznacza sie wspdirzedne weztdw, lezacych na bokach
1 wewnatrz obszaru elementdw.
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2. Dla kazdego elementu wprowadza sie funkcje transformujgce w postaci

(3.4.1) WE, ) = D) LE) LHE) b
ik

gdzie
L — wielomiany Lagrange’a,
xi, — wspoirzedne wezldw.
Poprzez funkcje (3.4.1) kazdy element oryginalny tarczy przeksztalca si¢ réwniez na
regularny kwadrat o boku 2x 2 w ukladzie O&'&2,
3. Dla wszystkich weziéw kazdego elementu oblicza sig pochodne funkcji transformu-
jacych (3.4.1) wzgledem &' oraz £2, zgodnie ze wzorem

o 3 LD SLED
N TN T

ik

m, k1=01,..,n j=1,2.

(3.4.2)

r,g =01, is=01,..

3

xg b

Xz

a
X1
Xp
0 x3 x Xg X

Rys. 6

4. Dla weztéw lezacych na bokach elementdw, jako nalezacych réwnoczesnie do kilku
elementow, wartosci odpowiednich pochodnych usrednia sie.
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Dzigki takiemu postgpowaniu w weztach tarczy znane sa wspdlrzedne weztowe oraz
ich pochodne wzglgdem &' oraz £%. Tak wigc okreslone sa w zupelnosci funkcje transfor-
mujace (3.3).

Zaproponowany powyzej sposob wyznaczania pochodnych podyktowany jest dazeniem
do uzyskania jak najmniejszej deformacji siatki narzuconej na tarcze przy transformacji
ukfadu wspoirzgdnych.

Zatézmy, dla uproszezenia, Zze funkcje transformujace sa funkcjami jednej zmiennej
[postacix = x(£)]irozpatrzmy dwa liniowe elementy potozone wzdtuz osi x, ktére okreslo-
ne sa poprzez wspolrzedne swoich koncédw (rys. 6a). Elementy te chcemy przeksztalcié
na elementy jednakowej dtugodci, polozone wzdtuz osi & Ustalajgc poczatkowo liniowa
zaleznoéé miedzy x a &, przedstawiona na rys. 6b, widzimy, Ze w punkcie wspélnym dwéch
sgsiednich elementéw rézne sg pochodne x wzgledem &. Tak wigce, dla sgsiednich elementow
przeksztalcenie takie nie zapewnia ciaglosci pochodnej x .. Dazac do zapewnienia tej
ciaglosci zatozymy w punkcie wspdlnym elementéw warto$é tej pochodnej, na przykiad
zero. Funkcja transformujaca musi mie¢ wtedy przebieg pokazany na rys. 6¢c. Przeksztal-
cenie takie znacznie rézni sie od poprzedniego przeksztalcenia liniowego. Mozna rowniez
zalozy¢ przeksztalcenie, w ktorym we wszystkich wezlach wspdlnych pochodne x ; réwne
beda $rednim arytmetycznym pochodnych wynikajacych z liniowego przeksztaicenia kazde-

Rys. 7

go elementu. Przebieg funkcji transformujacej w tym przypadku pokazany jest na rys. 6d.
Jak wida¢, to ostatnie przeksztalcenie zapewnia dla sasiednich elementéw ciagto$§é wspot-
rzednej x oraz jej pochodnej x » przy stosunkowo malej deformacji w stosunku do prze-
ksztafcenia z rys. 6b, Deformacja ta moZe mie¢ znaczenie w przypadku numerycznego
catkowania funkcji f(x) metoda Gaussa. Gdy charakter przebiegu x w funkcji & rézni sig
znacznie od przebiegu liniowego, warto$é catki liczona metoda Gaussa (przy zamianie
zmiennej x na £ w wyrazeniu podcatkowym) moze odbiegaé od wartosci dokladnej. Im
bardziej funkcja transformujaca zblizona jest do funkcji liniowej, tym warto$¢ catki jest
dokladniejsza. )

Rozpatrzmy teraz ciagto$é funkeji transformujacych (3.3) oraz ich pochodnych wzgle-
dem £'i £* dla dwéch sasiednich elementéw tarczy z rys. 3 wzdtuz ich wspdlnego boku.

Dla elementéw przedstawionych na rys. 7, dla ktérych na boku wspdlnym zmienia sig
edynie £2, mamy
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= ' 3] HPEY H*(E)

Lp kaq

3 QHPI(E
Xl = Z ags )qu(gz)xlm,

ip
DH (&2
xjez = 2 Z HP‘(E ) 662(5 ) xkpq,
ip

3 aHpi(El) quk(§2) X
x.jflel =Z 2 DET 0E2 Xikpa-
ip kg

Dla elementu lewego na boku wspdlnym wspétrzedna &' = 1. Tak wiec dla tego boku
wzory (3.5.1) przyjma postaé

(3.5.1)

xj ~2qu(£2) xkaq,

Mo = D) H*(E) xy,,

k.q
(3.5.2) Y OH* &2
X{_fz == 655__) x;,nkOq >
k.q
1 GH*(£2)
x‘_lelez = -——85—2— X‘,’nqu.
k.q
Dla elementu prawego na boku wspélnym jest &' = —1 i wzory (3.5.1) przyjmuja
postad

xj :Zqu(fz)x{;’(Oq,

J-ZHWm%m,

(3.5.3) S H* (g2
Xlgz = %%ww
k.q
W quk 52
x;,yez ='2/ —i—afg )x{)qu.

k,q

Wzdtuz wspdlnego boku zachodza oczywiste zwiazki

[xlj;akpq]lcwe == [x-(’;kpq]prawe)

[wﬂﬂxﬂ] __[wﬂweﬂ] s =0,1
3523 lewe— 6525 pra'wc. P

Uwzgledniajac powyzsze widzimy, ze wzory (3.5.2) i (3.5.3) maja identyczna postal,
Tak wigc przeksztalcenie okreSlone wzorem (3.3) dla sasiednich elementéw zachowuje
ciaglo$¢ wspétrzednych oraz ich pierwszych pochodnych i pochodnej mieszanej wzglgdem
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£ 1 2. Analogicznie mozna wykazac, Ze pozostale pochodne rzedu drugiego zachowuja
ciaglos¢ jedynie w kierunku wspdlnego boku. Brak jest natomiast cigglosei tych pochod-
nych w kierunku prostopadtym do wspdlnego boku dwdch elementdw.

4. Funkeje jednostkowe przemieszczent elementu tarczy
Rozpatrzmy kwadratowy element tarczy w ukladzie &', &2 (rys. 5). Wprowadzmy jako
uogdlnione przemieszczenia w wezle tarczy wielkosci:

whoo = w(&}, £F) — przemieszczenie wezta w kierunku osi x/,

— auj(gil’ gkz)

U0 = T’
(4.1) L G
Uiko1 = ——E)Ez s
GRS

u,jku = TR0
Przemieszczenie w dowolnym punkcie elementu tarczy wyrazimy w postaci
“2) W(E, &) = ) D 0F(E, £y,

dmd  diend
Lk paq

gdzie Q*r1 53 to wielomiany spelniajace warunek

gr+sOikea L&
(4‘3) ‘—ailra(j’*“z—,&) = 61] 6.’(1’ 6rp 65(] .
Mozna wigc funkcje te przyjaé w postaci
(4.4) QPI(gL, £2) = HPI(E) H*(E?).

Uwzgledniajac (4.4) w (4.2), przemieszczenie w dowolnym punkcie elementu tarczy okresli-
my jako '

: N N, ;
(4.5) u@ﬂw%%wmwm%m

Powy2szy wzdr wyraza przemieszczenia dowolnego punktu elementu tarczy we wspot-
rzgdnych &', £2. Znajdzmy zwiazki, jakie beda zachodzity miedzy przemieszczeniami i ich
pochodnymi w tym ukladzie i w ukiadzie x!, x2. Poniewa? z zaloZenia przemiecszczenie u!
w dowolnym punkcie tarczy jest to przemieszczenie w kierunku osi x’, przeto przemieszcze-
nia w obu ukfadach bgdy takie same. Inaczej natomiast przedstawia si¢ sprawa z po-
chodnymi przemieszczet w obu uktadach. W oparciu o tozsamosci
(461) uf:fl =u{:x1x,151 +u:ixz xin,

u;’ez =ll‘,’x1x,lfz—|—u"’xzx,252,
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otrzymamy zwiazek miedzy pierwszymi pochodnymi przemieszczen w obu ukiadach.
Zwiazek miedzy pochodnymi mieszanymi w obu ukladach wyznaczymy z ukladu tozsa-
mosci '

ll;i,gxex = ll;lgnxlx,lgn +Ltf¢-.xzx;°'5,—l—u,jx, X}Exgn -i—Ll;ixzx,zgn,gl s

ll,j,;.-xsz = Ll;igx_vl x,lgz-l—u,ff,xz xf"gz —I—u,jxl x,l,gxgz—lfu;ixz X,Z,flgz s

ll;iﬁl,:z = Ll:ifle x",;, —I—U;i52x2 x,?',:l ‘I—Zl;’xx xllsxgz‘l—ll‘,i_xzx'zgxgz N
(462) Zl;’gzgz = Ll,jgzxn x_lgz—f—u,jgzxz X?ez—l—u{xl x,lgzgz—l—u:ixz x,2525; ,
ll,jglxl = U;ixxxx x_‘E‘—l—u,fx.,zx?Ex,

. ] 1 . 2
uj(_uxx = U‘,’,\-lxl x”n—l—u"’xxxz x,é_z .

Pochodne przemieszczenn wzgledem &' 1 £2 uzyskamy przez odpowiednie zrézniczko-
wanie wzoru (4.5). Nastepnie z dwdch pierwszych réwnan (4.6.2) wyznacza si¢ pochodne
Weixs i ts152. Z réwnania trzeciego i czwartego wyznaczymy pochodne /g, it 2, a z os-
tatnich dwoch réwnan (4.6.2) wyznaczyé bedzie mozna wtedy pochodna /...

Wynika wigc z powyZszego, ze w dowolnym punkcie krzywoliniowego elementu tarczy
z rys. 4 wyznaczy¢ mozna przemieszczenie oraz jego pochodne wzgledem x! i x2, jezeli
tylko znane sa przemieszczenia we¢ztowe (4.1).

Zbadajmy z kolei ciaglo$¢ przemieszczen 1 ich pochodnych wzdhuz boku sasiadujacych
elementow. W ukladzie &, &2 dla elementéw - rys. 7, rozniczkujac kolejno wzglgdem &*
i £2 wzér (4.5) i uwzgledniajge, ze dla elementu lewego &' =1, a dla elementu prawego
£ = —1, okaze sig, ze wzory okre$lajace przemieszczenia, ich pierwsze pochodne 1 po-
chodna mieszana dla boku wspdlnego maja identyczng postaé. Tak wiec dla sasiednich
elementéw zachowana jest wzdluz wspélnego boku, ciagloéé przemieszezen, pierwszych
pochodnych i pochodnej mieszanej wzgledem &' i £2. Pozostale pochodne rzedu drugiego
zachowujg ciagloé¢ jedynie w kierunku wspdlnego boku.

Przechodzae do wspdirzednych x!, x2, przemieszczenie dla dwdch sasiednich elementéw
zachowa cigglo§¢ wzdiuz wspédlnego boku, gdyz jest ono identyczne w obu uktadach wspot-
rz¢dnych i zachowuje ciaglosé w uktadzie &', £2. Wystgpujace we wzorze (4.6.1) pochodne
we, Wa, xle, X%y, X', X% zachowuja, jak wykazano, ciagloéé wzdtuz wspélnego boku,
a wigc i pochodne 'y i .. zachowuja tez cigglosé. Inaczej przedstawia si¢ ciagloéé po-
chodnej mieszanej u/y,.. Poniewaz brak jest ciaglosci drugich pochodnych przemieszczen
i wspo6irzednych w kierunku prostopadiym do wspdlnego boku (w ukladzie &', &?), brak
wige bedzie rowniez ciaglosci pochodnej #/,,,. dla sasiednich elementéow. Wskutek tego
model tarczy ulega pewnemu skazeniu.

Dla przemieszezenn jednorodnych

4.7 u = A;x'+B;x*+C;
przemieszczenia wezldw elementu wynosza
1 2
Whoo = A; Xikoo+B;Xhkoo+Cj,
— 1 2
Uhyo = Aj X0+ BiXhio,
P 1 2
o1 = AjXiko1 1+ BjXiko1s

g —_ 1 2
W11 = AjXixy 1+ By Xiga 1 -
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Wstawiajac te warto$ci do wzoru (4.5) otrzymamy, Ze przemieszczenie wyraZa si¢ ponownie
wzorem (4.7). Tak wigc omawiane przeksztalcenie oddaje w sposob &cisty przemieszczenia

jednorodne, co w pracy [1] uznano za kryterium przydatnosci proponowanych funkcji
jednostkowych.

5, Macierz sztywnoSci elementu tarczy

Energie sprezysta elementu tarczy przedstawié mozna w postaci

1 r
E =7jff (0418102 82+ Origz Egux) dxidxdx?. -

Zakladajac, ze grubo$é elementu tarczy jest stala oraz uwzgledniajac zwiazki

1
1 = E (le_vgxz) H Exz = 'f (er—vaxl)s Exix2 = % (1 _'_'V) Ox1x2,

energie sprezysta elementu tarczy przedstawimy w postaci
1 1 2
(51) E_\. = ‘i‘ ff D [83721—"5;%2 +2'V£x1 Exa+ 3 (1 —’V) E;:xz] dxtdx? »

(5.2) gdzie D =

1_ 2
W przypadku malych odksztalcen sluszne sa zwigzki
ou! ,
Gl ="7-7s T =1,2,
ot ou?

Uwzgledniajac, ze przemieszczenia u/ wyrazone sa wzorem (4.5), odksztalcenia wzgledne

przedstawimy w postaci

Exl _“Z Z le(El)qu(EZ)] X"uxkpq, j= 1,2
(5.3) ip ka

Ex1x2 ‘:ZZ {[Hpi(‘gl)qu(‘fz)],xluilkpq+[Hpi(El)qu(Ez)],xluizkpq}'

ip k.aq

Uwzgledniajac (5.3) w (5.1), energi¢ spreZysta elementu tarczy przedstawi¢ mozna w postaci

L ST DS b

iL.p k., ir

wkpgjlr. ikpgilrs 1 ikpq jirs
+C pas s7"[]{1.1:1"‘)Irs_|_C' & ulkpqujlrs+c 4J zkpunIrS}

Zapisujac powyzszy wzor krécej otrzymaniy

DI PINIPIPIII ER

a=1 f=1 i=0 p=0 j=0 r=0 [=0 5=0
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Korzystajac ze wzoru (4.4) oznaczymy
Qikpq — le‘(é-l)qu(é-Z)'

Wtedy wspdlczynniki CHP4' okreslone sa wzorami
cipre = | D{Qf‘i‘“x"in:f+ 2 (= an'”}stldsz,

ctgrs — [ [ o} POl (- v)inanf;'f}stldsz,

Clkqulrs — ]lrsxkpq

(5.5)

Ckpq_/lrs- — ff {Q:kqu;l:s s (1 .‘,)anquJlnl deldfz,

gdzie J jest jakobianem przeksztatcenia.
Wystepujace we wzorach (5.5) pochodne Q”“"‘ wyznaczy¢ mozna z uktadu rownan

Qlkpq — Qikpqxl +Qikpqx e
Q1 = QX+ Q1B X

Stosujac zasade prac przygotowanych do elementu tarczy bedacego w stanie réwno-
wagi pod dzialaniem sit zewnetrznych (dla tego elementu) mozna wykazaé, Ze jezeli energia

odksztalcenia wyrazona jest jako funkcja przemieszczen nogdlnionych, odpowiadajacych
tym sitom, to

(5.7)

(5.6)

JE,

ou; = Pr.

Zrézniczkujmy wigec wyraZenie (5.4) wzgledem uogdlnionego przemieszezenia weztowego
m 1 n

2 1
§ Z v E lkprulrs llﬂ
]
—~0 /=0 5s=0

lkpq B=1j=0 r=

Uwzgledniajac poprzednie i (5.7) mozna napisaé

m 1

(5.8) Pepg = y Z 22 vckﬂq_llrs IJ .

B= lJ=0r 0[0:0

gdzie Pj,, — uogdlniona sita wezlowa, odpowiadajaca uogdlnionemu przemieszczeniu
weziowemu U,

Poréwnujac (5.8) z (1.1) widzimy, ze wspSlczynniki Cif¥"s okreslone wzorami (5.5)
sg poszukiwanymi wspdlczynnikami macierzy sztywnosei elementu tarczy.

6. Sie€ dzialan dla wyznaczenia macierzy sztywno$ci

Obliczenie wspodlczynnikdw sztywnoéci elementu tarczy wymaga wykonania bardzo
duzej ilosci rachunkéw. Dlatego teZ jedyna praktyczna droga ich wyznaczenia jest wy-
korzystanie do obliczen elektronowej maszyny cyfrowej. Ponizej oméwiona zostata sie¢
dziatan dla obliczenia tych wspdtczynnikéw.
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Obliczenia wspolczynnikéw macierzy sztywnoéci podzielié mozna na dwa zasadnicze
etapy. W etapie pierwszym, po wczytaniu danych dla calej tarczy, wyznacza si¢ uogdl-
nione wspéirzedne wezlowe dla wszystkich wezidw tarczy. W etapie drugim wyznacza sie
macierz sztywnosci dla danego elementu.

Jako dane wejsciowe wprowadzamy wspélczynnik Poissona », modul sprezystosci
podiuznej E, grubo$¢ tarczy h, liczbe elementéw, na ktdre podzielono tarcze oraz wspél
rzedne x*, x> wezlow tarczy. Wyznaczenie uogélnionych wspéirzednych weztowych prze-
prowadza si¢ w oparciu o rozwazania p. 3. Po pierwsze wyznaczy¢ nalezy pochodne wspét-
rzednych weztowych na podstawie wzoru (3.4.2). W tym celu wezytujemy numery weztéw
nalezacych do kolejnego elementu i na ich podstawie zapamigtuje sie¢ wspotrzedne wezléw
w blokach x* [0:m, 0:n] 1 x2[0:m, 0:n]. W blokach £'[0:m] i £2[0:n] zapisujemy wspét-
rzedne weztdéw w uktadzie &', £2. Wspolrzedne te wyznacza sig ze wzoréw:

_ 2
Bl =—1+"4i, i=0,1,..m,
m

6.1
&2[i] =—1—|—%i, i=0,1,.., n.

Jak wynika ze wzoru (3.4.2), przy obliczaniu pochodnych zachodzi konieczno$é wielo-
rotnego wyznaczania wartosci wielomianu Lagrange’a L'(z) i jego pierwszej pochodne;j.

v _
bi=z-2[j]
b=o?
tak | nie
-———————1  §
ar=(zi~z[j])/b
L:=L-a+L/b
L:=La
]

v

Rys. 8

Obliczenia te wykonywane sa przez podprogram = WIELOMIAN = z rys. 8. Wartos§¢
wielomianu i jego pochodnej wyznacza si¢ ze wzordw rekurencyjnych

Li)k:_Liz_zj
Z,'—Zj,
(6.2)
o = 275 , j=0,1,...,i—1,i+1,.., 0.
Z—2Z; Z— 2z

Obliczenia pochodnych w wezlach elementu przeprowadza sie wedlug schematu z rys. 9.
W opisany sposéb oblicza sie¢ pochodne wspéirzednych w wezlach kolejnych elementdw,
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zapamigtujac réwnoczesnie ile razy powtorzyt si¢ dany wezel. Po przeprowadzeniu obli-
czen dla wszystkich elementdw, w wezlach, ktére powtdrzyly si¢ wigcej niz jeden raz
oblicza sie érednie arytmetyczne odpowiednich pochodnych. W wyniku tego postgpowa-
nia mamy okreslony dla kazdego wezla tarczy zespdt uogélnionych wspétrzednych x*, x?,
X, X%, X', X%, X'ap, X’ne. Calo$é obliczen uogdinionych wspéirzednych wezto-
wych przebiegaé bgdzie wedlug programu z rys. 10.

L:=0(1)m ‘
jr=0(1)n l,
¥
L x?§1 :=x?£1 :=x?§2 :=x2,§2 :=x?§1§2 :=x3§1§2 :=Oj
t:=0(1)m
Y
| 2= z=g');  viem |
]

[ Podprogram = WIELOMIAN = z rys. 8 f

| pi=L;

L]
ki=o{1)n ‘&
L
2=t a=fll, wen ]
]

=l |

‘ Podprogram = WIELOMIAN = 2z rys. 8 '

L R:=L R:=U l
x‘:y :=x}'§1 + x"[{ k] -P'R ; x?}_.;l :=x?§1 +x%[i k]-P>R
X2 :=x1,§2 + X'k PR x%gz:=x?£2+ x2[i,x]-p-R!
x1,£1€2:=x','g1g2+ x'[i k]-P2R? x?gézz=x?§1§2+xz[i,k:|-P’~R'
i
1
L]
X{ji0 2=X 5 xfj01:=xf§z ;o Xme= xjggz
Xfm ?=ng1; X%jOF’_‘X?LZ ; X%jM'FXEgLZ
l j
|
v
Rys. 9

Po zakonczeniu etapu pierwszego przechodzi si¢ do wlasciwego obliczenia wspdlczyn-
nikéw macierzy sztywnoSci. W etapie tym zachodzié bedzie konieczno$é wielokrotnego
wyznaczania wartoéci wielomianéw Hermite’a i ich pierwszych pochodnych. Obliczenia
te wykonuje podprogram = HBERMIT = zrys. 11. Korzystajac z podprogramn = WIELO-
MIAN = oblicza sie L'(z), [L'(z)]’ oraz [L(z)]’, a nastepnie korzystajac z wzoréw (2.2)
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wyznaczamy warto$¢ wielomianédw Hermite’a rzgdu zerowego 1 pierwszego oraz ich po-
chodnych. Wynik obliczefl zapamigtany jest w pomecniczych blokach H i H’. Obliczenia
wartoéci wielomianéw Hermite’a i ich pochodnych dla wszystkich weztdw elementu prze-

;

| Czytanie danych dla cafej tarczy |

¥
“"l Wezytanie numerdw wezfdw kolejnego elementu

i utworzenie blokdw x? x2 &', £2

1
Obliczenie pochadnych wspdtrzednych
wezlow elementow w/g rys.9

]
Czy policzona pochodne dla wszystkich
elementiw?
nie ‘ tak

: ]
Usrednienie warlosci pachodnych dla
weziiw powtarzajgeych sie

- v

Rys. 10
i:=0(1)m l
v
IR
| Podprogram = HERMIT=7z rys.# |
k:=0(1)1 v
‘ L]
’7 MK kT e=H[Kk] ; HK[,k]:=H"[K] —‘
Podprogram =WIELOMIAN = z rys. 8 ]
dlaz=12 _
¥ ir=0(Nn ‘
P=L’ v
‘ =gty zi=g2] W
‘ Padprogram = WIELOMIAN= z rys.8 ¥
L [ Podprogram =HERMIT=z7 ri;5. "1 J
‘ H [D]:== L2 [’1‘2(2—2[)'P] k'.=0('ﬂ4
M) =12 [z-2;] v
H'[o]:=2L {L’ (-2 (z-2;)P]-L ] HE[ik]:=H[Kk] ;  HE*[ik]:=H"[k] 1
H'[1]:=2L [ (z-z1)+ L] — |

' %

Rys. 11 Rys. 12



|

Podprogram = DOD= dla ZK = HK' [0:m,041], ZE=HE [0:n, 0:1] J

[ xfgﬁ:=Z'1 : x,2§1:=ZZ
ir=0{(1)m
1=0(1)n 3
p:=0{i)1 ¥
q:=o(1)1 *
[
| alikpali=R[ikpa] |
]
1]
|
|

'

Podprogram = DOD = dla ZK=HK [0:m, 0+1], ZE=HE [0:n,0:1] |

‘ Mpi=21;  xlgpi=22

i:=a(1)m ﬁ
k:=a(1)n ﬁ

pr=0(1)1 t
q:=0(11 ¥

3
| Q,[i‘k,p,q]:=R[i,k,piq] |
|

!

Podprogram = D0OD=: ‘
| z:=72:=0 |
{t=0(1)m [
k:=0{1)n '
p:=0a(1)1 i
q:=0{1)1 v

R[i,k,p,q):=P:=ZK[i,p]- ZE[k,g]
2:=z4+Px"[ik,p,q] 5 Z2:=22+P-x2[i,k,p,q]
]
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prowadza si¢ wedtug rys. 12. Wyniki obliczen zapamigtane sa w blokach HK, HK .1,
HE, HE . Uprzednio wyznaczy¢ nalezy wspéhzedne weztéw w ukladzie &', &% wedlug
wzoréw (6.1). Nastgpnym krokiem obliczen jest wyznaczenie pochodnych wzgledem &*
i &2 funkcji transformujacych (3.3) oraz funkeji Q™1 okre$lonych wzorem (4.4). Obliczenia
te prowadzi sie¢ wedtug programu z rys. 13. Wystepujacy tu podprogram = DOD = oblicza
odpowiednie pochodne wzgledem jednej ze zmiennych &' lub &2. W podprogramie tym
wykorzystane sa bloki x' i x? zawierajgce vogdlnione wspolrzedne weziéw elementu.

ti=0(1)m L

k:=0(1)n &
p:=0(1)1 i
q:=0(1)1 § ]
¥
A:=Qp[ikp,q] ; B:=Q,:2[i.k,p,q)

Ql)(“ [i1k1p\q—]:= (Ax?ﬁz _B'xzx 4)/:]
Q,Xi[i,k,p,q]:=(8‘x1,£1 ~A-x1:2)/3

]

_1

]

Rys. 14

Transformacje funkcji Q%% i Q%7 na funkcje Q™4 oraz Q*87 przeprowadza si¢ wedtug
" 1ys. 14 w oparciu o uklad réwnan (5.6). Wystepujacy tu jakobian przeksztalcenia (6.3)
zostal wyliczony w kroku poprzednim

(6.3) J =X XXl

Catkowanie wzoréw (5.5) przeprowadzamy numerycznie wedlug wzoru kubatur Gaussa

(2]

w w
(6_4) Cillclquu-s =ffFG‘;§qu'rs(§l> §2) df‘d&'z — Z(p“Z (PeFaiprm"(t,,, te);
u=0 e=0

gdzie Fira'™s g3 to wyrazenia podcatkowe wzoréw (5.5), ¢; — wspolczynniki wzoru
kwadratur Gaussa, {; — pierwiastki wielomianu Legendre’a, nazywane wezlami wzoru
kwadratur Gaussa. Liczbe wezidw nalezy przyjmowaé taka, aby blad calkowania nume-
rycznego funkcji podcatkowej (5.5), bedacej wielomianem algebraicznym, byt réwny zeru.
Dla funkcji podcatkowej typu &7 £24 liczba weziéw musi byé taka, aby spehiony byt
warunek

(6.5) P+q < 2w—2.

Nalezy zwréci¢ uwage, ze gdy jakobian przeksztalcenia J =0, to funkcje podcatkowe
wzorow (5.5) stajg sie zerem. Mozemy dzieki temu pominaé sumowanie (6.4) i unikamy



a(t)w ‘

U=
]
( d:=ofu] ; &=z ’
e:=o0{1)w ¥
K|
[ y:=60fe]; §2:=Z[e] |
¥
Obliczenie pochodngzh xga , X’Z§4 , X1§2 , xgéz ,
4 ! _
Q',;q, Ql,égq’ w/g rys.13;
3 =xj§1 =y
¥
=07
tak [ nie
.
L Obliczenie Funkgji Ql';Eq, Qil;gq w/g rys.14 T
li=0()m q
ki=0{1)n 1
p:=o0{1)1 §
g:=0(11 ¥
jr=o()m t
:=0{1)n %

=011 ¥
s:=0{1}1 L
1

W1:=0Q,4[ikpa] T1:=Q, 2 [i k,p.a] N
T2:=Q,[j,tr,s] ; w2:=0Q,,z[jLr,s]
Claik,p,a.j, b r,s) = (W1 T2+ 3 (1-v)- T1-W2)-3
c[.2,ikp.q,) 0 ns ] = (bW 5 (1-v) T T2)- 3
c24,0p,0.0.,rs ] =(vP- T2+ 3-(1-v)-w1-w2) 0
C{2.2,i,k.p,q.j,L,r,s]: = {T1- W2+ 5-(1-v)-WA-T2)

g i

Fig i |

i

Rys. 15

[370]
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dzialania, w ktérym wystepuje dzielenie przez zero. Obliczenie wartosci powyzszych catek
przedstawia program z rys. 15. Oczywiscie przed wykonaniem tego programu nalezy
wstepnie wyzerowaé macierz CikP4ts, Zatem ostatecznie obliczenie macierzy sztywnosci
elementéw tarczy przebiegaé bedzie wedlug programu z rys. 16,

START
{

QObliczenie uogdlnionych wspdtrzed-
nych weztowych w/g rys.A0

Ustalenie donyeh dia kolejnego elementu
™ i wyzerowanie macierzy wspélczynnikdw
sziywnasci
Obliczenie wspoiczynnikéw macierzy
sziywnoser w/g rys. 4o

Wydawnictwa macierzy sziywnosc —|

Cay policzono macierz  sztywnosci
dia wszysikich elementdw!

nie ! tak

Rys. 16

Na podstawie omdwionej powyzej sieci dziatan opracowano program obliczefi ma-
cierzy sztywnoéci na elektronowej maszynie cyfrowej ZAM 2-beta.

7. Uwagi koncowe

O dokladnosci metody elementéw skonczonych decyduje migdzy innymi trafne przy-
jecie postaci funkcji przedstawiajacej przemieszczenia punktdw tarczy. Zastosowanie
w tych funkcjach, jak réwniez w funkcjach transformujacych uktad Ox!x? na uklad O£'&?,
wielomiandw Hermite’a ma tg zalete, Ze zapewniamy w ten sposéb w calym obszarze
tarczy ciaglo$é przemieszczen oraz ich pierwszych pochodnych wzgledem x?! i x2. Dzigkj
temu uzyskujemy w calym obszarze tarczy ciaglo$¢ odksztalcen.

Korzystajac z zaproponowanej metody wyznaczania macierzy sztywnoscei przeprowa-
dzono przykladowo obliczenia przemieszczen prostokatnej tarczy obcigZzonej sita styczna
wzdhiz jednego boku (rys. 17). Tarcze podzielono na dwa elementy zawierajace po 4 wezly
kazdy. Macierz sztywnosci dla kazdego elementu obliczono wedtug toku postgpowania
opisanego w p. 6.



372 K. DEMS

Rozwiazanie §ciste dla omawianej tarczy, przy zaloZeniu, Ze sifa P jest rozlozona wzdluz
przekroju koficowego x* = I wedlug paraboli, wynosi [S5}:

P
ull) = 48,0 'Eh— y

P
uf‘) =u§ =u12: = 267,0E—-

0,125

-

™
| o b

)

0

N

©
0125

Y

b=

Rys. 17

Wartos$ci przemieszezedl, uzyskane przy wykorzystaniu omawianej macier zy sztywnoéc
wynosza:

P P P
1 __ 1 ) -
up = 52,78 Eh up = —0,127 T Up 52,78 Th"
P
u,z, =u% = uIZ: =300,3OE-

Blad wzgledny uzyskanych wynikow nie przekracza 13%. Nalezy przypuszczaé, ze przy
zwigkszeniu liczby elementdw, na ktdre dzieli sie tarcze, otrzymane wyniki beda jeszeze
blizsze rozwiazaniu doktadnemu.
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Pesiome

TIPUMEHEHHME TIOJIMHOMOB DPMHWTA IJISI OIIPENEJIEHMA MATPUIILL JKECTKOCTHU
DJIEMEHTOB OIICKA B METOJIE KOHEUYHBIX OJIEMEHTOB

MeTox KOHEUHDBIX 3JIEMCHTOR COCTOHT B 3aMeHE CIIOLLUHOH CPEebl OUCKPETHOH MOMENLIO, COCTOSIIIE
M3 3JIEMEHTOB, COEQUHEHHBIX MEXKAY coBOM KOHEYHLIM UMCIIOM y3JI0B. B MeTofe onpenersieTcs: «MaTpuua
IKECTKOCTHY, C MOMOIULIO KOTOPOI MOYKHO NPEJCTaBHTh BHYTPEHHHE 0DOOLICHHE CUIIBL B YallaxX 9JIeMeHTa
KaK JIMHeHHbIe (DYHKUMH JepemelleHHii y3moB.

B pafore mpencrasiaeH MeTOL MPHMEHEHHS IOJIMHOMOB DPMHTA AJISI ONPEAENICHMS MATPHILI YKECTKO~
CTH 2JIEMEHTA AUCKA, HaXOISILUCrocss B MJIOCKOM HalIPSDKEHHOM CocTosiHMH. IIpencraBnena Taxoxe cxema
pACUETA MATPHULI YKECTKOCTH Ha IJICKTPOHHOM BBIUMCIHTENBHOH MALIMHE.

Summary

APPLICATION OF HERMITE POLYNOMIALS TO THE DETERMINATION OF THE STIFFNESS
MATRIX OF PLATE ELEMENTS METHOD

The finite element method is based on replacing the continuum by a discrete model composed of elements
connected in a finite number of nodes. The method consists in determining the so-called «stiffness matrix»
which serves to express the generalized internal forces in nodes of the element as linear functions of the
nodes displacement.

The present paper applies Hermite’s polynomials for determining the stiffhess matrix of the elemen
subjected to plane stress. The flow diagram for preparing the computation programme of the stiffnest
matrix by means of a digital computer has also been given.
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