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STATECZNOSC WSTEPNIE SPREZONEGO WALCA KOLOWEGO PRZY SKRECANIU

ELENA ZLATANOWA (SOFIA)

Autorzy prac {1]-[4] rozwazaja rézne zagadnienia statecznosci pelnego walca kolo-
wego poddanego skonczonym odksztatceniom. W pracy [5] zbadana zostala statecznosé
wstepnie sprezonego walca kotowego bez obciazenia zewngtrznego. Niniejsza praca bada
walec jak w pracy [5], nie posiadajgcy stanu naturalnego, przy duzym skrecaniu. Oblicze-
nia opleraja si¢ na teorii opracowanej przez Greena, Rivlina i Shielda w {6]. Stosuje sie
oznaczenia wprowadzone w [7].

1. Duze skrecanie walca z dyslokacja Volterry

Prosty walec kotowy o dlugosci A i promieniu a, wykonany z niescis§liwego materiatu
sprezystego, poddany jest nast¢pujgcym odksztalceniom:

a) usunieciu lub dodaniu klina o dowolnym kacie rozwarcia ¢, przez przecinanie walca
polptaszczyzna przechodzaca przez o$ (por. [5]),

b) duzemu rozcigganiu lub $ciskaniu,

¢) skrecaniu o kat yz, przy czym z oznacza odlegloéé od konca walca.

Ciato po takiej wstepnej deformacji oznaczamy przez B, a jego rozmiary przez ki a.

Zagadnienie zawiera oprdcz parametru y, nastgpujace parametry deformacji, zdefiniowa-
ne przez:

(1.1) pw=ald, w%=2m|Qn—¢), i=DAhh,
ktére ze wzgledu na niescisliwo$¢ materiatu zwigzane sa zaleznoscia
1
# V%l

Za pomocy tej zaleznosci rugowaé bedziemy parametr u. Dalsze zwiazki bgda zawieraly
tylko trzy niezaleine parametry x, v, A.

Wprowadzamy w ciele B walcowy ukiad wspdtrzednych {9} = {r &, z}, ktéry uwa-
zaé bedziemy za uklad konwencyjny. KarteZJanskle wspélrzedne typowego punktu po
odksztalceniu i przed odksztalceniem sa

x, =rcos?, X, =rsind, x;=12z,

o

(1.3) r § ) . _r . (9 < _Z
E . X1 —J:QOS ; wz|, X2 -—-;_Sln (; Yz, X3 = 1



300 E. ZLATANOWA

Wyznaczamy tensory metryczne g;; ciata odksztatconego oraz g;; i g' ciala nieodksztal-
conego, stosujac (1.2)

1 00
(1.4) g; =0 r* 0], g =det(g) =r2,
00 1
T=xl O 0 I il 0 o T
s . 0 rz—g— —r2pl . %A .
( . ) gij = ’ | ’ & = 0 w:.’x;_z_i“r‘z_;_ w%lz )
0 —ripd rz{l)zz_f-_/fz—__ 0 px A2 A2

g =det(g;) =2
Tensory metryczne (1.4) i (1.5) okreslaja stan odksztalcenia i pozwalaja, w oparciu
o wzory z [7], obliczy¢ niezmienniki stanu odksztalcenia I, a takze tensor napreenia
1 1
]1 :g”gij = 7(%—*— —;)—I— 12(r21p2>¢2+1),
. 1 1 2
(1.6) I =gl = A nt |+ o (rP9*% A+ 1),

Iy =¢glg =1.
v =@, g+ P, b+ pgV;

! 1 2
711 =(pl_x—)t+¢2(7’7+;'+1P2%117‘2)+P;
2,22 — (” 2,,292,2 1 L an2s, 252
(1.7 r27?? =@, \T‘I—‘lp 22 22|+ D, ?“f—%l-r?p %22 |4p,

733 == @1 2.2“*—@2 (%—f‘%l)_f‘]’,

3 = @, pud* 4Dy,

712 — .[13 =0,
gdzie
ow ow
(Dl ——2—61—1‘, @2 —20—12.

Funkcja W(I,, I,) jest potencjalem sprezystosci okreslonym na jednostk¢ objetosci ciata
nieodksztatconego. Z (1.6) wynika, ze @, podobnie jak I sa funkcjami zmiennej r. Funk-
cj¢ skalarowa p wyznaczamy z warunku brzegowego

(1.8) =0, dla r=a
i réwnan réwnowagi
(1.9) Vit =0.

Symbol V; oznacza kowariantne rozniczkowanie w ukladzie {#}. Z (1.9)dlaj=2ij =3
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wynika, ze p jest funkcja tylko zmiennej r. Z réwnania dla j = 1 wyznaczamy
Y Y S
(1.10) p=—19 ) +@, '72‘"*‘;— FypPadr +

~

S W PP
—(—;;»:+~):~) J ((2514—4-(752)7'——}—1/1';:-2- I D, rdr

R

i ostatecznie
: 1 % - dr
2,232 Y j205y
T, =il J@lrdr (xl l)j (D + 72Dy —-,

a

Iz

rie?? =4 (’;_%) (D, +12D,)+D p?x2 )22,
(1.11) 733 = T“—f—(22—%)(@1—}-;(1)2)*szq)thz,

3 =l (Px2+D,).
Oznaczamy przez P'sile na jednostke powierzchni na brzegu z = A z normalna #;(0,0, 1)
P =1ng;,
gdzie g; jest wektorem bazy, oraz wyznaczamy calkowity sile osiowa N oraz moment M
przenoszone prze walec

a

(1.12) N =27tfP3ra'r =2n { rdr {r“ + (22- 711) (¢1+%€D2)-w2xlr2¢2},
g . ¢ ]

0

(1.13) M =2an2r3dr =2mp/1fr3(451n2.+(152)dr.
0 0

2. Dodatkowe male odksztalcenia. Warunki utraty statecznosci

Nalozymy na cialo B pole malych przemieszczen sw. Przechodzi ono w stan 5 Linio-
we czeSci przyrostéw maprezenia i odksztalcenia oznaczone primami wyznaczamy na
podstawie wzoréw z [6] i [7]. Przytoczymy tutaj ostateczne rezultaty. Oznaczajgc kowa-
riantne wspolrzedne wektora malych przemieszczen przez w, =u, w, =0, w3 = W,
a ich czastkowe pochodne przez wy , =u,, w, , = ug, ... itd, otrzymujemy kolejno

I =2 [;17 U+ (% r2+1p2x222) (vg+ru)+ 22w1+1px22('v,+w3)] ,
1 2 1
2.1) I, =—2 [xlu,—{— Pty (vs+ru)+ (rzwle—{— —1—1—2—) wz—wl(v,+ws)]] ,

1 1
I3 =2(Ur+ Pl vs+7u+wz) =0;
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, 1
7't =2u,[AW (22+—-—] P22 A%r 2)+F( s+ —~~1—|—1p2r2) ]+

1
2;1’2‘('09—{‘”!)[/4 (7{ —i—wlerz)— ( ! +—2”+"P2}~2 2)+
1
]+

oo 3

+F(—%+l 5 TRyt Rty n 2 2)+¢z (w w2 dr?4-

rt)»

A

,/

—{-F(q} #A3r2H1-+ -—-y)r —— D, =0t
+29(v,+wg) [A 2+B(7 +- —i—tpzlzm'z) +
+F(7¢+23+%+7P2%223"2)—I—¢2 l]—‘rp';
2.2) ‘
r2g’22 =2u,.{A (712 —l—zpzzlrz) —B(;— +x? 22%—1/)2%222)'2)—1—
—I—F[ ! 3 +1—+r 1/)2(1—/223)]4—([) (—~—i—q) ,d;-)}
—l—2—~2 (vg—i—ru)l ( +prx? A% ’) —B(%—!—Zz—i—wzlzrz)—i—
+F[ﬂ.3 Fx?—1+r2yp% 2(2—;—71~———i—r > 7&)] }—}—
+2w, {A(xl—i—wzle“rz)—B [( 5 +p° A?»rz) 4 —I—y)z;czlz 2]—i—
2
—i—F[l—i—xP—x/’l(% —i—wzﬂlrz) +1/)2x23r2]+®2%1}+
+29(v, 4+ wy) [A (x27~—i—1,02%3l“r2)+3(—i- +xA3 —i—quxlzrz) +
+F(2%+%22.3+21p27{22,3l‘2):| _'_p/’
33 Z 2 2 1 1
=2, | AL B+ )2 +F|— +1—x23 |+, = [+
% % P
—|—2—2(vs—i—)u) {A(/Z—sz;fz?“ 2)+B( —i—l) A+
23
—i—F[l——xz— - +(1 —l—zz)'(pzx)ﬁrz] —}—@231}—!—

) 1 P A3
+2w, {A l“—B(H T +Q +x2)w212r2+F(x—xl3—1——1p2xl3) —p}—i—
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c.d.(2.2) +29(v.+wy) [Axl“q'-B (—i— —M) A3 +F(2+‘/,2)Z3]+p’;
" A 1
713 = — p%——};@z (u.+w)—, 7),~|—u9—27—v wa,

1
P2l —= [p+¢2 (7 "‘1:"2”;”'2)] (T)r+“3_2’1*_’0)4‘@2(“:—'—1%)1#1"27

)'2 732 = 2[,[‘. I:A;»—B%;LZ”‘I_F(% '—KZ;L:") ':—(DZ ;.] ?/)1'2-1“

2

—!—2(’03—1—1'11)1/)[A(le—l—wzxz‘)frz)—B il + F(e— 23422 237)

7

e
I

S

+2W:|:A7’2-3_B('1;'+1P27-22"2) +F(;»3-}-%—'1/)22213I'2)]1,’-'1'2—:‘

+2(v.4wy) [2/41/)2'/.214—2&;)27,)»3 +AFy?n )3 — /iz (= AD, +1))] r2.

Réwnanie (2.1); jest réwnaniem niesci$liwosei, gdyz 73 =1 pociaga za soba waru-
nek, 7, = 0.

Tensor naprezenia calkowitego 7/+4e7'V spelnia warunki réwnowagi, gdy sa spetnio-
ne réwnania

(2.3) Vi M r 4 i = Q)
gdzie
orW W oW
A=2-%p> B=27%p F=2%r% "

Przyrosty symboli Christoffela I} podane zostaly w pracy [5]. Réwnania (2.3) oraz (2.1),
tworzg uklad czterech réwnan rézniczkowych na funkcje u, o, w, p’. Poniewaz A4, B, F
oraz @y sa funkcjami niezmiennikéw, ktdére z kolei sa funkcjami zmiennej r, obliczenia
dla dowolnego materialu sa niezmiernie skomplikowane. W zwiazku z tym dalsze roz-
wazania ograniczamy do z géry zadanego materiatu, a mianowicie do tzw. neo-hookeanu,
dla ktorego

2.4) W(lx) = C(1,—3),
gdzie C jest dodatnia stala. Wynika stad

», =2C, D,=A=B=F=0;
Uwzgledniajac (2.4), réwnania (1.10), (1.11), (2.2) przyjmuja postaé

1
11 __
T —ZC—M—H),

222 . 11 i{_ L 2. 212 2
2.5) 11t =1 +2C(l+xa)—l—2C1,u/. r,

733 =20 22— i)
xA]’

123 =2CpxA3;
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(2.6) dpldr = 2C( 7 1)%—{—2&,02%2221';
' =—217”r+1)', 73 = _p(u:+wr)’

.7 %% = —Zp( L vg—%—l-'v) +p', P’ =—p (v,+u3—2 :—'v) ,
73 = '—21)Wz+[7 » 732 = —P('Uz+ws)-

Podstawiamy teraz (2.5)-(2.7) oraz I} do (2.3) 1 otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan
rézniczkowych na funkeje u, v, w oraz p':

1 1 1
4C——u, + 24,2922 T
Cxlu" 2C(3m1 L v lr)ru’
— - i —bqpe? ) _1_ 2
20(42 - - hp 2:r |7 u4-2CA%u, .-+
| % AN 1 1 % > n 1 ‘
TQC( 3 f,41p2x2/_-) 5 Hog +2C— l 4C( SYIREY —[—1p29r/.-r2) 3 Vot

2 1 1 ’
+4C1P%l_ (“Sz_ T 'U:) +2C 9{_2. H’r:_.-“i_,pr = 0)

X292y €L
C(;L el r)ura—%—2C(}M +2

% 1
5t Zzpznzlzrz) F ug+

(2.8) A1 2w L
+2C A \Or T +4C A-HP w2 A%r rzfuss—}—

+2c/12-v,z+2c(-’.;+1p2x2/12r2) Wo
“+2Cyx A r? (u,‘+3 vsz+3i u +wzz) +py =0,

2CA% (urz-i— ws_—,—2wzz)—i—2C (——~ +A2— l —2x? A%y 2) —u,+
+2C% (w,,—i— — w,)—i—ZC (% —i—y;zlezrz) riz Was+4Cwx 22w, +p; =0,

1 1
U+ —ut—vytw, =0.
r r
Ograniczamy si¢ do przypadku plaskiego odksztalcenia, niezaleznego od zmiennej z,

0 P
i 0. Uktad (2.8) doprowadzamy do jednego réwnania rézniczko-
wego na funkcje u(r, #). Réwnanie (2.8); przy powyzszych zaloZeniach spelnione jest
tozsamosciowo. Otrzymujemy wiec

przyjmujac w = 0,

0*u d3u 32 1ou 1
—_— 2* — —— —_—
) (r or* +or 03+5 r 6r+r2u)+
_0%w (1 222,2 1 P (1 % 2,,2 72,2

1 d%u 1 8¢
+r—zar2( + 5y o 2)+ ; a,;i(”w w2 1r ) o0,
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poprzednio wyrazajac funkcje v i p” przez u(r, 9),

10 P
(2. ) 619’ = r —a- ru,
xh 0% L, %Pu 0w ou 1 Pu 222 22y

QL) 5o agr =P g g b g it g apr G~ LS
z jedynym warunkiem brzegowym
2.12) 73 =0, dlar=a,

_‘ZPur‘}‘PI =0,

1
(2.13) v,—l—ug—ZTv =0, dla r =a,
uz+wr='0,

ktory odpowiada zerowaniu sie obciaZenia na brzegu (na powierzchni bocznej). Trzeci
warunek jest spelniony toZzsamosciowo.

Réwnanie (2.9) z warunkami (2.13) tworza jednorodne zagadnienie brzegowe. Mozna
pokazaé, ze zagadnienie to jest samosprzgzone. Wtedy istnienie nietrywialnych rozwigzan
(2.9) przy powyzszych warunkach brzegowych bedzie réwnowazne z warunkiem utraty
stateczno$ci [8].

Poszukujemy rozwiazania metoda Fouriera [9] w postaci iloczynu dwdch funkeji «(r)
i funkcji wlasnej réwnania (2.9) Q(9). Funkcja taka jest sina$ lub cosnd®, gdzie n jest
dowolng liczba naturalna. Podstawiamy wiec u(rd) = a(r)Q(¥) do (2.9) i otrzymujemy,
niezaleznie od tego czy wzigto funkcje sinnd czy cosnd, réwnanie rézniczkowe zwyczajne
czwartego rzedu

4

3 2
2.14)  r? flr—j‘ +6r‘2—r°3‘ T % (r2[5—n2(14-#2)]—r*n>H}+

+Z—f{—r[l+/12(1+x2)]—3r2n2H}+a{1—(1+z2)n2+n4n2+r2n’-(n2—l)H} =0,

gdzie oznaczyliSmy
(2.15) H =yp*>%3 23

Podstawiajac najpierw (2.10) i (2.11), a nastgpnie u(rd) = a(r)Q(¥) do (2.13) otrzy-
mujemy ostateczng postaé warunkow brzegowych zagadnienia

d3a d*o  du
L R ek il Ll G 2 B —(*—1Da=0, nar=a,
(2.16)
42
Tj_}_i_di_[_( 2_1)705__0 nar =da.

Réwnania (2.14) i (2.16) sg prawdziwe dla dowolnych v, %, A. Ich rozwiazanie analitycz-
ne mozna znaleZé w przypadku, gdy kat dodatkowego rozwarcia dodatkowego (usunie-
tego) klina ¢ jest maly. W celu znalezienia takiego rozwiazania ograniczamy dalsze
rozwazania do wartoéci » bliskich jednosci. Oznaczamy

@.17) % = 1+&,

6 Mcchanika Teoretyczna
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gdzie & jest malym parametrem; &2 mozna pominaé w poréwnaniu z £. Bedziemy tak
samo pomijac¢ wielko$é £H. Oznacza to, Ze p? jest tego samego rzedu co &, wigc &p? ~ 0.
Przy tych zaloZeniach réwnanie (2.14) da si¢ przedstawi¢ w dwu réwnowaznych posta-
ciach

(2.18) - [F*D*—rD—(1—n*—En))[r2D*+3rD+ (1 —n?—én?)—n2Hr?ja =10.
lub
2.19)  r2[r2D*+-3rD+(1—n2—é&n?)—n*Hr?) [D2+3~’17D+(1—n2—|—5n2) %]oc =0,

. d
gdzie D =

Poniewaz operatory w drugich nawiasach kwadratowych sg liniowo niezalezne, linio-
wo niezaleznymi rézwiazaniami réwnan (2.14) sa rozwiazania dwu réwnan rézniczko-
wych drugiego rzedu

[r2D?*+3rD+(1—n>—£&n?)—n2Hr?la =0,

(220) [r2D2__rD+(1__n2__é‘:n2)](x =0.

Pierwsze z tych réwnan doprowadzone do postaci réwnania Bessela ma rozwigzanie

1 1
(2.21) oy =C17Iv(kr)—l—C27Kv(kr),
a drugie jest réwnaniem Eulera z rozwiazaniem
(222) i Oy =C3r91+c4r92_

Zatem ogdlne rozwigzanie réwnania (2.14) przedstawia si¢ nastgpujaco
1 1
(2.23) a =C17Iy(kr)+C27K(kr)+C3r01+C4r91,
gdzie C; sa statymi catkowania, 7,, X, sa zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego
i drugiego rodzaju rzedu v, dla urojonego argumentu, przy czym
(2.24) v =n(l+£)2,

(2.25) ke = nH?,

a g; sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
(2.26) 0*—20+1—n2—¢n? =0,

Poniewaz dla r =0 K, - o0 oraz r®* — 0, ze wzgledu na fizyczny sens zagadnienia ko-
nieczne jest przyjecie C3 = C, == 0. Ostateczna postaé rozwiazania (2.23) jest

(2.27) o =4 7617 I(kr)+Bre,

Podstawiajac (2.27) do warunkdw brzégowych (2.16) otrzymujemy jednorodny uktad
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réwnan algebraicznych na state 4 i B:

(2.28) A{I(](k)i) [L+v(2—n? —/’“az)]— I_y(ka)[2—n? —(ka)l]l_r

—Ba* ' [(1—n?*—k?a?) (o+1)+p] =0,
[v(ka) 2 1 2 — B 5— 2 1 2| —
A[ T (2—71 5 En?++vy|—1,_(ka) |—Bat|g—1-—n -——55)1 =0.

Uklad ten posiada rozwigzania nietrywialne, gdy jego wyznacznik charakterystyczny
réwna sie zeru. Przeksztalcajac ten wyznacznik, mozemy ostatecznie poszukiwany waru-
nek utraty stateczno$ci zapisa€ w postaci

(2.29) [Q—(HZ—%M)]{’ ED a2 —/c2c12)1~1v_\<ka)[z—nZ—(ka)21}+

1, (ka)

—{o+[1—n*—(ka)?] (Q—f—l)}[ ( —l—2—/12——%- 5112)—[v_1(ka)] =

Warunek ten okreéla dla danego » krytyczna warto$§é ka. Z reguly w zagadnieniach
statecznosdei krytyczny stan najblizszy stanu naturalnego otrzymuje sie przez przyjecie
najmniejszej mozliwej liczby falowej odpowiadajacej nietrywialnemu polu odksztalcen.
W rozwazanym przypadku n =0 odpowiada brakowi odksztalcen dodatkowych, a n =1
ruchowi sztywnemu. Pierwsza nietrywialna wartoscia liczby falowej jest wiec n = 2. Dla
tej wartosci liczby falowej 1 kilku szczegdlnych wartosci parametru wstgpnego spreZenia x
warunek utraty statecznoéci (2.29) sprowadza si¢ do

® £ 0 y warunek utraty statecznosci
1,2 0,2 3,19 2,19  kal;  9(ka)—6,351,,4(ka) =0
1,0 . 0,0 3,00 2,00 ‘kaly(ka)—6l,(ka) =0

0,8 —0,2 2,8 1,80 kalys(ka)—5,613(ka) =0

Warunek ten jest bardzo prosty 1 znalezienie krytycznego ka w oparciu o tablice funkcji
Bessela rzgdéw utamkowych nie nastrecza trudnosci.
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Peswome

YCTOWUUNBOCTE IIPEOBAPUTEIRHO HAIPSKEHHOTO KPYTOBOI'O IMJIMHAPA
TP KPYYEHHWM

PaccmaTpuBaercs npsMoit KPYroBoOH LHNUHAD, NIOABEPY(EHHbI] KOHEUHOH HedopMaluu NyTem Ho-
0aBJICHUA HJIY BbIPE3AHUST KIIMHA C NPOH3BOJBHBIM YIJIOM PacTBOpa M IIOCIEYIONIEro BOCCTALIOBJIEHUS
CBA3HOCTH Marepuana. ITONyueHHDLIH Taxum oGpasoM LMIMHEAP IIOJBEPraeTcs NOHEUHOMY KDYUEHHIO
H DaCcTAYKEHMIO. Y CTOAYMBOCTE LIWINHAPA MCCIEAyeTCs] 10 METOAY MallbIX BHPTYaNbHBIX Aedopmaiuil,
HAJIOYKEHHBIX Ha KOlleduble fedopmaiiue, npuuem nobasoursle ge)opMaliy SBISIOTCA NIOCKuvM, Ha-
CTCSL YC/IOBHE TOTEPH YCTOWUMBOCTH IS MAJIbIX YIJIOB DOCTBOPA KIIMHA.

Summary

STABILITY OF A PRESTRESSED CIRCULAR CYLINDER UNDER TORSION

A simple circular cylinder is subject to finite deformation by cutting out (or inserting) of a segment
with an arbitrary vertex angle; the edges of the cut are welded together. Such a prestressed cylinder is
then subject to finite torsion and extension. The stability of the cylinder is investigated by means of super-
position of a small two-dimensional state of strain upon the finite strains. The stability conditions at small
values of the vertex radius of the inclusion are presented.
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