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1. Wstep

Problem propagacji jednowymiarowych fal naprezenia w stalych osrodkach niejed-
norodnych byl przedmiotem badan wielu autorédw. Do$é obszerny przeglad literatury
z tej dziedziny podany jest w [1]. W pracach tych rozwigzywano zagadnienia graniczne
dla warunkéw brzegowych danych w naprezeniach (odksztalceniach) i predkosciach
(przemieszczeniach), Brak jest jednak rozwigzan podobnych probleméw dla mieszanych
warunkow brzegowych wyrazonych za pomocg rownan rozniczkowych (np. obcigzenie
zewnetrzne przylozone na mase skupiong lezaca na niejednorodnym osrodku), generu-
jacych fale stabej niecigglo$ci. Ten rodzaj warunkdéw brzegowych jest czesto spotykany
w praktyce inzynierskiej, szczegdlnie w problemach fortyfikacyjnych.

W niniejszej pracy zbadamy dynamike nieodksztalcalnej ptyty, spoczywajace] na
sprezysto-plastycznym podiozu (gruncie) ze zmienna granica plastycznosei.

Praca ta jest kontynuacja publikacji [2], [3], w ktérych zbadano analogiczny problem
dla oSrodka jednorodnego. Uzyskane tam wyniki stanowia tlo poréwnawcze dla zbadania
wplywu niejednorodnosci osrodka (zmiennej granicy plastycznoéci) na dynamike plyty.

Praca skiada si¢ z dwdch czeSci. W pierwszej czgsci rozwigzujemy problem dla o$rodka
ze sztywnym odcigzeniem, natomiast w drugiej skonstruujemy rozwiazanie dla oérodka
z liniowo-sprezystym odcigzeniem i zbadamy jego wpltyw na dynamike plyty.

2. Sformulowanie problemu

Zbadamy ruch nastgpujacego ukiadu. Na sprezysto-plastycznym niejednorodnym
gruncie wypetniajacym dolna p6iprzestrzen, spoczywa nieodksztalcalna, nieograniczona
plyta o jednostkowej masie m (masa odniesiona do jednostki powierzchni). Plyta obcia-
Zona jest réwnomiernie roziozonym ciénieniem nagle przylozonym i nastepnie maleja-
cym do zera. Tego typu schemat obcigzenia moze byé modelowym przedstawieniem
obiektu znajdujgcego sie pod dziataniem powietrznej fali uderzeniowej w bliskim oto-
czeniu epicentrum wybuchu tadunku jadrowego.

Fizyko-mechaniczne wlasnoéci gruntu aproksymujemy modelem Prandtla ze zmienng
(monotonicznie rosnaca) wraz z glebokoécia granica plastycznoéci. Przyjmujemy, Ze na
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galezi odciazenia odksztatcenie nie ulega zmianie — sztywne odcigzenie. Do matema-
tycznego opisu uzyjemy wspélrzednej Lagrange’a, przy czym dodatnia pdlo§ Ox kieru-
jemy w glab osrodka.

Sformutowany wyzej problem wraz z przyjetymi zalozeniami w jezyku matematycznym
przyjmuje nastepujgcg postac:

réwnanie rownowagi

(21) 00T, = O,x;
zwigzki geometryczne
(2.2) ' V=U,; £ = lU,;

zwigzki fizyczne
a) w strefie obcigZzenia

a(e) = Eog, dla  [o(e)] <= o+ (%),

CI oo D = Bt BT, dla Jofe ) > o/
b) w strefie odciaZzenia

(2.4) e(x, t) = e(x);
warunki poczatkowe

2.5) w(x,0) =10, wo(x,0)=0;
warunek brzegowy

(2.6) o0, 1) = mv,, (0, )—p(1),

gdzie p(t) jest cisnieniem zewnetrznym obciazajacym plyte, natomiast funkcja f{(x) cha-
rakteryzuje zmiang granicy plastycznosci gruntu. O funkcji tej zakiadamy, Zze:
2.7) flO)=0, Jfiuw=0, 0ox)=—0)—f(x).

Wymienione wyzej réwnanie, zwiazki geometryczne i fizyczne oraz warunki graniczne
jednoznacznie okreélaja dany problem.

3. Konstrukcja rozwiazania problemu

Przy zatozeniach sformutowanych w poprzednim paragrafie obraz falowy rozwiazania
przyjmuje jedng z postaci pokazanych na rys. 1. Analityczne rozwigzanie problemu ksztat-
tuje sie nastgpujaco.

Strefa obciazenia (obszary 1. JLi II). W strefie obcigZzenia zgodnie z (2.1), (2.2) i (2.3)
ruchem osrodka rzadza nastgpujace réwnania:

3.1) U, —aji, =0 (obszary Ii1l),

E,—E
3.2 —-([2 L = __1__ 0
(3.2) Uy — A7 Uyxx 00 Eq

gdzie a, = I/E?/é:, a, = I/EI/QO .

f'(x)  (obszar T1I),
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W dalszym ciagu rozwazai parametry nalezace do danego obszaru bedziemy oznaczad
dolnym indeksem liczbowym zgodnym z numerem danego obszaru.

Rys. 1

Ogdlne rozwigzania réwnan (3.1) 1 (3.2) maja nastepujgca postac:

X

ag )’
| X

3.3) “2:4’2("%)”/ (+ )

X X
1(3:@3(t-‘ al)_HPB (t‘i‘—ar)— EoE, ff(f)df

Z jednorodnych warunkéw poczatkowych (2.5) wynika, ze

u, = D, (t——;) —1-‘]11( B

0

(3.4) ![fl(t—i- i) - srfz(t'T—X_) =0.
dg a

0

Fizycznie oznacza to, Ze w obszarach 11 II brak jest zaburzen wedrujacych w ujemnym
kierunku osi x.

Na podstawie (2.2), (2.3) i (3.3) oraz (3.4) otrzymujemy:

Ulz“ﬁéi(t—i)a Uzz_%d)é(t—i),
o

do do Qo
_hEl I X EO
0= T 3(“a—)+*—¥fs(t+ )+ S—Eo—’
(3.5

v, = qs'( ;‘_) vy = @;(z—aio),

T3 = q’s(t—“ﬁ) *FTé(t—i‘L),
a,

gdzie @' i ¥’ oznaczaja pochodne funkcji @ i ¥ wzgledem argumentéw.
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Pozostale parametry ruchu oérodka, tj. przyspieszenie w 1 przemieszczenie u otrzy-
mujemy dokonujac odpowiednio operacji rézniczkowania i catkowania pola predkodci
wzgledem czasu. Majac to na uwadze w dalszym ciagu bedziemy podawaé tylko wzory
na naprezenia 1 predkosci.

Podstawiajagc (3.5), 1 (3.5)s do (2.6) oraz calkujac otrzymane réwnanie rézniczkowe
dostajemy jawna postaé funkcji @,, a stad wyrazenia na pole naprezen i predkosci

RY

o050 = ot ) " pema,
(3.6) ;

ou(5 1), hp = 0 = 2070
00l mag m

Obszary II i IIT sg rozdzielone frontem plastycznej fali obcigZzenia x = k(¢) (rys. 1).
Na froncie tym nastepuje odbicie i zatamanie plastycznych fal naprezenia wywolane
nicjednorodnoscia osrodka. Aby rozwigzaé problem w obszarach 1I i ITI nalezy okredli¢
nastepujace funkcje: @3, @5 15 oraz front fali plastycznej x = k(¢).

Wykorzystujac warunki ciggltodci pola naprezen i predkodci na granicy obszarow
IT1 111, warto$¢ naprezenia rdwng granicy plastycznodci na krzywej x = k(¢) oraz warunek
brzegowy (2.6), otrzymujemy nastepujacy ukiad réownan na wymienione wyzej funkcje:

o 0] o] or 0]

Ey -, k(1) 0_ .
] (ps[,-ﬂ ¢ ]: — R~ f KO,

7)1(«\‘, f) =

(37
. El_ ’ __ k(’) El st k(l) 0 EI_EO —— _ 0
—El @3 [[ a, ] a, I ' a, +Us Eo - Os f[k(t)]a
E E —
Lo, (t)+a—1w;<r)+asﬂEi = m[B5(O+P5 O1-p ().
1 1 0

Z pierwszego i trzeciego rownania po rozwikianiu otrzymujemy

— [z-— "(’)] g0 ”1+“° FLITK),

(3.8) ]a(l)
gl KO odo—ay
3[t+ a;] % 3K, +Nf Tk (0],
gdzie
1 a a 1{a a
3.9 L=— SR =2 L]
G- (E(,*El)’ N 2(150 E)

Zatézmy chwilowo, Zze znamy funkcje x = k(t). Wéwczas wartosci funkeji @5 i %5
w dowolnym punkcie (x, t) obszaru III wyraza sie nastepujacymi wzorami:

—?; (z—i) =0l “1+“° +Lf(xy),

ay

(3.10)

X a
Vilt+-=| =002
3(+a1) % Ok,
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gdzie

X;—X X;—X
(3.11) xl‘k(t‘i’ a4, ), xz——k(l——al—).

Wielkosci x; 1 x, sa odcietymi punktédw przecigcia si¢ charakterystyk odpowiednio
dodatniej 1 ujemnej z frontem fali x = k(t), przechodzacych przez wspdlny punkt (x, £),
polozony wewngtrz obszaru III (rys. la). Stosowane w dalszym ciggu rozwazan ozna-
czenia x,(x, £) i x,(x, t) nalezy rozumieé jako rozwigzania réwnan (3.11).

Analityczne rozwigzanie problemu wewnatrz obszaréw II i 111 po wykorzystaniu
(3.10), (3.7), i (3.5) ksztaltuje si¢ nastgpujaco:

(3.12) 02(x, ) = —o{—flk(t)],  vi(x, 1) = —2" + fo f[k(ll)]
oraz
(3.13) o3(x, 1) = —o?+--Lf( x) lr-——‘ Nf(x2), os(x, )= 7:-—0 e — LS (x1)+Nf(x2),
gdzie
. x—k()
(3.14) fo= =

Wréémy obecnie do okreélenia frontu plastycznej fali obciazenia x = k(¢). Zadajac
spelnienia przez wyraZenia (3.13) warunku brzegowego (2.6) na granicy obszaru III,
otrzymamy

(3.15) ~a§’+f—l‘Lf(x1)+%Nf(xz)=

a k'(t—x,/a;)

a k'(t+x, Ja;) "
ay+k'(1—x/a,) 7 (XZ)] —2(;

a,—k'(t+x,/a,)

= m[——L f’(x1)+N

gdzie obecnie

(3.16) x, :k(z+ﬂ), xz—k(t—li).
a, a
Réwnanie powyzsze obowiazuje dla czaséw #, < t << 1, (patrz rys. la). Jest to nie-
liniowe réwnanie rézniczkowe z przesunigtym argumentem. Analiza tego réwnania i kon-
strukcjg rozwiazania zajmiemy si¢ w rozdziale 4. Obecnie przejdziemy do strefy odcigzenia.
Strefa odciazenia. W strefie sztywnego odcigzenia mamy wv(x,t) = v(1) i wobec tego
z réwnania réwnowagi (2.1) po scatkowaniu wzgledem x i wykorzystanin warunku brze-
gowego (2.6) otrzymujemy

3B.17 o(x, t) = (0o x+m)o'(t)—p(2).

Front fali odciazenia x = s(¢) w rozpatrywanych warunkach granicznych jest frontem
stabej nieciaglosci. Majac to na uwadze wprowadzamy do (3.17), przy x = s(¢), pole
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naprezen i predkoéci z obszaru III wyrazone wzorami (3.13). W konsekwencji otrzy-
mujemy nastepujgce réwnanie na front fali odcigzenia x = s(¢)

(3.18) . - [ K [t—sit)—k ][ﬂ —5'(1)]
02 (62) S LS () N = Toos() 4] l —Lf"(x)) :

al—k’[t-@ *]
a; a,
o 0 =)

- —p(0),
. +k,[t IO ] J
a, a,
gdzie

. s(t) | x _ sty x,

Réwnanie powyzsze catkujemy numerycznie w przykladzie liczbowym za pomocg
metody Runge-Kutta.

Przejdziemy obecnie do okredlenia pdl napreZzen i predkosci w poszczegdlnych ob-
szarach strefy odcigzenia. Rozpatrzymy dwa mozliwe uklady obszaréw na plaszczyZnie
fazowej x, ¢ (patrz rys. la, b).

+Nf"(x2)

Przypadek I — 7y < 7 (rys. 1a).
Obszar 1IV:
Na podstawie (3.17) i (3.13) otrzymujemy
a4(x, 1) = (Qox—l—m)[——Lf'(xl))'cl-}—1Vf'(x2)5c2]—1)(t),
Ao

va(x, 1) = ‘E‘U =L (%) +Nf(x2),

gdzie x, 1 x, okreslajg wzory (3.19), natomiast ich pochodne przyjmuja postaé

k,[t_ s(1) +ﬁ]
a, a4

(3.20)

).Cl = " [al'—sl(t)]p
a,—k' [t—%—i—':—l:l
3.21 ! !
( ) k_l|: S(f) x2]
4 2L 22
= & [a;-+5' (1))
a,+k' [7+ A0 —;C—Z]
1 1
Obszar V:
V—'.\'K
N PRl —in|r— il o
o5(% 1) = — [0/ (xl e fone 3 )—hle -2 [ peeneae,
(3.22) "
' _ Eo
7)5(x’ t) - Eo Os (xx t), hl - ao(m“l_QoxK) )

gdzie xx i tx sa wspStrzednymi konca fali odcigzenia (rys. 1). Okre§lamy je z przecigcia
si¢ frontu plastycznej fali obcigZzenia z falg odciazenia.
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Obszar VI:
n- X
00, 1) = [0 Lo, )-Hp (O] (),
(3.23)
ve(x, 1) = — 'EEI‘Z— os(x, ).
Obszar VII:
0105, 1) = O [0 oy Cele ™0y 7 [ p(&yenca],
[¢]
(3.24) 'K
'117(X, t) = - ";%" 07(xK, t)-

Obszar VIII:

S PRPE S I P A T
og(x, 1) = —[og +f(xx)]e ’ ( Ko )—hle I ( “ ) fP(rf)e"IEdE
(3.25)

7)8(x’ t) = - ';;:_)" UB(X, t)

Przypadek Il — 7x > 7 (rys. 1b). W tym wariancie rozwigzanie w obszarze IV pokrywa
sie z rozwigzaniem w obszarze IV poprzedniego przypadku. W pozostatych obszarach

otrzymujemy
Obszar V:
os(x, 1) = (Qox+m)[—Lf (x;) %, +Nf"(x2) X2],
(3.26)
vs(x, f)—E—OU s—Lf(x )-+Nf(x,).
Obszar VI:
m--p0x —hi(t—
oo(x, 1) = 20T [—af—[(xgle Y,
Qo Xk
3.27) .
vﬁ(x’ t)= —’EO—O’G(-X% t)‘
0
Obszar VII:
,_lll(t —lg— * AK)
o,(x, 1) = [—o?—f(x o
(3.28) 2(x, 1) = [ f(xx)le v
vr(3, 1) = — g 025, 1).

4. Analiza frontéw fal obcigzenia i odciaZenia

W pierwszej kolejnoéci zbadamy front plastycznej fali obciazenia. Front tej fali za-
czyna propagowaé sie od plyty w glab oérodka w chwili 7 =, dla ktérej naprezenie
pod plyta osigga warto$é 0 = —o?.

10 Mechanika teorctyczna
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Réwnanie (3.15), po uwzglednieniu faktu, ze dla # = 1, zachodzi x; = x, = 01f(0) = 0,
redukuje si¢ do réwnania kwadratowego, po rozwigzaniu ktérego otrzymujemy zamknigty
wzdr na poczatkowa predkodé fali o postaci

(41) Cs = k,(rs) = s
Ao
2(?:: +4)
gdzie
4 = [p)—0d1E,
mf"(Oyaoa,

Warunkiem istnienia frontu piastycznej fali obeigZenia w badanym przypadku nie-
jednorodnosci jest k'(s5) > 0. Ze wzoru (4.1) wynika, Ze warunek ten bedzie spelniony
gdy
4.2) plt)—a? > 0.

Dla p(,)—a? < 0 w oérodku pod plyta wytwarza sie tylko sprezysty stan odksztalcenia.

Poza tym z (4.1) wynika, Ze poczatkowa predkosé propagacji plastycznej fali obcigze-
nia moze zmieniaé si¢ w przedziale 0 < ¢, << a;.

Przejdziemy obecnie do konstrukcji rozwigzania réwnania frontu fali (3.15). Jest to
nieliniowe réwnanie rdzniczkowe z przesunigtym argumentem typu neutralnego. Dla
skonstruowania rozwigzania tego réwnania, poczatkowy (dostatecznie maly) odcinek
frontu fali aproksymujemy odcinkiem stycznej do tegoz frontn o wspdlczynniku kierun-
kowym wyliczonym z wzoru (4.1). Odcinek ten ma postaé

4.3) k() = c(t—t5), <<t 44t

Dalej na podstawie (3.11) 1 (4.3) otrzymujemy
4.4) Xy = —2T o (f—t).
Podstawiajac z kolei (4.3) i (4.4) do réwnania frontu fali (3.15), otrzymamy

—d‘é-f(xl)—klf(xl) = 0(1),

a stad
I3
(4.5) JGey) = e=le=19 [ 0(&) =12 E,
Is
gdzie
_o0—p@) EN ay ¢ N d aies .|
“.6) YO0 e [+ =1+ g | o 1)

am’
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Majac znang postaé funkeji f(x;) z réwnania (4.5) mozZemy okreslié dla poszczegdlnych
chwil czasu warto$¢ nieznanego argumentu x,(¢), ktéry zgodnie z (3.16) w przedziale
1, < t < f+dt—x, Ja, poprawia zalozony poczatkowo liniowy odcinek frontu fali,
natomiast dla ¢ > t,--Ar—x, [a; okresla kolejny odcinek frontu fali potrzebny do reali-
zowania nastepnego kroku obliczed. Dalej proces obliczeni powtarza sie.

Przejdziemy obecnie do analizy frontu fali sztywnego odcigzenia. W pierwszej ko-
lejnoéci zbadamy zachowanie si¢ frontu fali w otoczeniu punktu «startowego» (0, £,,).
Czas 1,, jest chwila, w ktdrej naprezenie pod plyta osigga maksymalng warto$é (w sensie
wartosci bezwzglednej). Okredlamy go z réwnania

(47) 0-3,1(0: fm) = 0.
RSwno$¢ ta, po wykorzystaniu (3.13), przyjmuje postaé
(4.3) Lf (e X1+ Nf (xyX2 = 0.

Rézniczkujac z kolei réwnanie frontu fali x == k(¢) i uwzgledniajac (4.8) dla t = ¢,
otrzymamy
(4.9) m[—sz.(.x)(fvl)z—LfZ_\-,)il +Nf{.iz)(k2)2+NfEx2):\:2]*[)’(7'»') = 0.

Poza tym réwnanie (3.15) mozna zapisaC w nastgpujacej skrécone] formie

4.10) —0'04— Lf( 1)+ E, Nj(x,)~|—mLf(,”),\1 MNSf (s y%2+p(ty) = 0,
gdzie
x; =k (t,,,—l— ﬁ), x, =k (;m_ﬁ)’
al ag
a, k’ (tm—{_'x'l) a; k’ (t,,,—— —x—z)
. a, . a,
Xj=—"", X=——
(1 ) o+ 1= 22)
a a,

W ten sposdb otrzymali§my trzy tozsamofci, ktére wykorzystamy przy badaniu frontu
fali odcigzenia,

Z réwnania (3.18), po rozwiklaniu wzgledem s'(¢), otrzymujemy

4.11) ’ s'(1) = a; %’:)),
gdzie
Wi(s, t) = Q()Tl)—l-m [—O'g—l‘f(xl)%Lﬁ-f(xz)%N-I-P(t)]-l-

+Lf(’xl)x1_Nf(lx2)-5C2:
G(s, 1) = Lf (x %1 +Nf (xpy %2
(4.12) Mzkk_ﬂ2+%q, Z_kp+xn xﬂ,
. 1

a, a, a,

' s@) | x, , 5(2) _x_l]
”kP—fo;J . %kk+zi a

E] Xz = -
al—/c’l:t—ﬂ+ﬂ] al+k’[t+£(_tl~ﬁ]
a, a,

a, a,

iy =

10*
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Na podstawie tozsamoséci (4.8) i (4.10) wynika, Zze W(0, t,) = G(0, 1,) = 0. Oznacza
to, ze réwnanie (4.11) posiada w punkcie (0, £,,) izolowany punkt osobliwy. Zbadamy
zachowanie sie frontu fali w otoczeniu punktu osobliwego.

Zgodnie z metodg Frommera [4] réwnanie (4.11) zapiszemy w postaci

a—l—b ds
1t d. 2
(4.13) s'(tn) = ay Wi tlm =a, -
G,,dl‘—}—G,st _[_df{i
gdzie
a= W i-1,.s=0=0,
b= Wi, s=0=—2Ty,
¢ = G,1l1=1,,,, s=0 = 2T,
(4.14) d= G,s!1_.1,,,,:=o =2T,,
Ty = o UGy (5P L G S N (o (20 N e ),

m - . , . P ;.
T, = Bar, [—Lf ey Cei)* — Lf (e p X1 - NF 5y (%2)* NS () ¥2] -

Kiladac w (4.13) ds/dt = s'(¢,,) otrzymamy wzdr na poczatkowa predko$§é frontu fali
cdcigzenia

(4.15) co = 5'(tn) = 2a, [1—2me e (F2) (;“{ "‘1”(2]
W szczegdinym przypadku dla odrodka jednorodnego mamy
(416) ] Cq — 2a1 .

W ten sposéb okredliliSmy wspotczynnik stycznej do krzywej catkowej w punkcie
osobliwym (0, 1,). Powstaje pytanie, czy tylko jedna krzywa calkowa przechodzi przez
ten punkt, czy tez pgk krzywych o wspdinej stycznej, wyzej okreslonej. Na to pytanie
znajdziemy odpowiedZ badajac rodzaj punktu osobliwego. Zgodnie z metoda From-
mera [4], o rodzaju punktu osobliwego decyduja pierwiastki 2, i A, réwnania charak-
terystycznego

“.a7n A—(b-Fe)A+be—ad = 0.

Dla wartosci wspotczynnikéw a, b, ¢ i d okre§lonych wzorami (4.14), réwnanie (4.17)
ma dwa pierwiastki rzeczywiste o nastepujacych wartosciach:

(4.18) Ay =2T,, A= —2T,.

Zatem punkt osobliwy jest punktem siodfowym i przechodza przez niego dwie krzywe
catkowe. Krzywa catkowa o stycznej s4(f,) = 0 nie speinia warunkdw ciagfodci w oto-
czeniu punktu (0, f,) 1 zostala wylgczona z rozwazah. W ten sposéb udowodniliSmy
jednoznaczno$¢ badanego problemu. Krzywy s(t) okreslamy z rownania (4.11) rozwiazujac
go metoda Runge-Kutta.
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5. Przyklad liczbowy

Na podstawie wyprowadzonych w poprzednich paragrafach wzoréw przeprowadzono
ilosciowa analizg¢ ruchu plyty nagle obciazonej przyloZzonym ci$nieniem zmieniajacym
sie¢ w czasie wg prawa

t n
(5.1 (1) = po (1—;—) ;
przy liniowej zmianie granicy plastycznosci oSrodka
(5.2) Jx) =

Dla wykonania obliczen numerycznych wprowadzono nastepujace wielkosci bez-
wymiarowe:

4 x p() o
T: —, X =, P T S B = —
. 4 (1) e 0 e
U:Qoao u, V__:_Qoao v, W:_Qoaoiw’
PoT Po Po
k(¢ s(t X
k=20 s =20, roo-L9,
(5.3)
K
k=20 5= pu= —fp(: Far,
ag Aa,t 00ay(T
—t . k == ~——_——’ _ ——
lu‘ a]_ 1 po kO m >
mA 00doT uly
k, = Ly=>22"" =9
2 opo’ ? m L 1o Xy

Rys. 2.

Wyniki obliczen liczbowych wykonanych na EMC zamieszczamy w postaci graficz-
nej na rys. 2-4.
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ukotw 1o=10, y=3, 0s=023, n=3
v |-q
Wmax
10
U L -01w
- 5 v]-g
08= Vinax 15 3«\ =10, y=3, Qs=025
i \\ kq=1
“\ == k=0
a6\ Qmax
04
i Unmay
o2l —=Wnin

Umax
Vmax
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0,8

u=3, 05=025, n=3
ky=1

k=0
! 1 L | i ! . {

04

60 30

L
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Rys. da, b

|
005 0 02

Rys. 4c, d

Dla obcigzenia przyjetego w postaci (5.1) ruch plyty i stan naprezenia w o$rodku pod
plyta zalezy od pigciu parametrow: Iy, u, Q,, n 1 k;. Charakter wplywu tych parametréw
obrazujg zamieszczone wykresy.

Na rys. 2 pokazujemy fronty fal plastycznych K(T) i fronty fal sztywnego odciazenia
S(T) dla kilku wartoéci wspdlczynnika k,, ktéry jest odpowiedzialny za zmiang granicy
plastycznoéci oérodka.

Jak nalezalo oczekiwaé, ze wzrostem gradientu wzrostu granicy plastycznoséci (k)
intensywnie maleje gleboko$é przenikania strefy odksztalcen plastycznych., Proces ten
przebiega nieliniowo. Taki rodzaj przebiegu zjawiska wynika z okolicznosci, ze wraz
z powigkszeniem gradientu wzrostu granicy plastycznoéci maleja nadwyzki ci$nienia
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powodujace uplastycznienie osrodka. W konsekwencji maleje strefa odksztalcen pla-
stycznych.

Na rysunkach 3a-d zamieszczone sg przebiegi zmian w czasie bezwymiarowych wspot-
czynnikow przemieszczenia piyty U, predkodci V, przyspieszenia W i maprezenia pod
plyta O dla kilku wielkodci wspdlczynnika k,. Charakter zmian w czasie wymienionych
parametréw jest podobny, jak dla o$rodka jednorodnego k, = 0 [2], z tym, ze wielkogci
UiV wraz ze wzrostem k, — maleja, a warto§¢ Q,,,. roénie. Dla realnych wielkoéci wsp6i-
czynnika k, (np. k, = 5) roznice dochodza do kilkudziesigciu procent. Fakt ten ma

lo=10, Qs=0,25, n=3

Umnax
Vinax Wmux e ::rjg
- Qmux 1~
10 w

Rys. 4c

istotne znaczenie w praktyce inzynierskiej. Malenie wielkosci U i V oraz wzrost Q..
jest wynikiem oddzialywania fal odbitych od niejednorodnosci, ktére dzialaja hamujaco
na ruch plyty i spietrzaja naprezenia pod nia.

Na rysunkach 4a—e pokazano zmiany maksymalnych wartoéci poszczegélnych wspdi-
czynnikéw w funkcji parametréw Iy, y, Qs, 1 1 k,. Jako tlo poréwnawcze zamieszczono
réwniez wyniki dla osrodka jednorodnego. Z zamieszczonych wykreséw wynika, zZe
szczegblnie wrazliwe na niejednorodno$é osrodka jest przemieszczenie plyty. Réznice
dochodza tutaj nawet do 100%.

Reasumujgc nalezy stwierdzi¢, Zze zaniedbywanie w dynamicznych obliczeniach obiek-
tow fortyfikacyjnych (czesto spotykane w literaturze technicznej) wplywu niejednorodnoéci
ofrodka moze prowadzi¢ w niektorych przypadkach do powaznych bledéw.
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Peaswome

INHAMIKA JKECTKOM TJIUTHI HAXODSUIEHCS HA YIPYIO-IUIACTUUECKOM
HEOOHOPOOHOM OCHOBAHHM. YACTS I.

B paboTe HCCICAOBAHLI NAPAMETPLI ABMIKEHHSA JKECTKOM IUIMTLI HAXOMALICHC 114 YIPYro-INACTI-
YeCKOM OCHOBAHMII ¢ HEPCMEHHBLIA IIPCACIION MJIACTHUHOCTH. MlecaenoBavist mpoBeacHsl IS sKecTKOI
pasrpyswyl. IlipTa Harpy»eHA PaBHOMCPHO PachpEneNeAHbIN JABJICHHEM, TIPIUIOMNKCHILIM BHE3alHo,
4 3aTEM MOMOTOIIHO yobIBaroLEemM K Hyno, ITpy Takux YC/IOBHAX, MIPH COOTBCTCTBEHHO NOAOGPaHHOIT Ha-
rpyaie, MIIITa FEHEPIPYCT B OCTIOBAHMHU [IIACTHUCCKHE BOJIHBI HATPY 3K, 32 KOTOPLIMIL CICAYST HPOLEce
paarpyay. s ppoHTOB IUIACTHUCCKOM BONMHLI HATPY3KIL M BOJIHLI PA3TPY3KH [TOJVYEHLI HeTHEeHIbie
OCLIKHOBCHHBIE Auchhe pCHITANBHbIE YPAaBHEHII CO CABHHYTAIMH APTYMEHTAMH COACDIKAILMAMH UCKOMbIE
dyvaxuay (PpoHTHI BONH). DTH YPABHEHHS PEIUEHb] Ha SJICKTPOHHON BLIMHCAHTCALHON MATEMATHUCCKOIT
Mammne. Buisegenbl 3aMKHyThbie (GOPMYNIbL BT HAUAIBHEIX CKOPOCTCH PaclpOCTPAaHEHUS TLIACTHUECKOI]
BOJHBI U BONUBI Pasrpy3Ki. JHCICHHO Hccaeiobata I30BACHAOCT, NMapaMeTPOR ABHIKEHUST TWIHTLI 11 Pe-
AKUUH MepesaBaeMoil c10 Ha OCHOBAHME OT HCOAHOPOAHOCTH Tpeqena JIACTHYHOCTH OCHOBAHMUII,

Summary

DYNAMICS OF A RIGID PLATE RESTING ON ELASTIC-PLASTIC NONHOMOGENEQUS
MEDIUM. PART I

In the paper the parameters of motion of a rigid plate resting on elastic-plastic medium with varying
plastic yield limit was investigated. The investigations wcre carried out for rigid unloading. The plate was
loaded with uniformly distributed pressure which at first was suddenly applied and next was allowed to
decrease monotonically up to the zero value. Under these conditions and for the respectively chosen load
the plate generates in the medium the plastic loading waves, which are followed by unloading process.
For the fronts of plastic loading and unloading waves the usual nonlinear differential equations with shifted
arguments containing the sought functions (wave fronts) were obtained. The equations were solved with
the help of a digital computer. The closed formulae for initial velocities of propagation of plastic loading
and unloading wave were derived. The motion parameters of the plate and its reaction transmitted to the
medium depending on the nonhomogeneity of the plastic yield limit were numerically investigated.
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