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Celem niniejszej pracy jest analiza problemu optymalizacji przy nie stosowa-
nym dotychczas zalozeniu, ze wektor sterowania jest okresowy w zadanym,
skoniczonym przedziale zmiennej niezaleznej, przy z goéry narzuconym okresie.
Warunki konieczne optymalnosci otrzymaé mozna np. z zasady maximum
Pontriagina [1,2].

1. Sformulowanie i rozwigzanie problemu

Calkowity przedzial [0, L] zmiennej niezaleznej t dzielimy na n podprzedzialéw
o dlugosci:
L .
T== (1.1)
gdzie n = 1,2, ..., < 0o. Zmienne niezalezne ¢, zadane w poszczegdlnych poprze-

dzialach okreslamy zaleznoscia:

ty=t+(¢—- 1T (1.2)
orzy g = 1,2,...,n. Wielkos¢ t; przebiega pierwszy podprzedzial:
0<t, <T (1.3)
lub :
0<t, <T (1.4)

w zaleznosci, czy podprzedzialy sa otwarte, czy domkniete.

Rozwazaé bedziemy uklad fizyczny, ktérego dynamiczne zachowanie opisane
. jest przez skonczona liczbe zmiennych rzeczywistych z,(t),..., zn(t). Wartosci tych
zmiennych okreslaja stan ukladu w kazdym punkcie ¢ € [0, L]. Konkretnie przyj-
mujemy, ze stan obiektu opisany jest ukladem N réwnai rézniczkowych, zwyczaj-
nych, pierwszego rzedu:

£i(t) = fi(=(0),u(0),1) (1.5)
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gdziei = 1,2,..;, N, (.)'ozn_acza pochodna po ¢, z(t) jest N-wymiarowym wektorem
stanu. O funkcjach f; zaktadamy, Ze sa okreslone dla wszystkich z,u,t, ciagle wraz
z pochodnymi éf;/62 ze wzgledu na 2, u, oraz odcinkami ciagle ze wzgledu na t.

Wystepujacy -w (1.5) wektor u(t) o wspélrzednych uy(t),...,u,(t) jest r—
wymiarowym wektorem sterowania ukladu, czyli sterowaniem. Narzucamy na
niego nastgpujace ograniczenia:

a) zakladamy, ze funkcje strowania sa dopuszczalne, tzn., ze naleza do zbioru
funkcji okreslonych i odcinkami ciaglych:

u(t) e U da telo,L) (1.6)

O zbiorze U zakladamy, Ze jest ustalony, czyli niezalezny od stanu z i punktu t. Ste-
rowania dopuszczalne maja skoficzona liczbe punktéw nieciaglodci pierwszego ro-
dzaju. W punktach tych jako wartos¢ sterowania przyjmujemy jego prawostronna
granice u(7) = u(r + 0);

b) zakladamy dodatkowo, ze funkcje sterowania sa okresowe w skonczonym
przedziale [0, L). Znaczy to, ze zachodzi réwnosé:

u(t1) = u(t,) (1.7)

w ktorej t, okreslone jest wzorami (1.2), (1.3). Przyjmujemy, ze tak okreslone okre-
sowe sterowanie jest dopuszczalne, tzn., ze pojawiajace si¢ w kraficowych punktach
podprzedzialéw ewentualne nieciaglosci sa pierwszego rodzaju. Zalozenia a), b)
méwia, ze ze zbioru dowolnych sterowaii dopuszczalnych wydzialany jest podzbiér
funkcji odcinkami ciaglych i jednoczesnie okresowych, czyli powtarzajacych swéj
przebieg w kazdym podprzdziale. Do réwnait stanu (1.5) dotaczamy warunki brze-
gowe:

#1(2(0)) =0 l1=1,2,.,p<N
(1.8)

@x(z(L)) =0 k=1,2,...,p<N.

O funkcjach ¢, @ zakladamy, ze sa okreslone i ciagle wraz z pochodnymi ze
wzgledu na swoje argumenty.

Przy wszystkich zalozeniach dotyczacych funkcji f;, wektora sterowania u,
funkcji brzegowych ¢y, ¢x mozna zawsze znalei¢ jednoznaczne, ciagle, odcinkami
rézniczkowalne rozwiazanie uktadu réwnan (1.5).

Szukaé bedziemy rozwiazania nastepujacego problemu: przy ograniczeniach
(1.5) + (1.8) nalezy znalezé takie z,u, ktére funkcjonatowi:

L

J =/f0(z(t),u(t),t)dt' (1.9)

0
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nadaja minimalna warto$¢. Przyjmujemy, ze funkcja fo jest tej samej klasy co
funkcja f;.

Sposéb rozwiazania postawionego problemu sprowadza sie do eliminacji okre-
sowosci sterowania przez zwiekszenie liczby réwnaid stanu tak, aby nowy uklad byl
okreélony w jednym z podprzedzialéw, np. pierwszym. W tym celu réwnania (1.5)

zapisujemy w poszczegdlnych podprzedzialach:

5i(ty) = f;(2(tq) 8(te)sty)- (1.10)

Réwnania (1.10) stanowia uklad nN réwnan réiniczkowych zwyczjnych. Aby
uktady (1.5) i (1.10) byly réwnowazne nalezy do (1.10) dolaczy¢ warunki ciagtosci
zmiennych 2 w kraficowych punktach podprzedzialéw. Maja one postaé:

2i(tm) = Zi(tm41) (1.11)

tm=mT

tm+1=mT

Po wykorzystaniu (1.2) i (1.7) réwnania (1.10) przechodza w uklad zalezny od
zmiennej 1;:

zi(ti+(g-DT) = fi(et+ (@ - VD) u(t)t + (g~ DT).  (1.12)

Warunki brzegowe (1.8) pozostaja bez zmian, natomiast warunki ciagloéci (1.11)
przechodza w:

zi(mT — 0) = z;(mT +0) m=1,2.,(n—1).  (113)

Analogicznie nalezy postapi¢ z funkcjonalem (1.9). Zapisujac go w poszczegdl-
nych podprzedzialtach mamy:

n oI '
J=3 / fo(2(tq), u(ty), tg) dty. (1.14)
W (g-1)T

Po zmianie zmiennych we wszystkich skladnikach sumy za pomoca definicji (1.2),
oraz po wykorzystaniu ograniczenia (1.7) dostajemy:

T

J = /ifo(z(tl + (q - ]:)T,ﬂ(tl),tl + (q - I)T) dt;. (1.15)
o 9/1 .

Z otrzymanych zaleznoSci wynika, Ze problem optymalizacji zadany w
przedziale [0, L] funkcjonalem (1.9), réwnaniami (1.5) z warunkami (1.8), przy
ograniczeniach na sterowanie (1.6) i dodatkowo (1.7) jest réwnowazny problemowi
okreslonemu w podprzedziale [0,T] funkcjonalem celu (1.15), réwnaniami stanu
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(1.12) z warunkami brzegowymi (1.8) i dodatkowo warunkami ciaglosci (1.13),
przy ograniczeniach na sterowanie:

u(t)) €U (1.16)

bez warunku okresowosci, ktéry zostal formalnie wyeliminowany.

Warunki konieczne optymalnosci rozwiazan rozwazanego problemu wyprowa-
dzone zostaly z zasady maximum Pontriagina [1,2]. Sterowania okresowe okreslone
ograniczeniami (1.6) i (1.7) stanowia podzbiér zbioru sterowan dopuszczalnych U —
wz6r (1.6). Jezeli zasada maximum stosuje si¢ do dowolnego zbioru tych sterowas,
to musi réwniez stosowaé sie do kazdego jego podzbioru. Tym samym musi byé
stuszna dla przypadkéw optymalizacji ze sterowaniem okresowym w skoficzonym
przedziale.

Zasade maximum stosowad bedziemy w nastepujacej formie;
aby w problemie optymalizacji funkcjonal celu (1.9), przy ograniczeniach (1.6),
osiggal minimum nalezy rozwiaza¢ réwnania (1.5) z warunkami (1.8), oraz réwna-
nia sprzezote:

Xi(t) = _358 (1.17)
z warunkami:
2:(0) = %
) (1.18)
ML) = -aﬁff,)' _
Hamiltonian A okreSlony jest wzorem:
N
H(t) = dofo(=(t), u(t), t) + 3 X:(t) fi(2(2), u(t), 2) (1.19)

i/1
przy Ag = const < 0, natomiast funkcja brzegowa wzorem:

p= ZP:PM (3(0)) + iﬁk‘{-’k (Z(L)) (1.20)

i/ k/1

w ktérych py, pr sa stalymi podlegajacymi w (1.18) eliminacji. Sterowanie opty-
malne wystepujace w (1.5) i (1.17) wyznacza sig z warunku optymalnosci:

Hope(t) = max A (D) (1.21)

O hamiltonianie (1.21) wiemy, ze jest funkcja ciagla, w szczegSlnosci dla przypad-
kéw autonomicznych jest staty.
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Z wszystkich dotychczasowych rozwazan widad, ze zasade maximum Pontria-
gina mozna bez zadnych istotnych zmian stosowaé do problemu optymalizacji za-
danego w przedziale [0,T] wzorami (1.15), (1.12), (1.8) i (1.16), oraz warunkéw
ciaglosci (1.13), ktére sa warunkami brzegowymi réwnan stanu w poszczegdlnych
podprzedzialach (1.2) i dlatego musza by¢ uwzglednione w funkcji brzegowej (1.20).

Funkcja ¢, ktéra okresla warunki (1.18) przyjmuje obecnie postaé:

p = zp:pl¢1 (z(O)) + Ep:ﬁk@k (3(L)) +

iNn k/1
N n-1 ’

+ 33 pmi(zi(mT — 0) - zi(mT +0)) (1.22)
/1 m/1

gdzie p,,; maja wartoé¢ stala.
Z warunkéw (1.18) wydzielamy zaleznosci zwiazane z warunkami (1.13):

9y
A(mT —0) = ~ 5T —0)
(1.23)
9y
ML+ O = GanT + 0)
Po wstawieniu (1.22) do (1.23) dostajemy warunki ciagloéci zmiennych A;:
Xi(mT — 0) = \i(mT + 0). (1.24)

Widaé ostatecznie, ze prawdziwe jest nastepujace — szukane — twierdzenie
dotyczace probleméw optymalizacji ze sterowaniem okresowym w skoriczonym
przedziale. Jezeli chcemy znaleé minimum funkcjonatu (1.9) ukladu opisanego
réwnaniami (1.5) z warunkami brzegowymi (1.8) i ograniczeniami na sterowanie
(1.6) i dodatkowo (1.7), to nalezy rozwiazaé ukltad n N réwnai (1.12) z warunkami
ciaglosci (1.13) i warunkami brzegowymi (1.8) oraz uklad nN réwnai sprzezonych:

OH(t1)
dzi(tr + (g - 1)T)

Ml +(@-1T) = -
(1.25)
H(t1) =) Hy(tr)

q/1

z warunkami brzegowymi (-1.18), w ktérych funkcja brzegowa ¢ dana jest wzo-
rem (1.20), oraz warunkami ciagloéci (1.24), przy ograniczeniach na sterowanie
(1.16), bez ograniczei (1.7), ktére formalnie zostaly wyeliminiowane. Sterowanie
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optymalne wystepujace w féwnaniach (1.12) i (1.25) nalezy wyznaczy¢ z warunku

optymalnosci:
Hop(th) = maxZHq(tl) (1.26)
uelU It

w ktérym hamiltoniany czastkowe H,y(t;) maja postac:

Hy(tr) = dofo(2(ts + (@ — VT),u(ts),ta + (2 - VT) +
(1.27)

+ i /\"(h +(g- I)T)f.' (z(tl +(g-1)T),u(t1), i + (g - 1)T)
i

gdzie Ao = const < 0. Hamiltonian (1.26) jest ciagly, a dla ukladéw autonomicz-
nych ma wartos¢ stala.

2. Przyklad 1

Aby zilustrowaé przedstawione twierdzenie przebadany zostal problem opty-
malizacji drgai poprzecznych belki sprezystej, swobodnie podpartej, o skoniczonej
dtugosci L, podzielonej na n czeSci. Stan belki opisany jest réwnaniem: :

(EJ()3:(1)) Pz (f) =0. . (2.1)

z warunkami brzegowymi:

21(0) =21(L) =0 (2.2)

~EJ(0),(0) = —EJ(L)Z(L) = 0.

Réwnania (2.1) sprowadzi¢ mozna do ukladu réwnasi rézniczkowych, pierwszego
rzedu:

i = .’l:g(t)
Gy = — z3(t)

A0 )
I3 = :t4(t)

£4 = —p? F(1)z1(t)
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z warunkami:

21(0) = 21(L) =0 (2.4)

z3(0) = z3(L) = 0.

Zwiazki (2.3, (2.4) odpowiadaja wzorom (1.5), (1.8). Przyjmujemy, ze miedzy
momentem J i przekrojem F zachodzi zaleznosc:

J(t) = aF*(t) (2.5)
w ktérej wielkoéci-a, b sa stale. Zgodnie z oznaczeniami punktu 1 mamy:
q = 1’ 2’ b n
_L
=

Zakladamy, ze przekréj F(t) jest okresowym sterowaniem:
F(ty)= F(t: + (¢ - 1)T) (2.6)

oraz, Ze jest ograniczony:
Fi < F(t) < P 2.7)

Wzory (2.6) i (2.7) sa szczegblnym przypadkiem ograniczen (1.6), (1.7).
Szukaé bedziemy minimum objetosci belki:

L T
J= / F(t)dt=n / F(ty)dt (2.8)

przy ustalonej czestosci drgad: .
w = const. (2.9)

Réwnania (2.3) zgodnie z (1.12) maja, postaé:
#1(th+ (g - VT) = 23(tr + (¢ - )T
’ ) z3(tr + (¢ - VT)
aEF5(t;)
23t + (- VT) = 24(t1 + (¢ - 1T)
za(t+ (g - VT) = —p? F(ta)z1 (11 + (¢ - 1)T)

Z, (tl + (q - 1)T

(2.10)

z warunkami brzegowymi (2.4).



322 Z.PIEKARSKI

Hamiltoniany czastkowe zadane za pomoca (1.27) w formie:

3
Hq = /\oF(tl) + A1zg — Wb(tl),\z +
+ Z4Az— pwzF(tl)zl,\4 (2.11)

w ktérych funkcje z,) zaleza od zmiennej t; + (¢ — 1)T pozwalaja z ogdlnych
wzoréw (1.25) otrzymaé uklad réwnan sprzezonych:
Mt (= DT) = ot FtM (1 + (2 - DT)

ho(th+(g-1)T) ==& (tl +(g-1)T) 012

da(ti+(a-1)T) = EF"(t G (b + (- 17)
;\4(t1 + (q - I)T) = —/\3(t1 + (q - I)T)
Warunki brzegowe dla réwnan sprzezonych wynikaja ze zwiazkéw (1.18), (1.20):

A2(0) = A4(0) = 0
(2.13)

As(L) = M(L) =

Do ukladéw réwnar (2.10) i (2.13) nalezy dolagczy¢ jeszcze warunki ciaglosci typu
(1.13), (1.24) przy i = 1,2,3,4, oraz m = 1,2,...,n — 1.

Dla badanego przyktadu ze wzgledu na postaé hamiltonianéw (2.11) warunek
optymalnosci (1.26) sprowadza sie do poszukiwania zwyczajuegd extremum H(t;)
po przekroju F(t;):

3 F(t )2 ZH,(tl) =0. (2.14)
Po wykorzustaniu (2.11) otrzymujemy optymalne ksztalt:

b z": Aq (t1 + (q - 1)T)23 (t1 + (q - I)T)
P (1y) = o . (2.15)
aE'{—m\o + [Xdz z/:l /\4(t1 + (q - I)T)Il (t1 + (q - I)T/‘}

Rozwazany problem jest samosprzezony, t.zn., ze podstawienie:

/\1 = kZ4. /\2 = —kz3
(2.16)

/\3 = k:vg /\4 = -—kzl
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‘ dla stalego k sprowadza uklad réwnain (2.12) i warunki (2.13) do ukladu (2.10) i
warunkéw (2.4). Tym samym sprowadza wyrazenie (2.16) na optymalny przeKréj
do postaci:

bk ?, z3(ts +(g~1)T)

P = (2.17)

aE{n,\o + pwk i/'jl 23t + (g - 1)T)}'
q

Widaé, ze aby znaleZé¢ warunki konieczne optymalnosci rozwiazania problemu
drgan poprzecznych belki przy okresowo zmiennym przekroju w przedziale [0, L]
nalezy rozwiazaé uklad réwnaf (2.10) z warunkami (2.4) uwzgledniajac postaé
przekroju (2.17) z ograniczeniami (2.7) i (2.9).

3. Przyklad 2

Rozwazany przyklad zostal tak dobrany, aby do koiica médglt byé przeliczony
analitycznie i nie byl samosprzezony.
Przyjmujemy, ze réwnania stanu obiektu maja forme:

) = Ig(t)
(3.1)
&2 = u(t)
gdzie 0 <t < L = const. Warunki brzegowe sa nastepujace:
II(O) =210
(3.2)
22(0) = ZT20.

Rozpatrujemy dwa przypadki optymalizacji rézniace sie od siebie funkcjona-
lami celu i ograniczeniami na sterowanie: -

i) w przypadku pierwszym tak dobieramy funkcje celu (1.9), aby wystapilo
sterowanie ciagle w podprzedzialach, na ktdére podzielony zostal caly przedzial
[0, L]: -

L
1
J= / (- aa1 + bu?)at (3.3)
0

Na sterowanie u narzucamy ograniczenia typu (1.6):

u; < u(t) < ug. ' (3.4)
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Wielkosci @ > 0, b > 0, w3 > 0, uz sa zadane i stale;
ii) w drugim przypadku przyjeta funkcja celu pozwala otrzymal sterowanie
skokowe typu bang-bang:

L ; ) ’
J = [(—azy + bu)dt. (3.5) -
/

Ograniczenie na sterowanie wystepujace w (3.5) ma postaé:
uw(t) < M (3.6)
gdzie stala M > 0 jest zadana.

W obu przypadkach przyjmujemy, ze sterowanie u jest okresowe w ustalonym
przedziale. Aby to uzyskaé dzielimy przedzial [0, L] na podprzedzialy. Dla przej-
rzystoéci obliczen przyjmujemy:

L

n=2 g=1,2 T=—2—. 3.7)

Zgodnie z powyzszym zalozeniem zachodzi réwnoéé (1.7) w postaci:

u{t ) = ull T
() (h+7) (3.8)

0<t; <T.

Chcac skorzystaé z otrzymanego w punkcie 1 tmerdzema nalezy r6wnania (3.1)
zapisa¢ w formie zgodnej z (1.12). Otrzymujemy

-dlag=1:
i‘l(tl) = Iz(tl)
(3.9)
ig(tl) = ‘ll(tl).
—dlag=2
f1(t1 + T) = z2(t2+ T)
(3.10)
iz(tl + T) = u(tl)
z warunkami brzegowymi (3.2).
C.d. przypadku i). Sterowanie ciagle w podprzedziatach.
Funkcjonat celu (3.3) na podstawie (1.15) ma nastepujaca forme:
7 1
J = b/ (-— azl(tl) + Zbuz(tl))dtl +
. T 1
+ / (- aza(ts + T) + 007 + 1)) . (3.11)
0
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Hamiltonian dany wzorami:

mm:imm) (3.12)

q/1

oraz (1.27) przyjmuje postaé (przy Ao = —1):

H) = uﬂ@—%h%ﬂ+&&ﬁﬂm+

X :
+ /\2(t1 )u(tl) + aIl(tx + T) - Zbuz(t]) + (3.13)
+ Mty + T)z2(ts + T) + Aoty + T)u(ty).
Na podstawie (1.25), (3.12) i (3.13) moznanapisaé uklad réwnaf sprzezonych
~-dlag=1:
;\l(tl) = —a
(3.14)
/\2(t1) = _’\l(tl)
-dlag=2:
X](tl + T) = —a
(3.15)

Ao(t1 +T) = =X (t1 + T).

Warunki brzegowe (3.2) i funkcja (1.20) z wzoréw (1.18) daja warunki transwer-
salnosci:
AM(L)=0
(3.16)
A2(L) = 0.
Réwnania (3.14) i (3.15) mozna latwo rozwiazaé. Po wykorzystaniu warunku

ciaglosci typu (1.24) funkcji A; w punkcie t = T, oraz warunkéw (3.16) otrzy-
mujemy :

~dlag=1:
/\l(tl)“": —at; + al :
- : (3.17)
,\(t)—l t? — alt +l L?
tr) = Zati —alt1 + 5a
~dlag=2:
/\1(t1 + T) = —a(t1 + T) +al
(3.18)

1 1
Az(tl + T) = -éa(tl + T) - aL(t1 + T) 4 5(1142.
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Poniewaz w hamiltonianie (3.12), (3.13) przy u? wystepuje znak minus, wiec wa-
runek optymalnoéci (1.26) sprowadza si¢ do:

0H(t) _
7l tll) =0 (3.19)

skad, po wstawieniu (3.13) dostajemy:
1
u(tr) = 3 (Ae(t) + Dot + T)). (3.20)
Zwiazki (3.19) i (3.20) okreslaja sterowanie u(?;) bez uwzglednienia ograniczen
typu (1.38).
Wstawiajac do (3.20) odpowiednie rozwiazania (3.17) i (3.18) mamy:

u(t) = %(tg — 3Tt + gTz). | (3.21)

Sterowanie (3.21) nie ma miejsc zerowych. Jego minimum przypada w punkcie:

e gT (3.22)
1 wynosi:
_el,
Umin = 7 4T . : (3.23)

Aby numerycznie wyznaczy¢ przebieg szukanego sterowania przyjmujemy, Ze:

(3.24)

a=

N =
o
il
N
~
]
w

Z (3.21) otrzymujemy:
u(ty) = %(tf — 9t; + 22.5): (3.25)

Graficzny przebieg sterowania u(t;) przedstawiono na rys.1.

Linie w podprzedziatach [0, T], [T, 2T] bedace czesciami parabol okreélaja ste-
rowanie bez ograniczen. Gdy wystepuja ograniczenia aktywne typu (3.4), to prze-
bieg sterowania pokazuje krzywa pogrubiona. Punkty 71,72 wyznaczyé mozna ze
zwiazkow:

u2 = %(712,2 — 9712+ 22.5) (3.26)

w ktorych u, sa, za.da,ny'mi, stalymi ograniczeniami.
C.d. przypadku ii). Sterowanie bang-bang.
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Na podstawie (3.5), gdy sterowanie jest okresowe, funkcjonal celu przyjmuje
postai:

( —azy(th)+ b‘“(tl))dtl +

P ( —azy(t1 +T) + bu(tl)) dt,. (3:27)

Oy O~

Z (3.12), (1.27) i (3.27) mozna napisaé:

H(tl) = a:cl(tl) - bu(tl) + Al(tl)zg(tl) +
+ Ag(tl)u(tl) + a:cl(tl + T) - bu(tl) + (3.28)
+ Mt + T)z2(ts +T) + Aot + Tu(ty).
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7 zaleznosdci (3.27) i (1.25) widaé, ze réwnania sprzezone i warunki transwersalnosci
dane sa wzorami (3.14), (3.15) i (316). Rozwiazania tych réwnari dane sa wigc

przez (3.17) i (3.18).
7 warunku optymalnoéci (1.26) wynika, ze aby hamiltonian (3.28) osxqgal ma-

ximum, to sterowanie musi mie¢’ postac: -
u(ty) = Msign(Xa(t1) + ha(t1 +T) - 2b) (3.29)

gdzie stala M pojawia si¢ z ograniczenia (3.6). Po wstawieniu (3.17), (3.18) do
(3.29) dostajemy:

u(ty) = Msign (at§ —3aTt; + gaTz - 2b). (3.30)

Miejsca zerowe funkcji pod znakiem sign w podprzedziale [O,T] znajduja sie w
punkcie:

3 2 T2
= ol — 2 — ' 3.31
to=3T—\=~- | (3.31)
Minimum tej funkcji lezy w punkcie:
3 ‘

tim = -2—T . (3.32)

i wynosi:
T2 2b
wmin = a5~ 7)) (339

Z wzoréw (3.33) i (3.31) widaé, ze gdy Umin < 0, to tio jest rzeczywiste i lezy w
podprzedziale (0,7).

Graficzny przebieg sterowania (3.30) typu bang-bang w przedziale [0, L] zostal
przedstawiony na rys.2.

Stale a, b, T przyjeto jak w przykladzie i}. Miejsce zerowe (3.31) sterowania lezy
wewnatrz podprzedzialu (0,T) i wynosi t1o = 2.1. Poniewaz dla ¢; = 0 sterowanie
(3.30) jest dodatmnie, a upmi, < 0, wiec da sie ono, zgodnie z rysunkiem, zapisaé

wzorem:
M 0<t <t

u(ty) = (3.34)
~-M 41 o<t £T

W obu przypadkach - dla sterowania ciaglego w podprzedzialach, oraz typi
bang-bang -~ mozna z réwnan (3.1), po wykorzystaniu odpowiedniego sterowania,
wyznaczy¢ ich rozwiazabia w calym przedziale [0, L]. Na przyktad w przypadku ii)
trzeba wyznaczy¢ 8 stalych calkowania, (kazde rozwiazanie daje 2 stele), z 8 wa-
runkow, t.zn. z 2 warunkéw brzegowych (3.2) i 6 warunkéw ciagloéci w punktach
wewnetrznych przedziatu [0, L], w ktérych sterowanie zmienia swoja wartosé.
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Rozwiazania réwna (3.9) i (3.10) dla v = 1, M = 1 maja postaé:
- dla Ostl $t10
. 1
z1(t) = §t§ + z20t1 + 710
. (3.35)
z3(h) = t1 + 230
—dla T<t,+T <t10+T
-
zi(h +T) = i(tl + TP +dy(t1+T)+ dy
- (3.36)
21+ T)=(t1+T)+ dz
gdzie:
dy = T? - 85 + 710
(3.37)

dy = 2810 — 2T + z90.
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Rozwiazania tych samych réwnan dla u = —1 sa nasteépujace:
—dla t10<th £<T

1
Il(tl) = -—Etg +et1 +

(3.38)
z(h1) = —ti + 2
gdzie:
2
@ = ~hot o0 (3.39)
¢ = 2t10 + Z20
~dla 1o+ T <, +T <L
2(th+7T) = -%(tl +TY + Lt +T)+ fi
(3.40)
221 +T)=~(t1+T) - f2
gdzie:
fiz=—(tw+ TP +T* -3+ 210
(3.41)

f2 = 410 + Z20.

Stale calkowania dj, d2, 1, €2, f1, f2 otrzymane zostaly z warunkéw ciaglosci w
punktach t19, T, t10+ 7. Przy wyznaczaniu rozwiazan (3.35) - (3.41) wykorzystane’
zostaly warunki brzegowe (3.2). ) '
Na koniec nalezy jeszcze sprawdzié, czy wartoéé hamiltonianu ukladu i) dla
otrzymanych rozwiazan jest stala. Wstawiajac do hamiltonianu (3.28) rozwiazania
(3.35) - (3.41), oraz (3.17) i (3.18), po prostych przeliczeniach, otrzymujemy:

H(t1) = a(ziota+di+fi)+
+ 2aT(z20 + c2 + d2 + f2) = const (3.42)
gdzie wystepujace stale dane sa wzorami (3.37), (3.39) i (3.41). Zgodnie z toeria,

stala warto$¢ hamiltonianu okreSlona jest przez parametry charakteryzujace ba-
dany uklad.
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Optimization problems occuring while the control process of specified is
performed

Summary
The optimization problem in which a control function is of specified period has been
analyzed. The necassary optimality conditions have been obtained in the .form of the
suitable modified Pontriagin’s maximum principle.
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