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W pracy przeprowadzono dyskusje wzajemnych sprzezen termodyfuzyjnych i
wplywu tych sprzezen na pole naprezen, na przykladzie rozwiazania pewnego
zadania poczatkowo-brzegowego sprzezone) termodyfuzji w warstwie. Rozpa-
trzonc szesnascie przypadkéw zadan rozsprzezonych 1 czesciowo sprzezonych.
Przeprowadzono réwniez dyskusje zaloZzen upraszczajacych, poczynionych w
trakcie rozwiazywania zadania brzegowego. Rozwazania zilustrowano rysun-
kami i zestawieniami tabelarycznymi.

1. Wstep

Analiza naprezen technologicznych wywolanyc' przeplywami cieplno—dyfuzyj-
nymi sprzezonymi z polem mechanicznym wystepuje w opisie wielu wspélczesnych
probleméw technologicznych takich jak obrébka cieplno-wilgotnosciowa betonu,
naprezenia w konstrukcjach korodujacych, gruntach ekspansywnych, czy tez nak-
tadaniu powlok ochronnych w metalach. Dla potrzeb budownictwa istotny jest
pierwszy przypadek, kiedy wzajemnie oddzialywajace na siebie przeplywy wilgoci
i ciepla oraz pola przemieszczen determinuja péZiniejsze wlasnosci betonu i kon-
strukcji wykonanych z tego materialu. W pracy podjeto prébe ilosciowego oszaco-
wania wplywu sprzezend miedzy tymi polami, oraz wplywu tych sprzezen na pole
naprezen na przykladzie rozwigzania pewnego zagadnienia sprzezonej termodyfu-.
zji w warstwie w zakresie sprezystym [24] i lepkosprezystym [25]. Oprécz dyskusji
wynikéw otrzymanych w cytowanych powyzej pracach przeprowadzimy tu réwniez
krétka, analize przyjetych w trakcie rozwiazywania zaloZen upraszczajacych i ich
wplywie na te rozwiazania. Wydaje sie, ze taka analiza sprzezeit moze by¢ celowa,
gdyi autorzy niewielu publikacji z zakresu termodyfuzji sprezystej i lepkospre-
zystej skupiaja uwage na teoretycznych podstawach problemu [7,16,17 18,36,38].
Znane sa rozwiazania pewnych zagadniei brzegowych [3,5,8,11,23], lecz brak jest
tam przykladéw liczbowych obrazujacych rozwazane procesy i mogacych postuzyd
do szerszej analizy sprzezen rozpatrywanych wielkoéci polowych.
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2. Sformulowanie zadania, zalozenia upraszczajace, metoda
rozwiazania

W cytowanych pracach [24,25] sformulowano ponizsze zagadnienie poczatkowo-
brzegowe.

Nalezy wyznaczy¢ pola temperatury, koncentracji i przemieszczei oraz od-
ksztalceri i naprezeri w warstwie o gruboéci h, zdeterminowane przez zadane na
brzegach wartoéci temperatury i koncentracji, oraz okresli¢ wplyw wzajemnych
sprzezen miedzy rozpatrywanymi polami na ich rozklad.

| @uHitt)

Cy HIE)

Gph it}
CuHlt)

-k
2 H

Rys. 1. Warstwa z polem temperatury, koncentracji i przemieszczenia

Rozpatrywano wiec warstwe o grubosci h, w ktorej wystepuje pole temperatury
6, koncentracji C i przemieszczenia U; (rys.1). Zalozono dalej, ze rozpatrywane
zagadnienie jest jednowymiarowe, tzn. ze wszystkie pola zaleza od jednej zmienne;j
przestrzennej zs, oraz ze osrodek jest izotropowy, brak w nim Zrédel riepla i masy
oraz sil masowych. Warunki brzegowe podano w temperaturze i koncentraciji:

O(i:g,t) = ,H(), C(:{:g,t) = CH(), 2.1)

natomiast za warunki poczatkowe przyjeto wartosdci prZ);rostéw entropii i koncen-
tracji ponad stan naturalny na calej gruboéci warstwy réwne zero:

C"(:':39 0) =0, .PS(-"«'S, 0) =0. (2-2)

W pracy [24] zbudowano funkcjonal dla zadan sprzezonej termodyfuzji lepkoshpre-
zystej, ktory dla tak sformulowanego problemu brzegowego przyjmuje postaé:

h/2
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W funkcjonale powyzszym podano miejsca wystgpowania odpowiednich funkcji
sprzegajacych, ktére zostana dalej zdefiniowane i posluza do analizy wzajemnego
oddzialywania pol.

Powyzsze zadanie poczatkowo-brzegowe rozwiazano zmodyfikowana metoda
bezpoérednia Ritza [37] przyjmujac cosinusowe funkcje bazy dla koncentracji i tem-
peratury, oraz sinusowa funkcje bazy dla przemieszczeri. W pracy [24] rozwiazano
postawiony problem brzegowy w zakresie sprezystym, kiedy to funkcja relaksacji
materialu warstwy jest stala w czasie:

G(t) = EH(t). (2.4)

Z kolei w pracy [25] rozwiazano to zadanie przyjmujac, Ze material warstwowy
podlega zjawiskom reologicznym opisywanym teoria Arutuniana (29}, w ktdrej
przyjmuje sie, ze jadra w calkowych réwnaniach fizycznych sa nieinwariantne
wzgledem przesunieé skali czasowej. Natomiast wraz z uplywem czasu material
taki moze by¢ opisywany réwnaniami liniowej lepkosprezystosci o jadrach typu
splotu (por.[1,10,19,20,30]). Funkcja relaksacji ma wtedy postac:

Ey = -
G@) = 17 EoCo [EoCo exp[-7(1 + EoCo)t] + H (‘)]- (2:5)

Szczegbly dotyczace rozwiazania tak postawionego zadania znaleié mozna w
cytowanych pracach [24,25], za ktérymi przyjeto tu i dalej nastepujace oznaczenia:

vy, P — wektory przemieszczeti i sil zewnetrznych zadane na
brzegach A, i A, ciala B,

p¥; - sila masowa jednostki objetoéci ciala,

Ty, Cy - odpowiednio temperatura i koncentracja w chwili ¢,

Ts, Co — odpowiednio temperatura i koncentracja stanu natu-
ralnego @ =Ty — To, C = Cy —~ Cy,

kij, Kij -~ odpowiednio tensory przewodnoéci cieplnej i dyfuzyj-
nej,

Eijkh ¥ij, Pi; - tensory funkcji relaksacji,
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M - potencjal chemiczny,

©*, M* - rbzinice temperatur (6*) i potencjal chemiczny (M*)
dane na brzegach Aps i Ag ciala B,

r1, T2 - odpowiednio Zrédlo masy i zrédlo ciepla w jednostce
objetosci i na jednostke czasu,

S - entropia,

I,m,n - funkcje relaksacji,

g, Ji ~ odpowiednio strumienie ciepla i masy,

* - symbol oznaczajacy mnozenie splotowe

fisdfs = zffl(t ~1)df2(7), fixdfy = foxdfy,

(- )i ~ oznacza pochodna czastkowa %;—;;l,
(.. J) ~ oznacza pochodna wzgledem czasu i‘-%f)-,
H(t) - jest funkcjs Heaviside’a.

3. Wyprowadzenie funkcji sprzegajacych. Wstepna charakterystyka
wynikow

Z analizy funkcjonalu danego zaleznoscia (2.3) wynika kilka funkcji sprzegaja-
cych pola termiczne, dyfuzyjne i mechaniczne, ktére po uwzglednieniu zwiazkéw
pomiedzy funkcjami materialowymi mozZna przedstawié w postaci (por.[24,25]):

1. funkcja sprzegajaca pole mechaniczne z cieplnym zwiazanym 2 przeplywem
ciepla

ar, (3.1)

Key

N[ W

2. funkcja sprzegajaca pole mechaniczne z cieplnym zwiazanym z przeplywem
masy
2
Key = EKlac, (3.2)

3. funkcja sprzegajaca pole mechaniczne z dyfuzyjnym

3
Ky = -2—Dcac, (3.3)
4. funkcja sprzegajaca pole ciepine z dyfuzyjnym

K, = Dl (3,4)
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- Wobec przyjetego w pracach [24,25] zalozenia o stalosci w czasie funkcji mate-
~ rialowych I, m, n:

(t) =1H({), m@)=mH(), =n()=nrH(t), (3.5)

funkcje sprzegajace (3.1) ~ (3.4) redukuja sig do roli wspdlczynnikéw sprzegajacych
(stalych w czasie).

Analizowane dalej wyniki liczbowe otrzymano z obliczeii numerycznych prze-
prowadzonych na nastepujacych wartosciach odpowiednich wspélczynnikéw i funk-
cji materialowych dotyczacych dojrzewajacego betonu (po sprowadzeniu do jedno-
stek uktadu SI):

- wspélezynniki dyfuzji D, [6,28,31] i przewodnosci cieplnej Dr [4,12]

D.=6-10"% [m?/h], Dr =4-10"% [m?/h], (3.6)
— wspélczynniki rozszerzalnosci cieplnej a, [4,12] i dyfuzyjnej a. [6,10]
a, =4.7-107%[1/K],  a.=1.25-10"° [m%/kg], (3.7)
— wspdlezynniki materialowe m [4,12], n, [ [33,34]

= 1305.4[J /kgK],  m = 7862.5(J/m>K?],

(3.8)
n = 134.2 [J/m%kg?],
~ wspélezynniki Co i 7 [6,10]
Co=19.75-10"% [m?/N], 4 =12.46-10% [1/h], (3.9)
— modul sprezystosci podluznej Eg [12] i wspdlczynnik Poissona v [10]
Eo=2-10°Pa, v=[-], (3.10)
- warunki brzegowe w temperaturze @, {4] i koncentracji Cy (10]
Oy =40.0[K], C, = 10.8[kg/m?]. (3.11)

W toku rozwiazania postawionego problemu poczatkowo-brzegowego poczy-
niono szereg zalozen upraszczajacych. Najistotniejsze z nich to pominiecie Zrddel
ciepla i masy, oraz przyjecie funkcji materialowych okreslajacych wlasnoéci fizyczne
betonu za stale w czasie. Okazuje sie, Ze w pewnych sytuacjach zaniedbanie Zrédel
ciepla i masy jest uzasadnione. Ma to miejsce wowczas, gdy zmiany tempera-
tury i koncentracji wywolane reakcjami hydratacji cementu sg male w poréwnaniu
do zmian tych wielkosci spowodowanych przeplywami ciepla i masy. Przyjecie
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takiego uproszczenia dla procesu obrébki cieplno-wilgotnosciowej betonu jest ob-
szernie uzasadnione w [3]. Zasadno$¢ tego przyjecia poparto tam analiza prac
[27,31,34]. W tejze pracy [3] autor — przytaczajac wyniki badai Malininy [34] i
powolujac sie na badania Aleksandrowskiego [27,28) — uzasadnia przyjecie stalych
(usrednionych) wartosci wspélczynnikéw dyfuzji i termodyfuzji.

W sensie tak wprowadzonych zalozen upraszczajacych, oraz przyjetych zlinea-
ryzowanych réwnan termodyfuzji-lepkosprezystej ((2.1)-(2.16) w [24]) wyniki nu-
meryczne analizowanego zadania nabieraja znaczenia jako wyniki ilosciowe, stuszne
dla podanych w literaturze danych.

Wyniki obliczed numerycznych przedstawiono w postaci graficznej. Rozwia-
zanie w zakresie sprezystym ilustruja wykresy 3 = 10, za$ rozwiazanie w zakresie
lepkosprezystym przedstawiono na rys. 14 + 19. Zardwno w tej pracy, jak i w
pracach [24,25] zilustrowane zostaly najwazniejsze — zdaniem autora — wyniki.

Ze wzgledu na symetrie zadania (rys.1) na wykresach przedstawiono je-
dynie wyniki przebiegu procesé6w dla polowy rozpatrywanej warstwy. Aby
umozliwi¢ lepsza analize iloSciowa prezentowanych wynikéw, oprécz zmiennych
wystepujacych w zadaniu wprowadzono zmienne bezwymiarowe. W zmiennych
tych poziomem odniesienia dla temperatury i koncentracji sa ich wartosci zadane
na brzegach, natomiast dla naprezeri — poziom ustalonych naprezein w warstwie
sprezystej:

z3 C c

)
(=3 9=5, C=5 =40 (3.12)

Przedstawiony w pracy problem poczatkowo-brzegowy obejmuje szesnascie za-

dan tworzonych przez wszystkie mozliwe kombinacje wspdlczynnikéw sprzegaja-
cych (3.1) + (3.4) wzgledem ich wartosci réwnych lub réznych od zera:

1. x, =0 2. Kk, #£0 3. Kk, =0 4. K, #0

Kp =0 Kr =10 Kp #0 K. #0
Kez =0 Kep =0 Koy =0 Koy =0
Koy =0 Key =0 Key =0 Key =0
5. K, = 6. kK, #0 7. K, =0 8. Kk, #0
kp =0 Kp =0 Kp #0 K #0 (3.13)
Ko, # 0 Koy #0 Koy 20 Koy #0
Key, 50 Ke; =0 K, =0 Key =0
9. Kk, =0 10. k, #0 11. Kk, =0 12. &k, #0
Kp =0 Kp =10 Kp #0 K #0
Koy =0 Ker = Koo = Ky =
Key #0 Key #0 Ker 20 Koy # 0
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13. Kk, =0 14. k, #0 15. k, =0 16. K, #0

Kp =0 Kr =0 Kp #0 Kp #0
Ko, #0 Ko 70 Key 70 Ke, 70
Koy #0 Koy 20 Koy #0 Koy 20

Tablica 1. Wzgledna maksymalna réznica naprezei % dla poszczegdlnych
kombinacji wspdlczynnikow sprzegajacych w odniesieniu do tej wartoéci, dla ktorej
jest ona liczona. Warstwa sprezysta.

[« 1] 2] 37 4] 5] 6] 77 8] e[ 10T 11 J12] 13] 14 157167
1 * 8 10 | 11 3 10 10 10 18 29 25 [ 28 18 [ 29 | 25 [ 24
2 9 * 10 | 12 6 10 10 10 18 18 24 | 24 18 18 | 24 | 22
3 11 9 * 6 | 11 6 | <1 6 25 29 | 26 | 31 25 29 26 | 30
4 || 13 [ 13 6 x | 13 2 6 2 22 27 22 | 28 | 22 | 27| 22| 27
5 3 6 10 [ 11] 10 10 10 23 | 30 | 25 (28| 23| 30| 25 | 25
6 11|11 7 2|11 * 71 <1 20 25 22 | 28| 20| 25 22 | 27
7 11 9| <1 6 | 11 6 * 6 25 29 | 26 | 31 25 29 26 | 30
8 11 | 11 7 2 (11 ] <1 7 * 20 25 22 | 28 20 25 22 | 27
9 [ 27| 22| 33 [ 28|29 | 25 33 25 * 8 8110 | <1 8 8 9
10 || 40 [ 22 41 [ 37 | 43 | 33 [ 41 33 9 * 9 | 10 9| <1 9 8
11 33 | 32 36 | .29 | 33 28 | 36 | 28 9 8 * 8 9 8 [ <1 8
12 || 38 | 31 45 | 39 | 38 | 39| 45 | 39 12 11 9 * 12 11 9 3
13 || 27 | 22 33 | 28 29 | 26| 33| 25 [ <1 8 8| 10 * 8 8 9
14 || 40 | 22 41 | 37 | 43 [ 33 [ 41 33 9 | <1 9 | 10 9 * 9 8
15 || 33 | 32 36 | 29 | 33 28 | 36 | 28 9 8 | <1 8 9 8 *x | 8
16 || 32 | 28 | 43 | 37 | 34 | 37 | 43 | 37 10 9 9 3 10 9 S *

Tablica 2. Wzgledna maksymalna rdinica naprezei % dla poszczegdlnych
kombinacji wspdlczynnikéw sprzegajacych w odniesieniu do tej wartosci, dla ktérej
jest ona liczona. Warstwa lepkosprezysta.

T 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 1611 1213 ] 14 [15] 16

[
1 * 7 9 12 | <1 7 2 12 | 27 30 | 27 31 | 27 30 | 27 31
2 8 * 10 10 8 <1 6 10 | 22 38 | 22 40 | 22 38 | 34 40
3 10 11 * 7 10 11 | 11 7|26 31 | 27 32 | 27 31 | 26 32
4 13 11 7 * 13 11 |13 | €1 | 22 28 | 22 28 | 22 28 | 22 28
5 <1 719 12 * 7 2 12 | 27 30 | 27 31 | 27 30 | 27 31
6 8 | <1 10 10 8 * 6 10 | 22 38 | 22 40 | 22 38 | 4 40
7 2 6 | 11 12 2 [ * 12 | 27 34 [ 27| 34| 27 34| 27 M
8 13 11 71 «1 13 11 | 13 * | 22 28 [ 22 28 | 22 28 | 22 28
9 38 27 | 36 28 38 27 | 38 28 * 15 6 19 | 12 18 5 19
10 42 52 | 4 39 42 52 | 51 39 | 17 * | 19 9|28 | «1 15 9
11 38 27 | 37 28 38 27 | 38 28 6 16 * 20 | 15 16 6 20
12 45 58 | 47 39 45 58 | 51 39 | 24 10 | 26 * | 36 10|22 ] <1
13 38 27 | 36 28 38 27 | 38 28 | 11 22 | 13 26 * 22 | 10 26
14 42 52 | 44 39 42 52 | 51 39 (17 <1 19 9| 28 * | 15 9
15 38 51 | '35 28 38 51 | 38 28 5 13 5 18 9 13 * 18
16 45 58 | 47 39 45 58 | 51 39 | 24 10 |26 [ <1 | 36 10 | 22 *

Aby w sposob kompleksowy podaé pewne wyniki milociowe sporzadzono ze-
stawienia tabelaryczne wzglednych maksymalnych réznic w wartosciach naprezen
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dla zadan opisanych przez (3.13).

I tak, tablice 1 i 2 obrazuja te réznice w odniesieniu do tych wartosci
naprezen, wzgledem ktorych sa one liczone; odpowiednio dla rozwiazania w war-
stwie sprezystej (tab.l) i lepkosprezystej (tab.2). Z kolei tablica 3 przedstawia
te same réznice, ale w odniesieniu do poziomu ustalonych (t — oo) naprezed w
warstwie sprezystej (7.75 MPa). W trakcie dyskusji wynikéw te ostatnie war-
tosci réznic (z tab.3) bedziemy podawali w nawiasach. Wartoéci podawane bez
nawiaséw dotyczy¢ beda tablic 11 2.

Tablica 3. Wzgledna maksymalna réznica naprezenn % dla poszczegdlnych
kombinacji wspolczynnikéw sprzegajacych w odniesieniu do ustalonych naprezen
w warstwie sprezyste;j.

WARSTWA SPREZYSTA
» [ 1] 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] W [11 ] 12 13] 14 15] 16
1 * 5710 1 210 1007 1017 [ 17 [22 [ 23] 15 [ 17 | 22 [ 21 |
2 4 *| 9] 11| 4| 9 9 9|15 | 15 |21 | 22 I8 | 15| 21 | 20
3 4 4| = 4| 10| 4| <1 | 4| 15| 17 [16 | 19| 15 | 17 | 16 | 18
4 5 4] 4 * | 11 2 4 2 | 11 | 14 | 12 | 15 | 11 | 14 | 12 | 14
s« 4] 4] 4] |10 0] w0[16] 19|22 23] 16| 19| 2277 22
[6 4 | <1 4 4| 4| = 4 [ <t 12 14|14 6] 12 14| 1415
7 1 3 5 5 1| 3 * 4 15| 17|16 [ 19| 15[ 17 | 16 | 18
8 5 4] 4] «1 s [ 4 5 * |12 | 14 [ 14| 16 | 12 | 14 | 14 [ 15
9 1|15 6|1 14| 11] x 3] 6 8 | <1 3 6 6
10 171517 141715 17| 14 5 * | 6 7 3] <1 6| 6
11 151 11 |15 [ 11 | 15 [ 11 | 14 | 11 3 5| = 3 6 6 | <1 3
12 18| 16 | 18 | 14 | 18 [ 16 | 18 | 14 | 6 3 6 * 8 7 3 1
13 15 | 11 | 15 | 11 | 15 | 11 | 14 | 11 4 7] 5] 10 * 3 6| 6
14 17 | 1517 [ M [17 15| 17| 14| 5 | <1 5 3 7 * 6] 6
15 15 1241|1512 14 n 1 5 2 7 3 5 * | 3
16 18] 16 18 141816 18 14| 6 31 6 <1 10 3 6 | =

| WARSTWA LEPKOSPREZYSTA

Przy wyznaczaniu réznic wykorzystujemy wzory na maksymalne odchylenia
naprezen w przedziale < 0;0.5 > (rys.2).

I tak, wzgledne maksymalne réznice naprezen w odniesieniu do tych wartosci,
dla ktorych sa one liczone okreslamy z zaleznosci:

ax|o® — yél o° — B
100%.1%& 1009 . mxle® o7 o (314)
g | £€<0;0.5> Ia I £§€<0;0.5>

zas wzgledne maksymalne réznice naprezeri w odniesieniu do ustalonych naprezen
w warstwie sprezystej obliczane sa zgodnie z formula;:

: ,max|o® - of] (3.15)

£€<0:0.5>

Poniewaz rozklad naprezeii typéw okreélonych przez (3.13) wydaje sig byé naj-
bardziej istotnym aspektem postawionego problemu, wiec wiasnie jemu poswieca
sie wicksza czes¢ wykresow zaréwno tutaj jak i w cytowanych wczeéniej pracach.
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Rys. 2. Przykladowy rozklad naprezen w warstwie. Linig przerywana oznaczono poziom
ustalonych naprezed w warstwie sprezystej

Zanim przystapimy do dyskusji wynikéw oméwimy jeszcze pokrétce sposéb ko-
rzystania z zalaczonych tablic dla kombinacji zadan przy réznych typach sprzezen
okreflonych przez szesnascie zadai danych przez (3.13).

Przyjmujemy wiec, ze wiersze i kolumny w poszczegélnych tablicach oznaczaé
bedziemy przez np. tab.l,w4, tab.2k6, (w10), (k2), co odpowiednio oznacza :
wiersz 4 w tablicy 1, kolumna 6 w tablicy 2, wiersz 10 w tablicy 3, kolumna
2 w tablicy 3. Natomiast poszczegilne elementy w tablicach bedziemy oznaczaé
przez np. tab.1{w4 k2}, tab.2{w6,k10}, ({w 8,k12}) lub krétko przez : tab.1{4,2},
tab.2{6,10}, ({8,12}) co odpowiednio oznacza element 4-go wiersza i 2-giej ko-
lumny z tablicy 1, element 6-go wiersza i 10-tej kolumny z tablicy 2 i element
8-go wiersza i 12-tej kolumny z tablicy 3.

Przyklad

Chcemy okresli¢ wzgledna maksymalna procentowa rdéznice naprezei w war-
stwie sprezystej dla zadait, w ktérych uwzglednia sie sprzezenia cieplno-dyfuzyjne
przy braku innych sprzezeii w poréwnaniu

(a) z innymi zadaniami,

(b) z zadaniem w pelni niesprzezonym,

(c) z zadaniem w pelni sprzeZonym.

Zadaniu, w ktérym uwzglednia sie jedynie sprzezenie cieplno-dyfuzyjne przy
pominieciu innych sprzezeii zgodnie z definicjami (3.1) + (3.4) odpowiada zad.2 z
zestawu (3.13).

ad.(a) Przeszukujemy wiec wszystkie elementy z tab.l w2 i znajdujemy ma-
ksimum 24% dla {2,11}, {2,12} i {2,15}, a dalej majac na uwadze definicj¢ (3.14)
‘przeszukujemy réwniez wszystkie elementy z tab.l k2 i znajdujemy maksimum
32% dla {11,2}. Wracajac ponownie do zad.11 z zestawu (3.13) i definicji (3.1) +
(3.4) mozemy stwierdzi¢, ze wzgledna maksymalna procentowa réznica naprezen
dla zadad, w ktérych uwzgiednia sie sprzezenie cieplno-dyfuzyjne i brak jest in-
nych sprzezeri wystepuje w stosunku do zadania, w ktorym nie uwzglednia sie tego
sprzezenia (k,, = 0) i nie uwzglednia sig sprz¢zenia pola mechanicznego z dyfuzyj-
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nym (K, # 0) i pola mechanicznego z cieplnym zwxa,zanym z przeplywem cxeph
(x¢, # 0) i réZnica ta wynosi 32%.

ad.(b) Korzystajac z definicji (3.1) <+ (3.4) i zestawu zadad (3.13) znajdujemy
odpowiednio, ze element tab.1 {2,1} ma wartoé¢ 9%, a majac na uwadze definicjg
(3.14) znajdujemy réwniez, ze element tab.l {1,2} ma wartos¢ 8%. Tak wigc
poszukiwana wartoé¢ maksymalnej réznicy naprezen dla tego przypadku wynosi
9%.

ad.(c) Korzystajac z definicji (3.1) + (3.4) i zestawu zadas (3.13) znajdujemy
odpowiednio, ze element tab.1 {2,16} ma wartoé¢ 22%, a majac na uwadze definicje
(3.14) znajdujemy réwniez, Ze element tab.I {16,2} ma wartos¢ 28%. Tak wiec
poszukiwana warto$¢ maksymalnej réznicy naprezen dla tego przypadku wynosi
28%.

Oczywiécie otrzymane w przykladzie wyniki mozna w przybliZzeniu otrzymaé
za pomocy prostych rachunkéw po wykorzystaniu rys.13.

Analogiczne postepowanie na tab.2 doprowadza do poszukiwanych wynikéw
w warstwie lepkosprezystej (ktére mozna réwniez w przyblizeniu otrzymaé po ra-
chunkach z wykorzystaniem rys.19), za$ na tab.3 po uwzglednieniu def.(3.15) w
warstwie sprezystej lub lepkosprezystej, ale w odniesieniu do pewnego wspdlnego
poziomu odniesienia, za ktéry przyjeto poziom ustalonych naprezer w warstwie
sprezystej.

SzczegSlowa dyskusje wynikéw poprzedzié powinno— zdaniem autora — podanie
odpowiednich réwnai konstytutywnych termodyfuzji lepkosprezystej, w ktorych to
réwnaniach w sposéb jawny wystepowalyby odpowiednie funkeje (wspdlczynniki)
sprzegajace.

Posluza nam do tego celu przedstawione w rozdziale 4 splotowe kryteria podo-
biestwa.

4. Splotowe kryteria podobienstwa

Réznorodnoé¢ moiliwych zadan brzegowych wynikajaca z kombinacji typéw
sprzezen powoduje, ze nalezy przeprowadzi¢ ich klasyfikacje. Pozwalaja na to me-
tody uzywane w-teorii modelowania i podobiefistwa. W analizowanym przez nas
problemie przestrzen rozwiazan zadania brzegowego mozna rozbi¢ na 16—cie pod-
przestrzem Postepowanie takie pozwala uprosci¢ rozwazania i przeprowadzié obli-
czenia numeryczne pozwalajace na iloSciowe oszacowanie wplywu sprzezen. Jest
to tez celem naszego postepowania. Nalezy przy tym w pierwszej kolejnosci podaé
kryteria podobienistwa dotyczace analizowanych zadai poczatkowo-brzegowych.

Wykorzystujac metodyke postepowania przedstawiona w pracach [32,35] za-
piszemy teraz zwiazki fizyczne termodyfuzji lepkosprezystej (2.1) + (2.3) z pracy
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- [24] w formie:’

gy; = A;l*AEtACtE.'J'thEH—A;'ltA«,tAet(p;jth-i-
+ A;'xApxAc+®;;+dC, (4.1)
pS = A %A, % A xpijxdeij+ A5 % A * Ag +m +dO +
+ AG'sAixAcxlsdC, . (4.2
M = Al vAp*Ac+®ijrdeij— Ay} + Aix Ao x1+d6 +
A;} * A, x Ac *xn»dC. - (4.3)

Miedzy wprowadzonymi w (4.1) + (4.3) operatorami podobiefistwa zachodza
nastepujace kryteria podobiesistwa:
~- wynikajace z niezmienniczosci zwiazkéw fizycznych

AE*Angw*AQ-'—‘AQ*ACn (Kl)
Ao A, = An v Ag = A% A, (K2)
Apg*x A, = Ajx Ag = Ap % Ac, (K3)

- wynikajace z symetrii opertora rownan problemu
A, * A, = —Ag*x Ag = Ay + Ac. (K4)
Oznaczajac odpowiednie iloczyny operatoréw podobiefistwa:

A;' % A ¥ Ac * Ejju = Eiju,
A7l x A v Ag*pi; =&
A7V v AprAc 5 =&
AF v Ao x Acx @i = Kcyisy
A 4 A+ Ag *m = m, (4:4)
AEI *Arx Ac*l = Ky,

Ciij>’

Tiy?

Ay *Ap* A % y; = [
A;ll *Ayx Ag +l =K,
A;}:A,,tAc-tn=n.
Otrzymujemy operatory opisujace pewne sprzezenia pomiedzy analizowanymi

wielkoSciami polowymi. Réwnania fizyczne (4.1) + (4.3) po uwzglednieniu (4.4)
mozna zapisaé w formie:

0ij = Eijry * der — Kcy; * doe + Ky, * dC, (4.5)
pS=Icc",.td€.'j+m*d9+nvtdC, (4.6)
M =K, v deij -k, #dO + 0+ dC. (4.7)

Oczywiscie operatory lezace na przekatnej tzn. Ejjz;, m, n nie beda dalej
analizowane w zadaniach brzegowych, gdyz nie opisuja typéw sprzezen.
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5. Dyskusja wynikow
5.1. Wplyw sprzezeri na pole cieplne

W oparciu o dokonana analize numeryczng mozna stwierdzi¢, ze pole cieplne
jest najmniej wrazliwe na wplywy pola dyfuzyjnego i mechanicznego. Zauwazamy
tu nastepujace prawidlowosci:

o Rozklad pola temperatur jest praktycznie taki sam dla zadania niesprze-
zonego jak i dla poszczegllnych zadai sprzezonych (réznice < 1%).

e Rozklad ten charakteryzuje sie monotonicznym wzrostem od wartosci zero-
wej (t = 0) do wartoéci stanu ustalonego ©/0; = 1, w kazdym wewnetrznym
punkcie warstwy.

e Proces ustalania si¢ pola termicznego przebiega bardzo szybko, poniewai
stan ustalony zostaje osiagniety juz pomiedzy désma a szesnasty godzina
(rys.31i 6).

Male oddzialywanie pozostalych pdl na pole termiczne ma natepujace uzasa-
dnienie:

o Gestosc wilgoci ma male wartoéci w stosunku do gestosci betonu.

o Pole cieplne rozwija si¢ znacznie szybciej niz pole dyfuzyjne (wspdlezynnik
przewodnosci cieplnej jest o 3—y rzedy wiekszy od wspélczynnika dyfuzji).
Zatem faza intensywnej migracji wilgoci, czyli wzglednie szybkich zmian pola
koncentracji ma miejsce wéwczas, gdy pole temperatur jest juz w znacznym
stopniu ustalone.

Powyzsze fakty pozostaja w zgodnosci z wynikami otrzymanymi takze w innych
pracach (por.[3,5,28,31]).

5.2. Sprzezenie pola cieplnego z polem mechanicznym

Wplyw pola termicznego na pole mechaniczne ujeto w rozwiazaniu problemu
w formie dwdch sktadowych: wplywu pola temperatur wynikajacego z przeplywu
ciepla na pole mechaniczne (wspdlczynnik k., ), oraz wplywu pola termicznego
zwlazanego z przeplywem masy na pole mechaniczne (wspélczynnik s, ). W przy-
padku tych sprzezen zauwazmy nastepujace prawidlowosci:
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s Rozklad pol przemieszczeni i odksztalcen jest "wypadkowa” pola termicznego
i dyfuzyjnego dla przyjetych w zadaniu warunkéw brzegowych (rys.6). Stad
latwo juz przewidzie¢ charakter pola naprezen, ktére jest superpozycja pél
temperatury, koncentracji i odksztalcen.

o Jezeli chodzi o pierwsza skladowa analizowanego sprzezenia (k) to od-
powiada ona zadaniom w ramach klasycznej teorii termosprezystoéci lub
termolepkosprezystosci. Wspolczynnik &, wystepuje wtedy jawnie w
zwiazkach fizycznych na tensor naprezenia i entropi¢ lub temperature, oraz
potencjal chemiczny. W dalszej czesci dyskusji bedziemy czesto powolywaé
sie na zadania, w ktérych nie jest on réwny zeru (zad. 9 < 16).

e Jak wynika z rysunkéw i zestawien tabelarycznych wplyw sprzezenia repre-
zentowanego przez K., jest dosy¢ istotny i osiaga warto$é do 27% tab.1 {9,1},
(do 17% {1,9}) wzglednych réznic wartosci naprezen w warstwie sprezystej,
oraz do 38% tab.2 {9,1}, do (16% {9.1}) —~ w warstwie lepkosprezystej w
stosunku do zadania niesprzezonego. Przy innych kombinacjach zadad okre-
§lonych przez (3.13) wplyw tego sprzezenia siega 33% tab.1 {9,3} i tab.1
{9,7}, (16% {5,9}) — w rozwiazaniu sprezystym i 38% tab.2 {9,5}, (16%
{9,5}) — w rozwiazaniu lepkosprezystym. Uzyskane wyniki sa tu w dobrej
zgodnosci z badaniami prowadzonymi w pracach [13,14,15,21,22].

s Druga skladowa ujmujaca wplyw pola cieplnego na pole mechaniczne (s,)

jest ta czescia pola cieplnego, ktéra jest icisle zwiazana z polem migrujacej
wzgledem szkieletu wilgoci. W przypadku braku bodZicéw powodujacych
intensywny przeplyw masy (np. duzego gradientu temperatury) ta czesé
pola cieplnego wynika praktycznie z proceséw hydratacji.

¢ Przyjecie zalozen upraszczajacych o rozwazaniu tej fazy obrébki betonu, dla

ktdrej mozna pominaé procesy hydratacji, oraz fakt, ze rozwdj pola koncen-
tracji odbywa sie przy praktycznie uksztaltowanym polu termicznym (braku
duzych gradientéw temperatury) znalazly swoje odbicie w uzyskanych wy-
nikach. Wzgledna réznica naprezeri miedzy zadaniem uwzgledniajacym to
sprzezenie (K., # 0), a zadaniem niesprzezonym (x,, = 0) wynosi. bo-
wiem najwyzej 3% tab.l {1,5} i tab.l {5,1}; (2% {1,5}) - w warstwie
‘sprezystej i mniej niz 1% tab.2 {1,5} i tab.2 {5,1} (<1% {5,1}) - w warstwie
lepkosprezystej. Potwierdza to w pelni poczynione zalozenia i pozostaje w
zgodnosci z eksperymentem [27,34).

Wplyw pola cieplnego na pole koncentracji

Analizowaé bedziemy z kolei wplyw pola cieplnego na pole koncentracji i na-



648

M.WROBEL

prezeri w przypadku sprzezenia przeplywéw ciepla i masy, oraz niezaleznego od-
dzialywania obu p6l. Wspdlcznnikiem odpowiedzialnym za to cieplno-dyfuzyjne
sprzezenie w zadaniach (3.13) i funkcjonale (2.3) jest wspdlczynnik x,,. Zauwazone
w tym przypadku prawidlowosci sa nastepujace:

o 7 zestawien tabelarycznych wynika, ze uwzglednienie oddzialywasi pola cie-

5.1.

plnego na rozktady masy (zad.2) wywoluje 9%, tab.1 {2,1} (5% {1,2}) -
wzglednych réZnic naprezen w warstwach sprezystej i lepkosprezystej.

Laczny wplyw tego sprzezenia, ze sprzeZeniem reprezentowanym przez
wspélczynnik s, (zad.10) jest rzedu 40%, tab.l {10,1} (17% {1,10})
- w zadaniu sprezystym i 42%, tab.2 {10,1} (17% {10,1}) w zadaniu
lepkosprezystym. Wynik ten jest konsekwencja poréwnania z zadaniem
rozsprzezonym (zad.1).

Analogicznie réznice te wynosza do 9%, tab.l {1C,9} (do 3% {9,10}) i do
17%, tab.2 {10,9} (do 5% {10,9}) w stosunku do zadania, w ktérym pomija
si¢ wplyw pola cieplnego na pole dyfuzyjne (zad.9). Uzyskane rezultaty sa
zgodne z wynikami badan otrzymanymi w pracach [3,5,9].

Sprzezenie pola mechanicznego z polem koncentracji

Sprzezenie to okreslone jest w funkcjonale (2.3) 1 w zestawieniu zadazi (3.13)
przez wspélczynnik x.., za$ wplyw pola mechanicznego na rozwdj pola koncentracji
zilustrowano na rys.5 i 6. Zauwazmy tutaj nastepujace prawidlowosci:

Sprzezenie to (zad.3) daje do 11%, tab.l {3,1} (10% {1,3}) - wartosci
wzglednych réinic naprezenn w warstwie sprezystej i do 10%, tab.2 {3,1} (4%
{3,1}) w zadaniu lepkosprezystym w stosunku do zadania niesprzezonego
(zad.1).

Jezeli uwzgledni¢ powyisze sprzéZenie lacznie ze sprzezeniem realizowanym
przez wspélczynnik x,, (zad.11) to odpowiednio rdznice te wynosza w sto-
sunku do zadania niesprzezonego 33%, tab.1 {11,1} (22% {1,11}), oraz 38%,
tab.2 {11,1} (15% {11,1}) - por.[26].

Pominiecie sprzezenia pola mechanicznego z polem koncentracji, ale dla pro-
cesow, w ktorych uwzglednia sie¢ wplyw pola ciepilnego na pole mechaniczne
(zad.9) daje odpowiednio 9%, tab.l {11,9} (6% {9,11}), oraz 6%, tab.2
{9,11} i tab.2 {11,9} (3% {11,9}) — wzglednych réznic naprezesi w warstwie
sprezystej i lepkosprezystej — por.[26].
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- Podsumowujac przeprowadzona tutaj dyskusje wynikéw analizy numerycznej
16—-tu zadai szczegllnych problemu stwierdzamy, ze:

o Wzgledna réinica naprezen dla zadai sprzezonych i niesprzezonych moze
dochodzi¢ do 43%, tab.1 {16,3} i tab.1 {16,7} (22% {5,16}) - w warstwie
sprezystej i do 58%, tab.2 {16,2} i tab.2 {16,6} {18% {12,1} i inne) - w
warstwie lepkosprezystej.

o Miedzy zadaniem niesprzezonym (zad.l) i w pelni sprzezonym (zad.16)
réinice te wynosza odpowiednio 32%, tab.1 {16,1} (21% {1,16}), oraz 45%,
tab.2 {16,1} (18% {16,1}).

o Jezeli z kolei rozpatrze¢ wzgledne rdznice naprezeri pomiedzy zadaniami
czesciowo sprzezonymi (pewne kombinacje wspdlczynnikéw sprzegajacych
okreslone przez zadania 2 + 15), to moga one siegaé 45%, tab.l {12,3} i
inne, (23% {1,12} i inne) — w zadaniu sprezystym i 58%, tab.2 {12,2} i inne,
(18% {12,1} i inne) — w zadaniu lepkosprezystym.

Nasuwa sie tu w sposéb naturalny wniosek, ze dla pewnych typéw zadafi brze-
gowych nalezy uwzglednié sprzezenia pomiedzy rozpatrywanymi polami.

@l-l
@il

ash

o at 02 ) s s BV

Rys. 3. Rozklad temperatury w warstwie dla przypadku:

Ky = Ky = Kgy = Kg, =0

Na zakoriczenie prowadzonych rozwazan nalezy wyjasni¢ jeszcze dwa fakty za-
uwazone przy analizie wynikéw numerycznych, a mianowicie:

(i) Z przytoczonych wynikéw dotyczacych rozwaianego zadania w zakre-
sie lepkosprezystym wynika, Ze proces relaksacji obejmuje tutaj nie tylko pole
naprezeil, ale réwniez wplyw pozostalych wielkoéci na to pole, tzn. wplyw sprzezei
pozostalych pdl na wartosé naprezenia réwniez maleje w czasie. Fakt ten odnosi sig
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Rys. 4. Rozklad koncentracji w warstwie dla przypadku:
K'U=K'T=KC2=NC) =0
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Rys. 5. Rozklad koncentracji w warstwie sprezystej dla przypadku:
Ky # 0, kp #0; K5, # 05 ko, # 0
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Rys. 6. Rozklad wielkosci polowych w warsiwie sprezystej przy wartosci £ = 0.1 dla
przypadku: Ky Ok #F0 ke, 0 kg #0
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Rys. 7. Rozklad naprezen w warstwie sprezystej dla praypadku:
Ky = Kp = Kgy = K¢, =,

20 as az (] [ as L

o3

5760 h

]

w4 o)
) 2 MPa |
131

Rys. 8. Rozklad naprezen w warstwie sprezystej dla przaypadku:
Ky F Kr # 0, Kgy = K, =

réwniez do wplywu sprzezeii na inne pola. Prawidlowosé te mozna wytlumaczyé
wplywem pamiegci materialu [1,2,3,7,26].

(ii) W otrzymanych wynikach brak jest efektu zjawiska tzw. spigtrzenia kon--
centracji i spigtrzenia naprezefl spotykanego czasami w literaturze przedmiotu
(np.[3,34]). Zjawisko to polega najogélniej na tym, ze krzywa rozkladu koncentra-
cji po osiagnieciu w pewnym punkcie obszaru poziomu stanu ustalonego przekracza
go i nadal wzrasta, az do osiagniecia maksimum. Efekt ten wystepuje w pewnej
klasie zadan sprzezonych i jest konsekwencjs zgodnosci gradientéw temperatury i
kouncentracji. Gradient pola temperatury powoduje wéwczas wzrost koncentracji
ponad poziom stanu ustalonego i dopiero jego zanik - w momencie osiagniecia
stalego pola temperatury — powoduje odplyw wilgoci z obszaru do poziomu stanu
ustalonego. Natomiast zjawisko spietrzenia naprezen jest konsekwencja spietrzenia
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Rys. 9. Rozklad naprezen w warstwie dla czasu¢ =8 h
x Da rysunkach oznacza to samo co litera & w tekscie

koncentracji i nie wymaga komentarza. W cytowanych powyzej pracach podano
warunki przy jakich moze dojié do spigtrzenia, a w pracy [3] przeprowadzono po-
nadto doktadna analize wplywu parametréw zewnetrznych i wewnetrznych na efekt
spietrzenia. z ktorej wynika, ze:

e stopien spietrzenia jest rosnaca funkcja wartosci skoku temperatury na
brzegu rozpatrywanego obszaru, przy czym spietrzenie pojawia sie przy tem-
peraturach wyzszych od pewnej warto$ci graniczne] — wartoéé ta dla anali-
zowanego przez nas problemu miesci sie w-przedziale @, € (60°C + 80°C);

o wzrost wartosci skoku temperatury przyspiesza moment wystapienia spig-
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Rys. 10. Rozklad naprezen w warstwie spruystej dla czasu t = 720 h
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Rys. 11. Warstwa sprezysta. Rozklad naprezen w czasie dla przypadku:

Ky = Ky

=Koy = Key =



a2

95

06

08

a%

M.WROBEL

654
[1] 1 2 4 [] * 2“ 48 96 %2 8L 720 1440 ©a80 3760 11520 4 | h}
1
-t
az 2
-2 @
T -7
-4
L
- ® g =00
3 @B =03
7 @B =04
1.0
<1
LRCE'Y
Gi-t
Rys. 12. Warstwa sprezysta. Rozklad naprezeni w czasie dla przypadku:
Ky # Ky £ oy F oy £0
4] 5 2 3 ] 1% 24 48 9% 182 384 720 1440 2880 5760 11520 tinl
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Rys. 13. Warstwa sprezysta. Rozklad naprezen w czasie dla £ = 0.3
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Rys. 14. Rozklad naprezen w warstwie lepkosprezystej dla czasu t =384 h
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Rys. 15. Rozklad naprezen w warstwie lepkosprezystej dla przypadku:
Ky = Kp = Kgy = Kgy =
Dlat=96h pOJawm)a, srlq zauwazalne roznice miedzy naprezeniami w warstwach
sprezystej i lepkosprezystej
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Rys. 16. Rozklad naprezen w warstwie lepkosprezystej dla przypadku:
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Rys. 17. Warstwa lepkosprezysta. Rozklad naprezen w czasie dla przypadku:
. KU=K.,.=KC,‘=K“:O; L .
Linia przerywana oznaczono poziom ustalonych naprezen (¢t = 2880) w warstwie
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18. Warstwa lepkosprgiysta. Rozklad naprezed w czasie dla przypadku:
"u#nr#'cc:'#'ccn#(); .
sr¥Wana oznaczono poziom ustalonych naprezen (t = 5760 h) w warstwie

sprezystej
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Rys. 19. Warstwa lepkosprezysta. Rozklad niaprezeri w czasie dia € = 0.3

trzenia rozumiany jako czas przekroczenia przez koncentracj¢ poziomu stanu
ustalonego;

e wystepuje zanik efektu spietrzenia (nawet przy spelmionych powyzszych wa-
runkach) w materialach ze wspélczynnikami dyfuzji mniejszymi conajmniej o
dwa rzedy wielkosci od wspdlczynnika przewodnictwa cieplnego. Tlumaczy
sig to tym, ze w takich przypadkach skladnik dyfundujacy napotyka pale
cieplne w znacznym stopniu uksztaltowane (por. rys.3 + 6).

Przytoi:zone powyzej uwagi odnoszace si¢ do efektu spigtrzenia koncentracji
w kontekécie z numerycznym sformulowaniem problemu (3.6) + (3.11) tumacza
brak tego efektu w rozwiazaniach podjetych zadad.

\
6. Podsumowanie

Zestawienje i analiza otrzymanych wynikéw przemawiaja za koniecznoicia
uwzglednienia sprzezen dla pewnych zadan okreélonych przez (3.13). pe}u'oé
bowiem mamy do rozwiazania konkretny problem poczatkowo-brzegowy, za-
wsze stoimy wobec alternatywy: rozwiazanie prostego zadania bez uwzglednienia
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sprzezenia pdl (czesto bez §wiadomosci bledu jakim obarczone jest rozwiazanie),
lub rozwia zanie bardziej zlozonego zadania sprzezonego. Wydaje sie, iz mimo
znacznych uproszczen jakie poczyniono w rozwigzywaniu postawionego problemu
powyZsza analiza wraz z zestawieniem tabelarycznym (tab.1, 2 i 3) moga, sie oka-
zaé pomocne w rozstrzygnieciu tej kwestii. Jest to mozliwe réwniez dla.t’.ego, ze
zbieznos$é otrzymanych wynikéw numerycznych z wynikami eksperymentalnymi i
wynikami innych autoré6w przemawia za poprawnoscia wynikéw uzyskanych na
podstawie bardzo uproszczonego modelu i obejmuje réwniez opis procesu prowa-

dzony w aspekcie jakoSciowym. “‘
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Summary

A discussion of reciprocal thermodiffusion couplings and their influence on the strain
field solving a certain initial-boundary problem in a layer is presented in the paper. Some
sixteen cases of decoupled and partially coupled problems are considered. An analysis of
some simplifying assumptions used for the solution is also given here. The considerations
are illustrated in figures and tables. .
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