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Praca zawiera kontynuacje tematyki ksztaltowania ustrojéw nosnych rozwi-
janej w pracach [1,2]. Dotychczasowe prace autoréw dotyczyly ksztaltowania
na najwigksza sztywnoéé i obejmowaly - plaskie oraz osiowo-symetryczne
ustroje noénean 10,11,18]. Problematyka ta jest rozszerzona obecnie na mo-
dele plytowe [:ﬂlWykorzystame modelu obliczeniowego zlozonego z elemen-
téw skoniczonych umozliwia zastosowanie metody elementéw skoriczonych do
ksztaltowania w zakresie nowej klasy zagadnien. Zwrécié¢ nalezy uwage, ze
podobnie jak w przypadku wczesniej opracowanych procedur, ksztaltowanie
odbywa sig¢ w sposGb 1teracy3ny Réznice dotycza badz realizacji numerycznej
(zmiana gruboéci lub gestosci elementéw skoriczonych), % slery interpre-
tagji ( znuenna, gqstosc tworzywa mozna zredukowaé do stalej konstrukcyjnej
gqstoscl zmieniajac odpowiednio gruboéé elementéw) [?1. Rozklad tworzywa
"ksztalt” ustroju, bedacy wynikiem kolejnego kroku optymalizacji, wy-
znaczony jest zmieniajacym si¢ w procesie poszukiwania stanem obciazen
wewnetrznych. Zachowanie ukladu samo determinuje zatem dalszy kierunek
pogzuklwama i stad okreslenie ”autogeniczna” przyjete dla opisywanej me-
tody.
Uogdlniona metoda ksztaltowania autogenicznego na najwigksza sztywnosé
moze spelniat rolg narz¢dzia wspomagajacego intuicjg konstruktora w zakre-
sie optymalnego projektowania konstrukeji.

1. Wstep

Model plyty przyjety do rozwazan z uwagi na kierunek optymalizacji powinien
uwzgl¢dniaé zmienno§é parametréw ksztaltu. Ksztaltowanie oparte jest na teorii
plyt cienkich i dotyczy plyt o dowolnych kontura.ch wykonanych z tworzyw podle-
gajacych prawu Hooke’a, izotropowych i jednorodnych. Przemieszczenia punktow
powierzchni §rodkowe;j p}yty z zaloZenia przyjmuje si¢ jako male w stosunku do jej
grubosci.

Przedmiotem rozwazan sa plyty, ktorych sztywno$é na zginanie jest funkcja,
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wspélrzednych (11,1'2). Na zmiany sztywnosci plytowe;j:

ER3
D=5im (1.1)

wplywaja zaréwno czynniki geometryczne — grubosé plyty, jak i materialowe —
zmienny modul sprezystosci zwiazany ze zmienna gestoscia tworzywa. Najczesciej
spotykanym w praktyce jest. model, w ktérym grubo$é¢ h plyty jest funkcja
wspélrzednych (zy,z3).

Zastosowanie obowiazujacego w tym przypadku rézniczkowego opisu modelu [3]
w sformulowaniach zagadnieri optymalizacyjnych prowadzi do silnie nieliniowych
ukladéw réwnaii calkowo-rézniczkowych, ktdrych zlozonoséé praktycznie wyklucza
mozliwoéé rozwiazania zadah optymalnego ksztaltowania w zamknigtej postaci.

Szczegdlnym, wainym technicznie przypadkiem jest plyta tréjwarstwowa, w
ktérej catkowita grubos¢ pozostaje stala, a zmianom podlegaja tylko grubosci
warstw zewnetrznych. Z punktu widzenia formulowanego zadania jest to jed-
nak zagadnienie zawezone, pozwalajace na redukecje plyty do modelu tarczowego
reprezentujacego nosne warstwy zewnetrzne.

2. Przeglad lieraturowy problemu optymalizacji plyt

-Najczestsze kryteria ksztaltowania optymalnego to:
— wyréwnany stan wytezenia,
— najwigksza sztywnos¢ ze wzgledu na stan obcxa,zema,
— najwigksza sztywnos¢ ze wzgledu na czesto$¢ drgan wlasnych,
— najmniejszy ciezar,
- najmniejszy koszt. :

Z uwagi na koncepcje opracowania interesujacy jest stan zaawansowania prac
dotyczacych problemun maksymalizacji sztywnosci. W zakresie tym w literaturze
wylaniaja si¢ kierunki dotyczace:

— matematycznych podstaw ksztaltowania,

~ aplikacji technicznych (zadania szczegélne),

— ksztaltowania ze wzgledn na wyréwnanie potencjalu plytowego - jednostkowej
energii sprezystej zginania,

— ksztaltowanie ze wzgledu na wyréwnanie potencjalu powierzchniowego plyt.

Do pierwszego nurtu naleig prace Wasiutyrskiego, a w szczegdlnosci [16], w
ktorych sformulowane zostaly warunki konieczne optymalnego ksztaltowania na
najwieksza sztywnosé. Warunki te zostaly rozszerzone o warunki dostateczne
w pracy Mroza [3]. Syntetyczne opracowanie tych zagadnied znaleZé mozna w
pracach Brandta [12,13], z wykorzystaniem prac Dzieniszewskiego, Gierlidskiego,
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Marksa i innych. Interesujaca pozycje stanowi praca Olchoffa [17], bedaca zbiorem
publikacji autora z zakresu ksztaltowania na najwieksza sztywnosé, gléwnie jednak
w zagadnieniach dynamicznych. W zakresie aplikacji technicznych najczesciej sta-
wianym problemem jest poszukiwanie parametréw (wysokosci) uzebrowania plyty,
dla znanego jego rozmieszczenia. Innym zagadnieniem wykorzystujacym kryte-
rium ksztaltowania na najwicksza sztywno$¢ przy stalej objetosci tworzywa jest
ksztaltowanie warstw zewnetrznych plyt tréjwarstwowych. Problem ten sprowa-
dzony do zagadnieri tarczowych tych warstw posiada jednoznaczne rozwiazanie,
a warunki konieczne i dostateczne optymalnoéci sformulowane s3 w pracy [12].
Dla zagadniei optymalnego ksztaltowania plyt na najwigksza sztywno$¢ minimum
globalne energii sprezystej moze nie istnieé z uwagi na niemoznosé spehienia do-
statecznych warunkow optymalnosci.

W tego typu zagadnieniach ksztaltowania optymalnego jako miare odksztal-
calnodci plyty przyjmuje sie energie odksztalcert sprezystych. Energia spreiysta
wlasciwa plyty ¥ jest to calka po grubodci plyty z energii sprezystej &:

h/2
W(Il,zz) = /¢ ¢(31,32,23)d$3 (2.1)
~h/2
i dla klasycznej teorii plyt wynosi:
M
v=g / o edzs, (2.2)
—h/2
lub 1
V= EMTS, (2.3)
gdzie: )
v Fw w
[ 2 k] zz 9 az ] (2.4)
Formula (2.3) moze by¢ zapisana w przemxeszczenia.ch:
V= %NTD::, (2.5)
badZ za pomoca sit wewnetrznych:
V= %MTD“M, (2.6)
gdzie:
1 -v 0
12
D= -v 1 0 . (2.7)

Fh3
ER 0 0 204w
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Po rozpisaniu formy te przybieraja postaé:

1
V= ED[(R-’H + Kz )2 - 2(1 - V)(K'-"-'l Kz, — KZ;:;)L (2'8)
_1 2,\2 _ o(] _ FPwdtw | Fw
¥ = 2D{(V w)? - 2(1 - v)| 57 922 (3 azz)]}’ (2.9)
lub
QP S 5 7, B VA VAR Ve M2 2.10
= B FMA ~ MMy M+ (VM (210)

Wprowadzajac ograniczenia na grubosé maksymalna i minimalna plyty kryterium
optymalnoéci, spelnione w obszarze, w ktGrym zalozone ograniczenia nie sg ak-
tywne, moze by¢ sformulowane w postaci [17]:

AA[(1 4 v)(MZ, + 2M2,, + M2) — v(Ms, + My, )?| = const. (2.11)
Zadanie ksztaltowania optymalnego z wykorzystaniem powyzszego kryterium opty-

malnoéci, dla stalej objetosci i ograniczeri na minimalna i maksymalng grubodé
plyty rozwiazali Cheng Keng - Tung i Olchoff w [8].

3. Teoretyczne podstawy ksztaltowania plyt ze wzgledu na
najwieksza sztywnosé

Problem ksztaltowania plyty jako zadanie optymalizacyjne sformulowane jest

w sposdb nastepujacy:

zminimalizowal energie U odksztalcenia éprezystego ksztaltowanego obszaru
2 plyty w postaci funkcjonatu rozkladu grubosci plyty h(z), z € A C R?

Ulh(z)] = min. 3.1)
Plyta poddana jest danemu ukladowi obcigzen zewnetrznych czynnych oraz pod-
parta w spos6b uniemozliwiajacy jej ruch jako bryly sztywnej. Poddana jest po-
nadto ograniczeniu réwna$ciowemu stalej objétosci:
» V[k(z)] = const, (32)
oraz ograniczeniom nieréwnosciowym lokalnej grubosci:

a < h(z) < b, z € A; (3.3)
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Rozwiazanie zadania metodami rachunku wariacyjnego nie jest na ogél mozliwe
ze wzgledu na trudnosdci z uzyskaniem jawnej postaci funkcjonatu (3.1). W przy-
padku ogdlnym ksztaltowanego ustroju nosnego poszukiwania rozwiazania zadania
optymalizacyjnego moga by¢ prowadzone z wykorzystaniem warunku optymalnosci
sformulowanego w literaturze [12 ,16] w postaci twierdzenia o wyréwnanej jedno-
stkowej energii sprezystej &: ’

&(z) = const, z€ . (3.4)

Plyty jednorodne i pelne sg przykladem ustrojéw, w ktérych réwno$é poten-
cjalu nie moze byé osiggnieta. Analiza problemu dla tej klasy obiektéw dopro-
wadzita do sformulowania warunku optymalnoéci o wyréwnaniu potencjalu po-
wierzchniowego ciala [13]:

Z(z) = const, z € So. (3.5)

gdzie Sg jest powierzchnia zewnetrzng ksztaltowanego ciala. Jednoczesnie zwré-
cono uwage na to, ze warunek (3.5) jest jedynie warunkiem koniecznym.. W pra-
cach [3,13] sformulowany zostal warunek wystarczajacy, ktéry moina przedstawic
w postaci:

grad®(z) <0, =z € S. (3.6)

Oznacza on, ze kryterium wyréwnania potencjalu powierzchniowego od-
ksztalcenia mozna uznaé za kryterium wystarczajace optymalnosci ukladu jedynie
w przypadku, gdy potencjal odksztalcenia w danym ustroju w bezposredniej bli-
skodci brzegu wzrasta w kierunku wnetrza obszaru. Takie zaweZenie uzytecznosci
kryterium (3.5) praktycznie dyskwalifikuje plyty jako obiekt optymalizacji meto-
dami wykorzystujacymi to kryterium. W pracy [13] zwrécono uwage na przypa-
dek w sposéb statycznie wyznaczalny walcowo zginanych pasm plytowych. o stalej
szerokosci, jako szczegdlne zagadnienie plytowe, w ktérym warunek (3.5) jest wa-
runkiem wystarczajacym ekstremum energii odksztalcenia mimo niespelnienia wa-
runka (3.6).

W dalszym ciagu pracy wykorzystana zostanie mozliwos¢ rozszerzenia uzytecz-
nos$ci kryterium potencjalu powierzchniowego na wszystkie przypadki plyt statycz-
nie wyznaczalnych, to znaczy takich, w ktérych rozklad zredukowanych do po-
wierzchni §rodkowe]j skladowych sit wewnetrznych nie zalezy od rozkladu gruliosci
plyty.

Z uwagi na numeryczng realizacje zadania optymalizacji dokonana zostanie dys-
kretyzacja polegajaca na podziale zbioru A na skoriczona liczbe spéjnych podzbio-
réow AU i=1,2,...,n, w ktérych gruboéé plyty jest stala:

h(z) = k() = const  dla z € A, (3.7)
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Podzial taki genéruje podzial obszaru {2 plyty na elementy plytowe o skos-
czonych obszarach 2(). W takim ujeciu funkcjonal (3.1) mozna traktowaé jako
funkcje wektora < k() >=h € R™.

Warunki ograniczajace przyjmujs postaé:

V(h) = 3" h9S5Y = const, (3.8)

=1
a) <) <) j=1..m, m<am,

gdzie S oznacza pole obszaru A{Y).

Zadanie powyisze jest zadaniem programowania nieliniowego ze wzgledu na
nieliniowoéé funkcji energii odksztalcenia U(h) z ograniczeniami réwnosciowymi
i nieréwnoiciowymi. Przestrzenia optymalizacji jest przestrzen R"™ parametréw
. gruboéci. Ksztaltowanie optymalne polegaé ma na poszukiwaniu wektora Aoy, dla

ktérego zachodziz .

U(hop:) = min. (3.1)
Jednostkowa energia sprezysta zginania w podobszarze 20) wyraza sie przez
skladowe zredukowanych momentéw zginajacych (pominigto sktadowe tarczowe
stanu obcia.ienia oraz wplyw sil poprzecznych) nastepujaco:

v = h(') [-—M’ -vM, M., + %M}, +(1+u)M3m], (3.9) -

gdzie E, » to parametry sprqzyste osrodka.
Potencjal powierzchniowy dla tego podobszaru wyrazony jest za.leznoscna,.

=0 = [Ew —vMo M, + = M’ ++v)M2,), (3.10)

Eh(')‘

a stad: )
gl = §h(‘)5('7. (3.11)

Wobec zréinicowanych grubosici poszeczegéluych podobszaréw plyty z zalez-
nosci powyzszej wynika, ze wymienione wczesniej kryteria ksztaltowania wyrdw-
nanego potencjalu odksztalcenia plytowego ¥ oraz wyréwnanego potencjalu po-
wierzchniowego = dla obszaru plyty nie sg réwnowazne. Zrdznicowanie potencjalu
powierzchniowego w plycie o wyréwnanym potencjale plytowym dowodzi, wobec
twierdzeii o wplywie zmiany ksztaltu na energie odksztalcenia ustroju [2,13] nie-
optymalnosci takiego rozwigzania. Plyta o wyréwnanym potencjale powierzch-
niowym czyni zado§¢ warunkowi komiecznemu optymalnosci jednak nie spelnia
warunku wystarczajacego (3.6).
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Ograniczajac przestrzen optymalizacji do obszaru K™~! wynikajacego z nie-
ujemnosci parametréw Al), i = 1,2,..,n oraz warunku stalej objetosci i
przedstawiajac pozostale warunki ograniczajace (3.8) w postaci:

g®) = gk _pk) <, kj =1,2,..,m,
A (3.12)

g = plb) ) <, lj=m+1,..2m,

warunki optymalnosci zadania mozna sformulcwaé nastepujaco:
a) funkcje U(h)oraz g(h) maja ciagle pochodne,

b) funkcje U(h) oraz g(h) sa funkcjami wypukiymi,

c) w punkcjie hgpe spelnione sa warunki Kuhna — Tuckera.

W analizowanym zadanin warunek a) jest spelniony. Spelnienie warunku c),
jak to pokazano w pracach [2,10], w metodach ksztaltowania przy kryterium wy-
réwnanego potencjalu ukladéw z wiezami typu (3.12) jest réwnowaine spelnieniu
warunku wyréwnania potencjatu (w przypadku plyt — powierzchniowego). Funkcje
g(h) o postaci (3.12) sa ponadto wypukle. Pozostaje okreslenie klasy ukladéw, dla
ktérych warunek (3.6) spelniony jest réwniez przez funkcje U(h). Sformulujemy
nastepujace twierdzenie dotyczace plyt statycznie wyznaczalnych.

Funkcja energii odksztalcenia U(k) plyty podpartej w sposéb statycznie wy-
znaczalny jest funkcja wypukla,

Dowodk:

W celu przeprowadzenia dowodu powyiszego twierdzenia weZmy pod uwage
dwie plyty odpowiadajace parze bliskich wektoréw h,h’ C R", przy czym jedyna
16213 od zera wspdlrzedna réznicy:

hs=h —-h

Jjest wspélrzedna:
) =5, s« hY. (3.13)

Niech skladowe powierzchniowego stanu naprezenia dla podobszaru o grubosci h(7)

plyty sa réwne:
6

- ——h(j)2 Mrlv

gdzie M,, to skladowe zredukowanych do plaszczyzny srodkowej plyty sil
wewnetrznych plytowego stanu obciazenia. Statyczna wyznaczalnosé ukladu ozna-
cza niezaleznoé¢ tych skladowych obcigzenia od rozkladu grubosci plyty. Skladowe
oy, dla elementu plyty o zmodyfikowanej grubosci R = p) 4§ WYNnosza zatem

Ors rie=1,2, (3.14)

G 6 26
(&) — - =
ors(RY) +8) = h(i)zM" (1 h(i))' (8.15)
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Stan napreienia w warstwie oddalonej o (h9)/2) od powierzchni §rodkowej
plyty w zmodyfikowanym elemencie wynosi:

6 R — 25

O =
9r(B7) = M T

(3.16)

Srednie wartodci sktadowych stanu naprezenia w "dodanej” warstwie wynosza za-
tem:

g, = %[a,,(h(j)} 6)+a,,(h(i))]=

6
” .1
= o1 - 2(h(J) ¥ 5)] (317)
a energia odksztalcenia dodanej warstwy wynosi:
§ _ § 6
Uo = EO’,-, = EWM" [1 - m]. (318)

L,,u(h & (1~ .quu.

i s - bl")
PrET

Rys. 1. Zaleznoéé energii odksztalcenia plyty U od grubosci b/

Narys.1 przedstawiona jest przyktadowa zaleznoéé funkcji energii odksztalcenia
plyty od grubosci AU 2z wyréiniona parg punktéw odpow;ada,_]a,cych w sposéb
dowolny przyjetej wartoéci hY) oraz jej wartoéci zmodyfikowanej hY)' . Warunek
wypuklosdci funkcji ma postaé:

aU(ED) + (1 - &)U > UlahD + (1 - a)r9], (3.19)

gdzie 0 < a< 1.
Korzystajac z-twierdzenia Wasiutynskiego [16] mozna wobec warunku (3.13)

wyrazi¢ energig odksztalcenia plyty dla wszystkich wartosci h%)’ bliskich wartosci
hU) poprzez energi¢ odksztalcenia w stanie poczatkowym:

AU = U(hD +£) - ULY) = ~Up, < bV, (3.20)
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Wykorzystujac te zaleznosé¢ w wyrazeniu (3.19) otrzymuje sie:

aU(hD) + (1 - @) [U () = (1 - 24 >

hid)
N O 2(1— a)é
> U[aht) - E(l - —(W)—)(l - a)f], (3.21)
gdzie wprowadzono oznaczenie:
1., 1. .,
= [5M2 — vMo Moy + M2 + (14 V)M, .

Dokonujac uproszczei otrzymamy kolejno:

(1-a)(1 - o)s < (1- XLz gy,

5 _ 201 -a)s

co dowodzi prawdziwoéci relacji (3.21), a wobec dowolnosci wyboru parametru A{7)
oraz jego wartosci poczatkowej — spelnienia przez funkcje U kryterium wypukloéci,
co konczy dowdd.

Na mocy powyiszego twierdzenia warunki wystarczajace optymalnosci ksztal-
towania plyt statycznie wyznaczalnych sa spelnione. Uzasadniona zostala tym
samym efektywno$¢ procesu ksztaltowania z wykorzystaniem kryterium wyréwna-
nego potencjalu powierzchniowego w stosunku do plyt statycznie wyznaczalnych ,
dla ktérych stan zredukowanych obciazed wewnetrznych nie zmienia sig w trakcie

«procesu ksztaltowania.

4. Przyklady

Przyklad 1

' Plyta prostokatna o wymiarach 400 x 900 mm i poczatkowej grubosc1 10 mm
jest na jednym krétszym boku utwierdzona (rys.2). Plyte poddano zginaniu walco-
wemu obciaZajac réwnomiernym ciénieniem p = 100 N/mm?. Model plyty stanowi
36 elementéw skonczonych prostokatnych rozpietych na 50-ciu wezlach. Na pod-
stawie otrzymanych grubosci elementéw po 14-tu iteracjach narysowano przekrdj
poprzeczny plyty przedstawiony na rys.2.

Na rys.3 pokazano spadek potencjalu $redniego i réznicy ekstremalnych po-
tencjaléw sprezystych w zaleznoéci od numeru iteracji. Potencjal sredni zmalal z
wartoéci 4629.8 N/mm? do 1956.3 N/mm?.
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Plytg prostokatna Jedaym brzegiem utwierdzona
"‘E:;Té“' obcigtona réancmiernie cisnisniem p.

50

a0

30

20

10 .

Diugosé’ [am) ‘

0 200 400 600 800 1000

Rys. 2. Zarys przekroju poprzecznego plyty

Vir

17000 AY

15000

13000

11000

7000

5000

3000

Nr iteracji

Rys. 3. Zaleznoé¢ potencjalu sredniego i réznicy ekstremalnych potencjaléw od numeru
iterac)i
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Nalezy zwréci¢ uwage , Ze kontur przekroju plyty narysowany jest linia lamana
wynikajaca z liniowej interpolacji wartosci gruboéci w wezlach modelu. Grubosci
te przyjeto jako Srednie z wartoéci gruboéci odpowiednich elementéw, do ktérych
wezel przynalezy.

Przyklad 2 .

Plyta kolowa podpadPa na orzegu zewnetrzoym i obclazona
réwnonlernym cisnienien,

Gruboé
(=m]
60

50 ‘_T

5 ;__ _

2o |

10}

Promien [=m]
n B3y 400 &00 300 jieisy)

Rys. 4. Zarys przekroju poprzecznego plyty po ksztaltowaniu

Plyta kolowa o promieniu zewnetrznym 100 mm posiada w $§rodku otwér o
promieniu 10 mm. Grubo$é plyty jest poczatkowo stala i wynosi 10 mm. Plyte

podparto na konturze otworu i obciazono réwnomiernie cisnieniem o wartoéci p =
100 N/mm? (rys.4).

Symetryczna ¢wiartke plyty zamodelowano 81 elementami czworokatnymi
rozpietymi na 100 wezlach. Plyte ksztaltowano na najwieksza sztywnos¢ z za-
chowaniem symetrii osiowej w 10-ciu iteracjach.

Na rys.5 pokazano zalezno$¢ potencjalu éredniego i réznicy ekstremalnych po-
tencjaléw sprezystych od numeru iteracji. Réznica ta spadla z wartosci 23650.0
N/mm? do wartosci 3975.0 N/mm? przy réwnoczesnym obnizeniu potencjalu sre-
dniego z 3850.0 N/mm? do 890.0 N/mm?. Ksztalt przekroju promieniowego plyty
po 10-ciu iteracjach pokazano na rys.4 .
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Rys. 5. Zaleznoéé potencjalu sredniego i réznicy ekstremalnych potencjaléw sprezystych
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Summary

In this paper, the formation of atatically determinated plates considering a stiffness
maximum for any boundary conditions is presented. The plates for the mass conservation
condition are formed. The finite elements method was adopted, equalizing elastic potential
on unbounded surfaces of plates.
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