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W pracy rozwazono zastosowanie metody stochastyczne) linearyzacji do ana-
lizy st.ochast.ycznych ukladéw o wielu stopniach swobody, w ktérych mozna
wyrdzni¢ powiazane ze soba poduklady. Proponowana jest linearyzacja
dwuetapowa — w pierwszym kroku linearyzacja podukladéw, w drugim ich
powiazani. Ocena dokladnosci i czasu obliczeri proponowanej metody, w od-
niesieniu do globalnej linearyzacji stochastycznej, zilustrowana zostala dla
przykladu mechanicznego o dwéch stopniach swobody.

1. Wstep

Jednym z waznych probleméw mechaniki jest analiza drgai stochastycz-
nych ukladéw dynamicznych. Zwiazane jest to z charakterem czesci wymuszen
wystepujacych w przyrodzie, takich jak dzialanie wiatru, fal morskich czy sil
pochodzacych od nieréwnosci podloza w przypadku analizy drgan pojazdéw. Sity
te musza by¢ brane pod uwage np. przy projektowaniu budynkéw, platform
wiertniczych, samolotéw oraz zawieszei pojazdéw. Jednak wigkszosé ukladow
pojawiajacych sie w praktyce inzynierskiej jest nieliniowa.

W literaturze systemy takie analizowane byly m.in. za pomoca metod réwna-
nia Fokkera-Plancka przez Caughey’a (1971), perturbacji przez Crandall’a (1963),
Tung’a (1967) oraz stochastycznejlinearyzacji przez Atalik’ai Utku (1976) i Iwan’a
i Yang’a (1972). W pracach Atalik’a i Utku (1976) i Iwan’a i Yang’a (1972) poréw-
nano wymienione metody, oraz podano ich biedy i obszary zastosowai. Wynika
z nich, Ze metoda linearyzacji jest mozliwa do zastosowania dla szerokiej klasy
zagadnien, cho¢ nie zawsze otrzymane wyniki sg dobrg aproksymacjs rozwiazania
dokladnego. Wymaga ona rozwiazywania ukladu nieliniowych réwnan algebraicz-
nych. Ilos¢ réwnain roénie gwaltownie wraz ze wzrostem liczby stopni swobody
ukladu i wynosi N - (2N 4+ 2), gdzie N jest liczba stopni swobody ukladu. Mimo
rozwinietych juz stosunkowo dobrze technik komputerowych zaréwno dokladnosé
otrzymanych wynikéw jak i czas obliczei sa w dalszym ciagu nie zadawalajace.



356 M.PAWLETA

Dlatego w niniejszej pracy zajmiemy si¢ problemem stochastycznej linea-.
ryzacji zlozonych systeméw. Przez zloiony system rozumiemy ukiad majacy
zdecentralizowana strukture. Oznacza to, ze system sklada sie z duzej liczby wza-
jemnie powiazanych podukladéw. Sa dwie mozliwosci linearyzacji takich ukladdw.
Pierwsza polega na tym, ze traktujemy system jako jeden uklad, ktéry lireary-
zujemy korzystajac z cale) wiedzy o systemie, druga polega na tym, ze lineary-
zujemy kazdy poduklad niezaleinie, a nastepnie taczymy poduklady zlinearyzo-
wanymi powiazaniami. Linearyzujac poduklad korzystamy tylkoc ze zmiennych
lokalnych. Celem niniejszej pracy jest por6wnanie obu metod tzn. poréwnanie
rozbiezno$ci wynik6w oraz czaséw obliczei numerycznych dia otrzymanych mo-
mentdéw rozwiazan stacjonarnych.

2. Opis ukladéw i metody linearyzacji stochastycznej
2.1. Opis ukladéw

Bedziemy rozwazaé duzy nieliniowy system opisany nastepujacym stochastycz-
nym réwnaniem rézniczkowym:

(Y0) : dzi = gi(z,t)dt + Gudwi,  i=1,..,N, (2.1)

]
gdzie:
z = [2},%2,...,2N]" jest-wektorem stanu,
z; € R™ sa wektorami stanu dla kazdego podukladu,
N
@i : R® = R™ sa nieliniowymi funkcjami, » = ¥ n;,
=1
G; s3 n; - wymiarowymi wektorami intensywnoéci szumu,
w; 53 standardowymi procesami Wienera, w; i w; sa niezaleznymi procesami
dla i # j.
Zakladamy, ze uklad (2.1) mozna przedstawi¢ jako N powiazanych ze soba
podukladéw:

(Z) : dz; = (F,-(z,-) + D;(zl,...,zN))dt + G;dw;, i=1,...,N, (2.1;)
gdzie F; : R™ — R™, D;: R™ X R™ X .. X R"™ — R™ sa nieliniowymi
funkcjami deterministycznymi. Funkcje D; sa funkcjami powigzan podukladéw.

W przypadku liniowychk powiazan funkcje ¢; sa opisane nastepujacym réwna-
niem:
N
wi = Fi(z;) + EC,'_,':!.‘J', i=1,...,N, (2.2)

=1
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gdzie C;; sa determinstycznymi n; X n; -wymiarowymi macierzami.
Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

M oznacza n-wymiarowy wektor E[z],

M oznacza n;-wymiarowy wektor E[z],

O oznacza n X n-wymiarowa macierz E[(z — M)(z — M)T],

8;; oznacza n; X n;-wymiarowg macierz E[(z; — M;)(z; — M;)7].

2.2. Metoda stochastycznej linearyzacjl

Celem stochastycznej linearyzacji jest zastapienie nieliniowych funkeji ¢; linio-
wymi, ktére przyblizaja funkcje ¢; . Zmienne stanu oznaczymy w nastepujacy
sposob:

z;, =m;r+:1:?r, i=1,.,N, r=1,.,n,, - (2.3)

gdzie m;_jest wartoscig oczekiwang a z?r jest centrowanym procesem stochastycz-
nym. Zlinearyzowana funkcje ¢;, mozna napisaé aastepujaco:

N n;
(Pin(x’ t) = (P?, + Z Z kl.ajrz?r’ (2‘4)
J=1lr=1

gdzie:
¢? jest nieliniowa funkcja momentéw z;,
k;,;. sa statystycznymi wspdlczynnikami wzmocnienia.
Metoda stochastycznej linearyzacji byla rozwazana przez wielu autoréw, np. Frie-
drich’a (1974), Kazakow’a (1967), (1969), Zajdeuberg’a (1964). Proponuja oni
rézne metody obliczania statystycznych wspdlczynnikéw wzmaocnienia. My wyli-
czamy wspolczynniki tak, aby zminimalizowaé §rednio-kwadratowy blad aproksy-
macji:

n N 95 2
6=E} 3 (e~ -3 kisel) |- (2.5)
1=1s5=1 j=lr=1
Korzystajac z warunku koniecznego dla minimum funkcjonalu § mozna napisaé
réwnania dla wielkosci ¢° i k:
’79?. = E[’,Oi.], (2‘6)
N n
Elpi,22]1=Y_> ki1, E[z3 2). (2.7)

I=1 t=1
Przy zalozeniu, ze laczna gestoéé rozwiazarn jest Gaussowska, mozna wspélczynniki
k;,i, wyrazi¢ w nastepujacy sposéb:

oy

1,y = (—?;l-: (28)
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3. Stochastycina linearyzacja ukladéw o wielu stopniach swobody'

Teraz przedstawimy metody linearyzacji zdecentralizowanej oraz linearyzacji
globalnej dla zlozonych stochastycznych ukladéw dynamicznych. Celem uproszcze-
nia zapisu opuszczamy argumenty funkcji F;, D;.

3.1. Zdecentralizowana Linearyzacja

W tym punkcie bedziemy rozwazaé uklad (2.1;):

(Z) ¢ dz; = (Fi2:) + Di(21,..028))dt + Gidw;,  i=1,..,N.

Izolowane poduklady (bez powiazad) opisane sa, nastepujacymi stochastycznymi
réwnaniami rézniczkowymi:

dz; = F,'(.‘I:,')dt +_G,-dw,', i=1,..,N. (3.1)

Wspdlczynniki linearyzacji podukladéw wyliczone na podstawie wzoréw (2.6),
(2.8) opisane sa nastepujacymi zaleznosciami od momentéw rozwiazan:

? =E[F,)], i=1,..N, s=1,.,n;, (3.2)
]
ki i = (9:2. t=1,.N, s,r=—=1,...,n. . (3.3)

W celu wyznaczenia wartosci liczbowych wspélczynnikéw linearyzacji podukiadéw
nalezy z ukladu nieliniowych réwnan algebraicznych:

¥ (M;,8;) = o; i=1,..N, s=1,..,n; (3.4)

E—: u(Ml?ell)olHr + E—:,l;(Mh eii)oi(ir + G.’,G,’, =0,
=1

i=1,.N, s=1,..,n;, r=3,..,0, (3.5)
gdzie O, jest kowariancja z;, i zx, wyznaczy¢ momenty rozwiazania stacjonar-
nego (zlinearyzowanego podukladu) a nastepnie z zaleznosci (3.2), (3.3) wyliczyé
konkretne wartosci wspdlczynnikéw linearyzacji poduktadéw.

Réwnania zlinearyzowanych podukladow sa nastepujace:

dzi, = [+ ki, 29 |dt + Gi,dw. (3.6)

r=1
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Natomiast wspdlczynniki linearyzacji dla powiazai sa nastepujacej postaci
(2.6), (2.8):

pi, = E[D;)], 1=1,..N, s=1,.,n, (3.7)
Kijr = (;9:;;' , t=1,..,N, sr= 1,...Zn.-. (3.8)

Ich wartoéci wyliczymy z réwnan:

pi.(M,0) =0, i=1,..,N, s=1,..,n, (3.9)

ni _ lid) _
> (ks + Ko, (M,0)) 055, + (ks 5+ F5L (M, 8)) 054, +
=1 I=1
N n;

+ E Ek,,k, (M,0)0k;, + 3 kj (M, 004, + Gi,Gi,6i; = 0,
k=1 i=1 k=1 =1
1,..,n; dla j#1,

3y..yn; dla j=14, (3.10)

i=1,.,N, j=14,.,N, s=1,..,n 7‘:{

gdzie k; ;, wyliczone zostaly na podstawie réwnan (3.2)~(3.5), 6;; oznacza sym-
bol Kroeneckera a 8y, jest kowariancja z;, i zx,. Uklad po zdecentralizowanej
linearyzacji przyjmuje postaé:

N n
dzi, =) 2’:(&4’.,', + —i.j,):v?,dt + G, dw. (3.11)

j=1r=1

3.2. Globalna linearyzacja zlozonych ukladéw dynamicznych

Wspdlczynniki linearyzacji dla calego ukladu wyrazaja sie nastepujacymi
zaleznoéciami od momentéw rozwiazan stacjonarnych:

(,0?‘ = E[Fia] + E[Dl'.]’ 1= ) B N’ $=1,..,n (312)
0P
k=, #j=1.,N, s=1,.,n, r=1,.,n; (3.13)
J 6m_,-, J

Aby wyznaczyé wartoéci liczbowe wspdlczynnikéw linearyzacji trzeba rozwia-
zal uklad nieliniowych réwnan algebraicznych:
SO?,(M,O) =0, t=1,.,N, s=1,.,n, (3'14)

N n,
Ek.,.,(M e)oiur + Z kJrJl(M e)oma + E E ki.kz(M e)okur

i=1 k=11=1
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N

+ 30 ki (M, 0)8, + Gi,Gi 65 = 0, (3.15)
k=1l=1

L.,n; da j#4i,

i=1,..,.N, j=1t.,N, s=1,.,n; rz{s,...,n; dla j=i

gdzie é;; oznacza symbol Kroeneckera a 8y;, jest kowariancja zi, i z,.
Uklad po linearyzacii przyjmuje postaé:

N n,
dzi, = Y ) ki, z0dt + Gi,dw. (3.16)

j=1lr=1

4. Systemy z liniowymi powiazaniami

Teraz bedziemy rozwazaé uklad (2.1) z liniowymi powiazaniami tzn. funkcja
@i Wyraza si¢ zaleznoscia (2.2):

N
wi(21, . 2N) = Fi(z) + ) Cijzj,  i=1,..,N.

=1
Uklad mozemy przedstawic¢ zatem w nastepujacy sposéb:
, N nj
dzi, = [Py (2iyy o Zin,) + 30 3 Cigo3s, |dt + Giydws, . (41)

j=1lr=1

4.1. Zdecentralizowana linearyzacja

W tym wypadku linearyzujemy podsystemy identycznie jak w poprzednim
ogblnym przypadku (3.1) — (3.6). Natomiast linearyzujac powiazania otrzymu-
jemy:

N n;

pi, = ZZC;.J‘,_mJ',_, t=1,..,N, s=1,..,n, (4.2)
i=1lr=1

l—c,'.j,_ =Cijy Hi=1.,N, s=1,.,n;, 7=1,..,n;, (4.3)

co konczy zdecentralizowans linearyzacje zlozonych ukladéw dyuamicznych z li-
niowymi powiazaniami.
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4.2. Linearyzacja globalna ukiaddw z liniowymi powiazaniami

Teraz bedziemy linearyzowad caly ukiad (4.1). Wspdlczynniki linearyzacji sa
nastepujace:

0 = E[F.,] + ZZC.,,,m,,, i=1,.,N, s= 1,..;;n;, (4.4)

j=tr=1
ki, +Cig, dla j=i
ki, = Lwi=14L.,N, s=1,.,n;, r=1,.,n;
Cis da j#i

(4.5)
Nalezy podkreslié, ze tozsamoséé (4.5) ma charakter tozsamosci funkeji, nie réw-
nodci wartoéci. Wartoéci wspdlczynnikéw linearyzacji wyznaczymy rozwiazujac
uklad nieliniowych réwnan algebraicznych:

¢, (M,0)=0, i=1,..N, s=1.,m, (4.6)

N n,
Z—;.u(M e)g'ur + Z——J;-J;(M’e)gjn'. + Z Z Ci-kl 0k,j,-+

k=1i=1
N ng
+ 2.3 CikOhi, + Gi,Gi, 85 = 0, (4.7)
k=1 =1

1,..,n; dla j#i,
8,...,n; dla j=i1,

i=1L,.,N, 7=1,.,N, s=1,..,n r={

gdzie §;; oznacza symbol Kroeneckera, a 8y,;, jest kowariancja z;, i zx,, natomiast
zaleznoéci jakimi wyrazaja sie wspdlezynniki k& przedsta.wxone zostaly we wzorze
(33).

Poréwnujac n(n + 3)/2 - wymiarowy uklad (4.6), (4.7) nieliniowych. réwnan
algebraicznych, ktére nalezy rozwiazaé podczas linearyzacji globalnej i

N i
(2 ni(n; + 3)/2) - wymiarowy uklad (3.4), (3.5), ktéry nalezy rozwiazaé podczas
1=1

zdecentralizowanej linearyzacji dla zlozonych ukladéw z liniowymi powiazaniami,
widaé korzysci wynikajace ze znacznego zmniejszenia ilo§ci réwnan dla metody
zdecentralizowanej linearyzacji.

5. Analiza ukladu mechanicznego o dwéch stopniach swobody

G
Powyzsze rozwazania zilustrujemy nast¢pujacym przykladem dynamicznym o
dwéch stopniach swobody (rys.1):
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A -
-
Z X S 5
= s 3 =
Z q q zZ
Z 1 z 2
Z AN Cex = x,) AN Z
z ;
Z(—m) NN A —m) é
Z ) } z
z z zZ
- -~
z z
~ ///2 = Z = //‘2%
Rys. 1.

Uklad ten jest opisany nastepujacymi stochastycznymi réwnaniami réz-
niczkowymi:

[ 0 1 0 0 z
32 —ql(:n) —11 0 0 2
d| —— | = —_—— m,m - — = — - - | dt+
z3 0 0 0 1 z3
[ T4 0 0 -—gfz3) -4 z4
i 0 0 "0
C(.’B3 - 21) - Sl(Iz) 1 0
A e dt+ | —— |dw+ | —— | dws, (5.1)
0 ' 0 0
L C(z1~ z3) — Sa(z4) 0 1

gdzie sprezystosci ¢;, C, ¢ = 1,2 mogg by¢ liniowymi lub nieliniowymi oraz moze
wystepowal suche tarcie S;, 1 = 1,2.

Bedziemy rozpatrywal cztery przypadki:
1) elementy sprezyste wystepujace w podukladach s nieliniowe, element sprezysty -
laczacy poduklady jest liniowy, pomija si¢ tarcie suche:

qi(xzi-l) =q¢+ e.-—xi.--x,

Clzi-z;)=C-(zi—1z;), Si()=0,
2) elementy sprezyste wystepujace w podukiadach sa nieliniowe, element sprezysty
laczacy poduklady jest nieliniowy, pomija si¢ tarcie suche:

Gi(z2i-1) = i + €iT3;_1,

Cl-(:c.-—zj) dla I.’c,'—:l:jl <a
C(z.- - :c_’-) = (C1 + C2) . (.’B.’ - z_,-) —b dla z; - z;>a ,
(C1+Cy)(zi—z;)+b dla z;—2; < —a

5{()=0, b=Caa,
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3) elementy sprezyste wystepujace w podukladach sg liniowe, element sprezysty
laczacy poduklady jest liniowy, wystepuje suche tarcie:

¢i(z2-1)=¢, C(zi—1z;)=C:(zi-z;),

Si(z2i) = Si-sgn(zx), L=0,

4) elementy sprezyste wystepujace w podukladach sa liniowe, element sprezysty
laczacy poduklady jest nieliniowy, wystepuje suche tarcie:

C1-(zi — zj) dla |z;-7zj|<a
gi(z2i-1) = g, C(zi—zj)=¢ (C1+Cy)-(zi— :j) -b dla z;—-z;>a
(C1+Cy) (zi—2z;)+b dla z;,—-2; < —a

b=Caa, Si(z2i) = Si-sgn(zz), Li=0.
Rozwiazania stacjonarne otrzymane metoda linearyzacji globalnej spelniaja naste-
pujacy uklad réwnai (3.14), (3.15):
= 90(1)’
‘Pg_’
3 (5:2)
= ¢

o o oo
Il

= 613,

= Oy + kayth1 + k2212 + k23613,

033 + 614,

921 + k41611 + k43013 + k44614,

14 2k21012 + 2kg3623 + 2k22022,

024 + k21013 + k23033 + k2043, (5.3)
k21014 + k23034 + k22024 + kg1612 + k43023 + kasab24,

B34, '

= 04+ k41613 + ky3033 + k44034,

= 1+ 2k43034 + 2k41014 + 2k44044,

Cooococoo0o 0o
il

gdzie k;; sa wspélczynnikami wzmocnienia bedacymi nieliniowymi funkcjami mo-
mentéw pierwszego 1 drugiego rzedu, ktérych postacie zaleia od linearyzowanej
funkcji — bedg one podane pdéiniej. Wyliczajac z ukladu réwnani nieliniowych (w
ogdlnym przypadku) dwa pierwsze momenty rozwiazaii stacjonarnych otrzymu-
jemy tdkze wartosci wspdlczynnikéw linearyzacji globalnej. Natomiast w przy-
padku linearyzacji zdecentralizowanej rozwiazujemy najpierw uklad réwnai (3.4),
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(3.5) dla kazdego podukladu:

0 = ¢0a
: (5.4)
0 = ¢2v
2]: 0 = 012,
0 = 02+ kybu + kznbia, (5.5)
0 = 1+ 2ky 612+ 2k;y20,
0 = 3,
(5.6)
0 = ¥i,
Eg: 0 = 034’
0 = 0ia+ ky3033 + kagbss, (5.7)
0 = 1+42k3034+4 2ky 044,

gdzie k;; s3 nieliniowymi funkcjami momentéw zmiennych wystgpujacych w da-
oym podukladzie. Z ukladéw réwnai (5.4) — (5.7) wyznaczamy (najczesciej
analitycznie) momenty rozwiazad stacjonarnych dla podukladéw, a nastepnie
wspdlczynniki linearyzacji podukladéw. W drugim kroku zdecentralizowanej li-
nearyzacji uwzgledniamy powiazania migdzy podukladami. Otrzymujemy uklad
réwnaai:

= A
A3
23, (5.8) .
= Pg,

o o e o
]

b1,

022 + (kg1 + K21)011 + kggb12 + ka3bas,

023 + 014,

024 +\E41911 + (ka3 + Ka3)b13 + Eg4br4,

1+ 2(ko; + k21)812 + 223023 + 2k24022,

824 + (ka1 + F21)013 + k23033 + kag023, (5.9)
(k2 + k21)014 + k23034 + k20024 + kar012 + (ks + ka3)023 + k624,
034,

= Ou+ kabis + (kg + kaa)baz + kgqbaa,

= 14 2(kys + ka3)034 + 2k01014 + 2k440u45

co o0 oo o000 OO
1
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gdzie _lg” 83 liczbami otrzymanymi w poprzednim kroku linearyzacji zdecentralizo-
wanej, natomiast k;; sa wspélczynnikami wzmocnienia pochodzacymi od powiazat
podukladéw. Z uktadu (5.8) — (5.9) wyznaczymy momenty rozwiazan stacjonar-
nych, a nastepnie wspélczynniki zdecentralizowanej linearyzacji stochastyczne;j.

Z przedstawionego opisu wynika, ze w przypadku linearyzacji zdecentralizowa-
nej musimy rozwiazal dwa uklady nieliniowych réwnari algebraicznych (5.4) - (5.7)
po pie¢ réwnan oraz uklad (5.8) — (5.9) czternastu nieliniowych réwnaii algebraicz-
nych, natomiast dla linearyzacji globalnej wystarczy rozwiazaé uklad (5.2) - (5.3)
czternastu nieliniowych réwnan algebraicznych. Jednak struktura tych réwnad w
przypadku linearyzacji zdecentralizowanej jest o wiele mniej zloZona (w przypadku
liniowej sprezyny laczacej uklad czternastu réwnan (5.8) - (5.9) jest ukladem réw-
naf liniowych) niz dla linearyzacji globalnej, co powoduje skrécenie czasu obliczerd
niezbednych do wyliczenia wspélczynnikéw linearyzacji.

Teraz dla czterech kolejnych postaci ukladu (5.1) wyznaczymy wspélczynniki li-
nearyzacji jako funkcje momentdéw oraz wspélezynniki linearyzacji dla podukladéw.
Celem uproszczenia zapisu bgdziemy podawaé tylko niezerowe wspélczynniki line-
aryzacji.

Przypadek 1. Sprezyny wystgpujace w podukladach sa nieliniowe, sprezyna
laczaca jest liniowa, brak suchego tarcia:

Gi(z2i-1) =@ + EiTi_1)

Clzi-z;)=C- (zt“"’J)) Si(-) =10,
Wspolczynmlu wystepujace w ukladzie réwnan (5.2) — (5. 3) maja postaé:

‘Pl = M2,

¥} = —3eymiby — eym} — ymy — hmy — Cmy + Cm,
‘Pg = My,

¥ = —3eamabaz — egmd — gama — lymg + Cmy — Cma,
ku = 1_, i

k= -3ebu —3em?—-q-C,

ks = =14, (5.10)
k23 = C,

kg = 1,

ka = C,

ks = —3e30;3—3cami—q2—C,

kyy = -1,

Rozwiazaniem ukladu réwnain algebraicznych (5.2), majacym fizyczny sens, przy
wspolczynnikach danych wzorem (5.10) jest m; = 0, ¢ = 1,...,4. Nastepnie
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rozwiazujemy numerycznie uklad nieliniowych réwnan algebraicznych (5.3) z kté-
rego wyznaczamy wariancje rozwiazan stacjonarnych, a nastepnie wspdtczynniki
globalnej linearyzacji.

We wzorach (5.4) — (5.7) wspdlezynniki 9; i k;; przyjmuja postaé:

'/’]([J ma,
¥ = —3aimifn —eym] — qmy — himy,
By = 1, (5.11)
kyy = -361611-3emi— ¢,
.b.zz = _lla
'/’g = my,
2 = —362"13933 - ezm:} - g@2m3 — 121n4,
ks = 1, (5.12)
ks = —3e3053 —3em3 — g,
E-M = —12.

Rozwiazanie ukladu réwnai algebraicznych (5.4) — (5.5) przy wspélczymnikach
danych wzorem (5.11) jest nastepujace (uktad (5.6) — (5.7) przy wspdlczynnikach
danych. wzorem (5.12) ma analogiczne rozwiazanie):

m=m=0 b12=0

: 1
-a + (i + T)? 1
S 65] y 022 -—- 21—1- (5.13)

Otrzymujemy w ten sposéb wartosé¢ (nieznanych dotad) wspélczynnikéw lineary-
zacji dla podukladéw:

6y =

- a_1l.. 6a.
kn = 9 - 2('11..4' I ) ’ (5-14)
1 62,1
k. = -32__ 22,4, .
kg 2 2(q§+ L) (5.15)

Nastepnie tworzymy uklad réwnan (5.8) — (5.9). Wspdlczynniki linearyzacji
pochodzace od sprzezei wyrazaja sie nastepujacymi zalezno$ciami od momentéw
rozwigazai:

Mno=0

Py = —Cmy+Cms,

p3 = G,

pg = Cmy — Cmg, (5.16)
kn = ks=-C,

ks = ka=C.
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Rozwiazaniem ukladu (5. 8) przy wspdlczynnikach da.nych wzorem (5.16) jest

m; = 0, i = 1,..,4, bowiem rozwiazania niezerowe sa niezgodne z
fizyczna interpretacja rozwazanego systemu. W tym momencie zakoficzyliémy
zdecentralizowany linearyzacje ukladu mechanicznego o dwéch stopniach swobody.
Otrzymali§my nastepujace wspdlczynniki stochastycznej linearyzacji (5.11), (5.12),

(5.14) - (5.16): .

&12 - 1,

TR VP
k21 - 2 2(q1 + l )2,
-&32 _lh
ksyy = 1,
’£44 = —12’

_ w2 1 ., 6e.
ks = 2 73 a2+ I )3,
k2l = E43= _C’
k23 = l—cdl = C

Dla tego przypadku zdecentralizowana linearyzacj¢ mozna przeprowadzié bez
obliczen numerycznych, natomiast linearyzacja globalna wymaga numerycznego
rozwiazania ukladu nieliniowych réwnan algebraicznych (5.2) — (5.3). Warian-
cje Tozwiazad stacjonarnych wyznaczamy z réwnan (5.3) dla linearyzacji global-
nej i z réwnad (5.9) dla linearyzacji zdecentralizowanej. Poréwnanie wariancji
rozwiazania stacjonarnego z; uzyskanych za pomoca obu metod przedstawione
zostalo na wykresie.
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Rys. 2.

Przypadek 2. Sprezyny wystepujace w podukladach sa nieliniowe, sprezyna
laczaca jest nieliniowa, brak suchego tarcia:

6i(22i-1) = ¢ + &i25;_q,
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Cr-(z; — ;) dla |z; —z;|<a
C(zi—z;)=¢ (C1+C2)-(zi—2z;)—b dla zi—z;>a
(C1+C2)-(zi—z;)+b dla z,-z; < —a

S()=0, b=Csa.

W ponizszych wzorach przyjeto oznaczenie:

o = /6%, + 63, —2013. (5.17)

Wspélezynniki wystepujace w ukladzie réwnan (5.2) - (5.3) maja postaé:
0

Y1 = My

¥y = —3aymbn —em} — gimy — hme +.(C1 + C2)(mz —my) + b+
+Cz(m3—m11- [rf( m3+ml)+erf(a_':';1§:m3)] +
C - 2 - 2
+oa oo (- ) e (),

¢g = My,

9§ = —3eamabzs — £2m3 — gamz — lymyg + (C1 + C2)(my —m3) + b+
+Cg(m1 ;ms)_b-[erf(a_t;i:ml)+erf(a—n\7§:m3)]+
G (et (et

Rozwiazaniem ukla.du rownah algebraicznych (5.2) przy powyzszych wartodciach
wspélczynnikéw jest m; = 0, ¢ = 1,...,4. Wspdlczynniki k;; zostaly wyznaczone
dla tego rozwiazania. :

k2 = 1,
kan = =360y — 3£1mf -q1 - (Cl + C2) +
Cza 2
+\/‘ Crerf
) + (e (\/—20)
ka2 = -l,
_ 2 Cza 42
ks = (C1+Cy)~- P exP(—za ) Cgerf(T)
ks = (5.18)
Cga a2 )
ka = (C+Ca)- o) - Crert (),
20
k43 = —352333 - 3521713 - q2 - (Cl + CZ) +
2 Cqa a? a
+ ;—U—exp(-zj‘—z) +CZerf(—E)’

kuw = -l
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Nastepnie rozwiazujemy numerycznie uklad nieliniowych réwnan algebraicznych
(5.3) przy wspélczynnikach danych wzorem (5.18).

Linearyzacja podukladéw jest dokladnie taka sama jak w poprzednim przy-
padku (wzory (5.10) - (43)). Natomiast wspélczynniki linearyzacji pochodzace od
sprz¢zen wyrazajy sig nastgpujacymi zaleznoSciami od momentéw rozwiazag:

ptl) = 0,
M = (C1+C)(ms—m)+b+
Cy(mz—my) - b a—m3+my —m1 +mg
+ > et (T 7 ) +erf (2 75 )]+
Cao (a — m3 + m;)? (a — m; + m3)?
15 (=) ooz
0, (5.19)
(C1+ C2)(my —m3) + b+
Ca(my —m3) - b a — mz + my a—m; + my
+ 5 et () et () +
Cga (a — my + m3)? (a — m3 + my)?
1/21 [ ( 202 ) - exp(_ 202 )]’

kn = }:'43 = —(Cl + Cz) + \/gf;% exp(—%:;) + Cgerf(-\/%),

- 2¢C 2
kxn = ku:(cl-i-Cz)—\/;%aex 2‘12) Cae rf(ﬁ)-

Do Fo
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Rys. 3.

Rozwiazaniem ukladu (5.8) przy wspélczynhik_a.ch danych wzorem (5.19) jest
m; = 0, i = 1,...,4, bowiem rozwiazania niezerowe sa niezgodne z fizyczng
interpretacja rozwazanego systemu. Teraz wyznaczamy numerycznie drugie mo-
menty rozwigzaii z ukladu nieliniowych réwnar algebraicznych (5.8) — (5.9) przy
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wspolczynnikach zad'a.nych wzorem (5.19), a nastepnie wyliczamy wspélezynniki
linearyzacji. Poré6wnanie wariancji rozwigzania stacjonarnego z; otrzymanych za
pomoca obu metod przedstawione zostalo na wykresie.

Przypadek 3. Sprezyny wystepujace w podukladach sa liniowe, spreiyna
laczaca jest liniowa, wystepuje suche tarcie:

gi(z2i-1) = i, C(zi—2;) =C (i - z5),

Si(z2i) = Si-sgn(z2), L=0,
Wspdlczynniki wystepujace w ukladzie réwnai (5.2) — (5.3) maja postac:

¢y = ma,

¢ = —@qumy —Cmy+ Cmg — Sxel'f(\/—a)
g3 = m,

¢) = —gamaz+Cm; —Cmy — Sgerf(\/_a),
k2 = 1,

kn = —qa-C,

ko = - %-‘S‘;‘l exp(—%), (5.20)
ks = C,

ks = 1,

kn = G

ks = —q2-—

ks = \/’S2 m‘).

Rozwiazaniem ukladu réwnain algebraicznych'(5.2), majacym fizyczny sens, przy

wspolczynnikach danych wzorem (5.20) jest m; = 0, i = 1,...,4. Nastepnie nu-

merycznie rozwiazujemy uklad nieliniowych réwnan algebraicznych (5.3) z ktérego

wyznaczamy wariancje rozwiazania stacjonarnego oraz wspélczynniki linearyzaci.
We wzorach (5.4) - (5.7) wspdlczynniki 9; i k;; przyjmuja postaé:

0

1 = Mg,

o _ _ my

2 = —qmy Sxerf(ﬁa),
ke = 1, (5.21)
kyy, = -q,

kyp = —\/3% exp (—%) ’
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¢:(3) = My,

o _

4 = —qam3— Szerf(\/—o)

b = 1, (5.22)
1543 = —4q2

k _ \/752 mﬁ
24 = ro

Rozwiazanie ukladu réwnani algebraicznych (5.4) — (5.5) przy wspélczynnikach
danych wzorem (5.21) jest nastepujace (uklad (5.6) ~ (5.7) przy wspdlczynnikach
danych wzorem (5.22) ma analogiczne rozwigzanie):

my=me=10, 0O13=0,

= 851 a 622 = @1611- (5.23)

T}

Otrzymujemy w ten sposéb wartoé¢ (nieznanych dotad) wspélczynnikéw lineary-
zacji dla podukladdw:

(2r(1+ )%

kyy = ———F——, 5.24

222 gslql ( )
(2r(14 g2))}

k = ———t 5.25

Wspélczynniki linearyzacji pochodzace od sprzezenn wyrazaja sie nastgpujacymi
zaleznosciami funkcyjnymi od momentéw rozwiazarn:

R =0

ps = =Cmy+Cma,

R =10 (5.26)
pg = Cm; — Cma,

ki = kia=-C,

ky = ky=C.

Rozwiazaniem ukladu (5.8) przy wspélczynnikach danych wzorem (5:26) jest m; =
0, ¢ = 1,..,4, bowiem, podobnie jak porzednio, rozwiazania niezerowe sa nie-
zgodne z fizyczna interpretacja rozwazanego systemu. Z réwnan (5.26) wynika, ze
w tym momencie zakonczyliSmy zdecentralizowana linearyzacje ukladu mechanicz-
nego o dwéch stopniach swobody. Réwniez dla tego przypadku zdecentralizowana,
linearyzacje mozna przeprowadzi¢ bez obliczenn numerycznych, natomiast linea-
ryzacja globalna wymaga numerycznego rozwiazania ukladu nieliniowych réwnan
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algebraicznych (5.2) ~ (5.3). Poréwnanie wariancji rozwiazania stacjonarnego z;
uzyskanych przy zastosowaniu obu metod przedstawione zostalo na wykresie.
Przypadek 4. Spreiyny wystepujace w podukla.da.ch 83 hmowe, Sprezyna

laczaca jest nieliniowa, wystepuje suche tarcie:

Cy - (zi — zj) dla |z;-z;/<a
G(22i-1) =gy  C@i—25)=4 (C1+Co)-(zi—25) b da zi-3z;>a

(C1+C2) (zi—zj)+b dla z;—z; < —

b= Caa, Si(z2i) = S - sgn(z ), I, =0.

W ponizszych wzorach przyjeto oznaczenie:
o= \/0%1 + 9§3 —2613. - (5.27)
Wispdlezynniki wystepujace w ukladzie réwnan (5.2) — (5.3) maja postaé:

0
Yy = ma,

m
%9 = —qimy - Slel'f(T;;) +(C1+ C2)(m3 —my) + b +

Cg(m3—2m1)—b [erf(a—zi:ml)+eﬂ(a—r;1§:m3)]+
020' [ ((a-m3+m1)2) exp(_(a—m1+m3)2)]’

+

2 202
¢3 = 'm4+
R = —qms = S () + (C+ Co)lms ~ mo) + b+

Ca(my —m b —m3+m a—1m

LR G O
-m 2 — m3+ my )?

+C;¢;.[exp(_(a 21‘7-2|-m3))_exp(_(a 2:;-: 1) )]

+
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Rozwigzaniem ukladu réwnai algebraicznych (5.2) przy powyzszych wartosciach
wspolczynnikéw jest m; = 0, ¢ = 1,...,4. Wspblczynniki k;; zostaly wyznaczone
dla tego rozwiazania.

k12 = 1,

b = —a - (Ot O 422 eip (- ) 4 Crert (),

25 m2
ky = \/ Lex 2022
2

k23 = (Cl+Cg)~ —%%exp( 2(12) Cgel'f(\/ia)

ks = (5.28)
Cga a2
kg = (C1+C2)— ) Cgerf(\/_a) ,
5C 2
kis = —q—-(Ch +Cz)+\/:%a exp ;2) +Czel'f(—\-/—_——)

2
k44 = \/— 52 m4

Teraz numerycznie wyznaczamy waria.ncje rozwiazafi stacjonarnych oraz
wspOlczynniki globalnej linearyzacji.

Linearyzacja podukladéw jest dokladnie taka sama jak w poprzednim przy-
padku (wzory (5.21) — (5.25)). Natomiast wspdlczynniki linearyzacji pochodzace
od sprzezefl wyrazaja sig na.stepu_]a,cymx zaleznosciami funkcyjnymi od momentéw
rozwiazan:

pl = 07
P2 = (C1+Cy)(ms—mi)+b+
+Cz(m3._2m1)_b-[erf(a—n\;%:ml)+erf(a_n\;%:m3)] n
+ O fop () ({2 £l
pg = 0 (5.29)
P2 = (C1+C3)(my—m3)+b+
Cy(my — ma) — b % -
4ol 2m3) et (2T n\;%:ml)+erf(——a n\;%:ma)]'*'
+%. [exp(_k__ﬂ;j_m)i) _exp(_(a-'g%)i)],
2

En = ka=—(C+0n)+ 22 e (- 2;) +Crert (=),
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b = ka=(Gi+0)- 2200 (-L7) - Crrt (L),

Rozwiazaniem ukladu (5.8) przy wspélczynnika&h danych wzorem (5.29) jest
m; = 0, 1+ = 1,...,4, bowiem rozwiazania niezerowe sa niezgodne z fizyczna
interpretacja rozwazanego systemu. Teraz wyznaczamy numerycznie drugie mo-
menty rozwiazan z ukladu nieliniowych réwnaf algebraicznych (5.8) — (5.9) przy
wspélczynnikach zadanych wzorem (5.29). a nastepnie wyliczamy wspdlczynniki
linearyzacji. Poréwnanie wariancji rozwiazania stacjonarnego z; przedstawione
zostalo na wykresie.
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Rys. 5.

6. Uwagi koiicowe

Z przedstawionych wykreséw wynika, ze dla ukladéw, w ktérych nie wystepuje
suche tarcie proponowana metoda zdecentralizowanej linearyzacji daje wyniki
zblizone do metody globalnej linearyzacji, jednak czas obliczefi w przypadku me-
tody zdecentralizowanej byl krétszy w przypadku ukladu z liniowymi powiazaniami
wielokrotnie, a dla ukladu z nieliniowymi powiazaniami o 20%. Natomiast
rozwazane metody daly rézne rezultaty w przypadku ukladu z suchym tarciem,
natomiast podobnie jak dla ukladu bez suchego tarcia czas obliczefi w przypadku
stosowania metody zdecentralizowanej linearyzacji byl krétszy.
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Summary

The applications of stochastic linearization to multi-degree-of-freedom systems is con-
sidered in this paper. The systems have an interconnected structure i.e. they consist of
many interconnected subsystems. The method of two step linearization is proposed. In
the first step the subsystems will be linearized, in the second step the interconnections
will be linearized. The comparison of computation time and accuracy of the proposed
method with standard stochastic linearization is illustrated for a méchanical system with
two degrees of freedom.
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