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1. Sformulowanie problemu

Statyczne i dynamiczne obliczenia obiektéw (np. plyt lub belek) spoczy-
wajacych na podlozu sprezystym wymagaja uprzedniej znajomosci warunkéw
wspoldzialania obiektéw z podlozem. Warunki te, méwiac ogélnie, okredlaja,
zwiazek miedzy silami dzialania obiektu na podloze (lub réwnymi im co do wiel-
koéci a przeciwnymi co do znaku reakcjami podloza) a przernieszczeniami podloza
bezpoérednio pod obiektem. Najprostszym przykladem takiego zwiazku jest li-
niowa zalezno$¢ miedzy naciskiem obiektu na podloze z ugieciem podloza, w ktérej
wspolczynnikiem proporcjonalnoéci jest znany wspdlczynnik Winklera. Bardziej
ogolne podejscie do formulowania takiej zaleznoéci podano w monografi [2], gdzie
wprowadzono tzw. wieloparametrowe modele sprezystego podloza, w przeciwies-
stwie do jednoparametrowego modelu Winklera.

W pracy tej wprowadzamy odpowiednie zwiazki migdzy obciazeniami a prze-
mieszczeniami podloza przy uwzglednieniu faktu, ze samo podloze moze podlegaé
zmiennym w czasie deformacjom wywolanym ruchem gérotworu. Z takimi sytu-
acjami spotykamy sie na terenach szkéd gorniczych. Schemat zagadnienia przed-
" stawia rys.1. Obiekt posadowiony jest na warstwie sprezystej o gruboéci h. Ob-
szar kontaktu miedzy obiektem a podloZzem (jest to obszar na plaszczyinie 0z,z7)
oznaczmy przez II. Rozpatrywany dalej problem sformulujemy ponizej.

Przy zalozeniu, ze'sa dane!.

1. przemieszczeni_a.. pionowe punktéw podloza w chwili t, ¢t € [to,t;] na
giebokosci n = h, wywolane rucheu: gérotworn,

2. wlasnoéci liniowo-sprezyste oraz bezwladne warstwy gruntu powiazanej na
glebokoéci n = h z poruszajacym si¢ gérotworem

'Wskazniki a, 8, ¥, o przebiegaja ciag 1,2,3 natomiast wskazniki k, 1, m, n przebiegaé
beda ciag 1,2. Symbol w, oznacza skiadowe wektora w w ukladzie Oz, 227, natomiast wy -
pierwsze dwie skladowe tego wektora (por.xys.1). Podobnie oznaczamy skladowe tensorow.
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znaleZé zwiazek miedzy obciazeniami p,(z,t), z € oI, t € [to,ts], podloza przez
obiekt a przemieszczeniami w,(z,t), z € II, t € [to,ts], podioza wywolanymi
tymi obciaZeniami.

2. Wiezy kinematyczne

Rozwigzanie powyZszego problemu uzyskamy stosujac metode wiezéw,
oméwiong miedzy innymi w [1], wykorzystujac pewne rezultaty podane w [2].
Podstawa rozwazai bedzie hipoteza kinematyczna (wiezy) narzucona na skladowe
przemieszczed czastek warstwy gruntu stanowiacej walec o podstawie {2 na
plaszczysnie 0z,z4, i 0 wysokoéci h (gdzie I € ), przy czym dla z € R\
przemieszczenie w warstwie dla t € [to, 1] mozemy przyjaé jako réwne zeru.

Oznaczmy przez w(z,t), z € 2, t € [to,ty] przemieszczenie pionowe punk-
téw podloza lezacych na glebokosci # = h, ktore s3 wywolane ruchem gérotworu
(ponizej tej glebokosci) dla R\ 2 przyjmujemy (z,t) = 0. Niech punkt podloza o
wspdlrzednych z = (z;,22) € 2, 5 € [0,h], po deformacji podioza wywolanej tak
ruchem gérotworu jak i obciazeniem p,(z,t), = € II, czesci obszaru I, II € 12
oraz ciezarem wlasnym gruntu przyjmie w chwili ¢ polozenie z = (2, 23, 23), gdzie
zr = zi(z,n,t). Przy tak przyjetych oznaczeniach wprowadzimy do rozwazaf
ponizsza hipoteze kinematyczna (wiezy).

Zakladamy, ze przemieszczenia punktéw warstwy sa dane przez:

[i’k(z’t) + wi(z, t)]‘P(fl),
Z3—-n = ﬂ’(z’ t) + w(:’ t)‘P(”)a (2'1)

I

2y — Zk
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n€0,k], z€R, tEe/tots],
gdzie:

olm =, i(z,1) = hb(e, ), (2:2)

oraz gdzie w(z,t),wr(z,t),t € [to,ts] 53 dowolnymi dostatecznie regularnymi
funkcjami, przyjmujacymi wartoici zerowe dla z € R*\12.

Powyisza hipoteza kinematyczna jest uogdlnieniem jednej z hipotez dysku-
towanych w [2]. Poniewai ¢(z) = 0, przeto zgodnie z (2.1) i (2.2) wielko-
sci wp(z,t) + wi(z,t), w(z,t) + w(z,t) sa przemieszczeniem uq(z,t) punktéw
plaszezyzny granicznej n = 0:

w(z,1) = B(z,1) + we(, 1),
uz(z,t) = w(z,t)+ w(z,?). (2.3)

Formula (2.3) wobec Wy = hiw ) dostarcza interpretacji funkcjt w(z,t), w(z,t?)
pojawiajacych si¢ w hipotezie kinematycznej.

3. Réwnanie ruchu

Oznaczmy przez Top(z, 5, t) skladowe tensora naprezenia przez p(z, n) — gestodé
masy -oraz przez b,(z,n,t) — skladowe sil masowych w warstwie; przyjmiemy z
reguly bi(z,7,t) = 0, bs(z,n,t) = 1. Réwnanie ruchu warstwy napiszemy w
postaci wariacyjnej: j

h
[ [ Tatt@n, 00tz 0)indA = [ pae, (.04 +
20 i )

h
+ [ [ oz, ale 1,1) = Zala 1, )ldmoa(z, M)A, (3.1)
o

gdzie: dA = dz;dz,.
Réwnanie (3.1) moze by¢ spelnione, zgodnie z przyjetymi wiezami (2.1), (2.2) dla:

va(Z,1) = a(z)e(1),

gdzie 9,(z), = € 2 sa dowolnymi funkcjami takimi, ze ¥,(z) =0 dla z € 912.
Po wprowadzeniu oznaczei:

h h
Hu(z,t) = / 3Tyrpdn,  hi(e,t) = /den,
0 0
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h h
1 1
Gl’(:vt) = —7 [ Tady, g(rvt)E'—_ T33dn,
e L
h h
b(st) = [ohedn,  bz0)= [pbagdn, (3.2)
0’I 0
plz) = / pipdn,
[}

wykorzystaniu twierdzenia o diwergencji i zastosowaniu tematu du Bois-
Reymonda, otrzymamy:
~Hig1+ G = pr+ bi — pwy,

" ‘ —hrk+9 = p3+b-—pw, (3.3)
przy dodatkowym zalozeniu, Ze sily inercji zwiazane z ruchem gérotworu mozna
pominaé jako niewielkie. Wszystkie wielkosci w (3.3) zaleza tylko od =z =
(z1,22) € IT oraz t€ [tg,1].

4. Zwiazki konstytutywne

Przyjmujemy, ze material warstwy jest liniowo-spreiysty o wlasnosciach okre-
slonych réwnaniami: )
Ty = CiimnEmn+ CuznEmn,
Ta 2Cska1 L1, (4.1)
T3 Caski Eri + C3a33 Fza,

gdzie E,p = u(a,f) + #i{(a,) jest tensorem malego odksztalcenia oraz C,gys
sa modulami sprezystoéci. Zgodnie z (2.1), (2.2) mamy:

Eu = (% + wi)9,

1,._ S
2E;; = —E(wk+m)+w,k+w,k% (4.2)
Ex = —i—w.

Po wykorzystaniu (4.1) i (4.2) réwnania (3.2) po wprowadzeniu oznaczen:

h
Ciz)'yé = /Caﬁ'y&(‘p)ndnv n=0,1,2
[+}
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prowadza do:
Hu = B (o + w)a— UMY,
o= 3O+ 1Cm, (43)
Gy —-C'm q - —-—Cg,?yw,g,
g = —Cgm—~ St Be + w1
Wszystkie wielkodci w (4.3) zaleza tylko od z = (z1,22) € IT oraz ¢ € [to,ty].

W dalszym ciagu bedziemy dodatkowo zakladal, e modul spreZystosci Copys
zaleiy tylko od zmiennej 3, 7 € [0,A].

i

5. Warunki wspéldzialania

Réwnania (3.3) i (4.3) prowadza bezpofrednio do zwiazkn migdzy obciazeniami
p(z,t), = € H, a deformacja tego podloza. Deformacja ta jest okreslona prze-
mieszezeniem w(z,t), z € I, wywolanym rauchem gérotworu oraz dodatkowym
przemieszezeniem podloza wa(z,t), z € I, t € [to,2;5] zgodnie 2 (2.3).

Po wprowadzenin cznaczes:

& = %&, Hy = %Cgi&,
Gu = 5cg3,+%cf i iy = ¢, (5.1)
Du = Lo, Fu = Lo - Lo,
P Cff?,w,, Jimn = hCG), .,
otrzymamy ostatecznie:
Pz = W—Hywﬂ—ﬁﬂﬁ#—_Gku}- po — b, (5.2)

P Dyywy + Fuw) ~ Jitmn®mmt — Jtmn B mnt + Fiox — b,
przy czym zgoduie z (2.2), (2.3) mamy tutaj:
w=uz—1H, w=w '— hi . (5.3)

Réwnania (5.2), (5.3), ktére moglibysmy nazwal warunkami wspdldzialania
obiektu z podlozem przy za.}ozemu, ze w(z,t), z € I, t € [to,ts] jest znane,
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przedstawiaja rozwiazania problemu sformulowanego we wstepie pracy.

W zagadnieniach, w ktérych uwzgledniamy tylko obciazenia prostopadle do
plaszczyzny ograniczajacej niedoksztalcone podloze (plaszczyzny n = 0), moina
uproscié dodatkowo hipoteze kinematyczna [2], przyjmujac wy = 0 (por. ana-
logiczne zalozenie w [2]). Przeprowadzajac wiedy ponownie rachunki analogiczne
jak w p,p.2-4, otrzymamy zamiast (5.2), (5.3), po oznaczeniu p = p3, u = us
oraz:

Dy = Hy + Hyu,
formuly postaci:

p(z,t) = xu(z,t) - Hyuu(z,t) — sd(z,t)— -
— Dy iz, t) + pi(z, t) — b(z,1). (5.4)

Dla ‘warstwy gruntu o wlasnoéciach izotropowych, danych wspdlczynnikami
Léme p(n), A(n), n€[0,Ah] z (5.4) po dodatkowych oznaczeniach:

b= % / le(mPr(n)dn, &= / @(n)A(n)dn,

. h
w= 5 [0+ 2umldn,
[

otrzymamy: ‘
p(z,t) = ku(z,t)—bu g4 (z, 1) — w2, t)— (6 —8)dD pi(z, 1)+ Fii(z, ) — Bz, 1). (5.5)
Jak juz poprzednic; zaznaczono, réwnania (5.2), (5.3) lub (5.4) wzglednie (5.5)
stanowia warunki wspdldzialania obiektu z podlozem przy zalozeniu, ze znaczny
jest rozklad przemieszczed pionowych w(z,t), z € H, t € [to,ts] na glebokosci
7 = h warstwy gruntu; przemieszczenia te sa wywolane ruchem gérotworn. Gdy
znane sa orientacyjne wielkosci osiadania #(z,t) podloza 2 na plaszczyinie n =0
to wielkoici ®(z,t) dla danych #(z,t) nalezaloby wyrugowaé. Odpowiedni jest
tu model podloza dany przez (5.4), a rtéwnanie dla w(z,t) ma postaé&

Dyyiby + K = — Hyil gy + & — b— ji, (5.6)
pozwalajace na wyznaczenmie B(z, t) . Mozliwa jest jednak tylko eliminacja
w(z,t) z (5.4) za pomocy (5.6), prowadzaca do:

»z,t) = &lu(z,t)— @(z,1)] - Huluu(z,t) - @ u(z,0)] +
+ iz, 1) - iz, ). (5.7)

?Nalezy pamigtaé, se wielkoéci (z,t) sa liczone od stanu naturalnego, ktéry nie jest
znany
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Podobnie formula (5.5) daje:
pz,t) = «lu(z,t) - a(z,t) — 6lure(z,t) — ez, )] +
+  @li(z,t) — u(z,1)). (5.8)

Gdy na powierzchni 7 = 0 podloza sy znane nie tylko osiadania iis(z,t) lecz takze
skladowe przemieszczenia wui(z,t), wtedy postepujac pod wzgledem formalnym
analogicznie jak powyzej, otrzymamy (dla uproszczenia pomijamy argumenty):

Ps = n(us ~ i) — Hu(uapt — #3p1) — Gralurg — @rg) + @liis — ua),  (5.9)
o = Dulw— %)~ Fu(usg — #31) — Jrimn(Ummt — m,n1) + Alie — 21).

Nalezy zaznaczyC, ze dla tego przypadku moze nie istnie¢ funkcja o(z,t).
Otrzymane réwnania (5.2), (5.3) oraz (5.4) lub (5.5) stanowia pewna, propozycje
wieloparametrowego modelu podloza (w ogélnosci niejednorodnego i anizotropo-
wego) poddanego wplywowi gérotworu. Warunki (5.7) lub (5.8) wzglednie (5.9)
uwzgledniaja tylko osiadanie plaszczyzny n = 0 ograniczajacej podloze, przy czym
wyznaczenie naprezen w podlozu wymaga tutaj uprzedniego rozwiazania réwnania
(5.6). Przyklady zastosowaid otrzymanych warunkéw zostana podane osobno.
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Summary

The purpose of the paper is to derive the interrelation between the loadings and
deformations in the subsoil subjected to the time dependdent mining damage. It has been
assumed that the subsoil can be treated as elastic and its deformations are sufficiently
small. The problem has been solved by the use of constraints method [1], and the results
obtained generalize those given in [2], taking into account the motion of the ground.

Pesrome

Ilenzio paGorTsl fBNseTcH BLIBElcHHE SaBHCHMOCTH MeXAy HAarpyakoi m pedop-
Map@ell OCHOBL! DOABEPrHYyTOH H3MeBAKIUIEMYCS BO BpEMEHR BIHAHUIO DOBpEXIeRHi
Ha3eMHEIX COODY)KeEHH B pesynbrare ropEhix pabor. Ilpummmaercs, 4TO OCHOBBI
MOXXHO NPHHATE YOPYTOH, & ed fedopManudm — foBonsHO Manul. Ilpobnema peinena
¢ moMollo MeToja cbssed [1], & monyvyemHLIe pesynpTATH SBAAeTCH ObOOUIEHMEM
PesynbTATOR ASHHRIX B [2], Ha cnnivaBm yYUTHIBAIOUEE ABHIKCHHSA IOPHLIX IOPOf,.
OKpY >KAIOUIAX IOpHEle BRIpAGOTKH.
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