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1. Wprowadzenie

W 1669 roku Jan Bernoulli opublikowal list, w ktérym zwraca uwage mate-
matykéw na zadanie o linii najszybszego spadku — brachistochronie. W zadaniu
tym nalezy znalezé linie laczaca dwa dane punkty A i B, nie lezace na jednej
prostej pionowej, majaca te wladciwosé, ze punkt materialny spada wzdluz tej li-
nii z punktu A do punktu B w najkrdtszym czasie. Rozwiazanie tego zadania
podali: Jan Bernoulli, Jakub Bernoulli, Newton i de I'Hospital. Okazalo sie, ze
linia najszybszego spadku jest cykloida.

Zadanie o brachistochronie oraz podobnie sformulow>ne zadania o liniach ge-
odezyjnych (nalezy znalezé linie o najmniejszej dlugosci, ktéra laczy dane punkty
na pewnej powierzchni) czy zadania izoperymetryczne (znaleZ¢ linie zamknieta o
danej dlugoéci /, ktéra ogranicza maksymalne pole §) inspirowaly do poszukiwan
powych sposobdw rozwiazywania tego typu probleméw. Zaczela rozwijaé sig nowa
galaZ matematyki: rachunek wariacyjny.

W latach piecdziesiatych naszego stulecia rozpoczela burzliwy rozwéj matema-
tyczna teoria sterowania optymalnego. Poczatkowo bazowala ona wylacznie na ra-
chunku wariacyjnym, by z czesem dopracowal sie wlasnych metod badawczych ta-
kich jak: programowanie dynamiczne Bellmana czy zasada maksimum Pontriagina.
Szczegdlnie zasada maksimum podana poczatkowo przez Pontriagina jako hipoteza
a nastepnie udowodniona przez Gamkrelidze (dla ukiadéw liniowych) i Boltias-
skiego (dla ukladéw nieliniowych), stala sie powszechnie wykorzystywana metoda
badawcza. Rozszerzenie tej zasady dla réZnego rodzaju calkowych i niecalkowych
wskaznikéw jakosci, ruchomych koicéw czy wigzéw na sterowania i zmienne stanu,
uczynilo z niej metode znacznie bardziej uniwersalna od metod wyplywajacych z
rachunkn wariacyjnego. UniwersalnosC zasady maksimum Pontriagina nie oznacza
jednak, ze przy jej pomocy rozwiazaé¢ mozna dowolnie sformulowane zagadnienie.
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Problem znacznie komplikuje si¢ w przypadkach, gdy poszukujemy,rozwiazan w
postaci zamknietej a w rozwiazaniach wystepuja sterowania osobliwe. Do takiej .
grupy zadan nalezy wlasnie zadanie o brachistochronie. Dlatego tez w literatu-
rze przedmiotu brak jest dotychczas takiego rozwigzania. Okazuje sie jednak,
zZe umiejetne stosowanie zasady maksimum Pontriagina (w artykule zastosowano
niekonwencjonalne przeksztalcenie funkcji Hamiltona) i w takich przypadkach po-
zwala na uzyskanie rozwiazan.

Stosowane oznaczenia

t - czas,

to, 1y - czas rozpoczecia i zakoniczenia sterowania,

z,y —~ wspdlrzedne polozenia obiektu na plaszczyinie Ozy,

\ % . — predkoéé lotu obiektu,

a, - przyspieszenie normalne,

g — przyspieszenie ziemskie,

u — sterowanie,

A ~ 2zmienna sprz¢zona do zmienne]j przestrzeni konfiguracji,

A - zmienna sprzezona do zmiennej przestrzeni konfiguracji
transformowana,

H(A z,y,u) - funkcja Hamiltona.

2. Sformulowanie problemu

Przyjmijmy uklad réwnan ruchu obiektu w plaszczyZnie pionowej:

V = gsinu,
z = Vcosu, (2.1)
¥y = Vsinu,

gdzie: u — sterowanie katem pochylenia wektora predkosci, V — predkoéé obiektu,
z,y — wspéirzedne polozenia objektu sterowania.
Poniewaz:

LV _g
dy ~ vV’

V =29y + V&,

CO 0zDaCZa, Ze:
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ostatecznie otrzymamy z (2.1):

z

]

29y + V@ cos u,
V29y + Vi sinu. (2.2)

Poszukujemy takiego sterowania wuoy:, ktdre przeprowadza obiekt z -punktu
A(zo, ¥o) do punktu B(z;, ) w minimalnym czasie tj. przy minimum funkcjonalu

Jakodci:
t
I= / dt. (2.3)

t

‘Tak sformulowane zadanie w pelni pokrywa sie z klasycznym zadaniem o brachi-
stochronie.

(]

3. Rozwiagzanie zadania

Na podstawie réwnan ruchu obiektu (2.2) oraz wskaZnika jakosci (2.3) otrzy-
mamy funkcje Hamiltona:

H(A, z,y,u) = Ao + /29y + V@(A1 cos u + Agsin u). (3.1)

Poniewaz w funkcji Hamiltona nie wystepuje w sposéb jawny zmienna z, dlatego
A = 8H/3z = 0 oraz A; = const. W zasadzie maksimum Ponriagina udowo-
dniono, 7e sterowania beda optymalne wéwczas, gdy funkcja Hamiltona osiagnie
wartoé¢ maksymalna oraz:

Hmu(A,za Y, uoyf) =0. (32)

Zalezno$¢ (3.2) nie zmieni sig, gdy podzielimy ja przez stala. Ostatecznie po
podzieleniu (3.1) przez A, oraz wprowadzeniu zwiazku:

cosu + Azsinu = \/1+ AJ cos(u — arctgly), (3.3)

otrzymamy przeksztalcona funkcje Hamiltona:

Hmaz(%,2,,8) = X + /20y + VZ[\/1 + M cos(u — arctghy)] =0,  (3.4)

gdzie:
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Z (3.4) jednoznacznie wynika., ze dysponujac dowolnymi sterowaniami u* z
przedzialu < 0,11 > funkcja Hamiltona osiagnie maksimum wéwczas, gdy:

cos(u — arctgh;) = 1 = max, (3.5)
€O oznacza: ~
u = arctgls. (3.6)
Zwréémy uwage, ze:
j—i’- =tgu = ;2, (37)

zatem, do wyznaczenia linii najszybszego spadku (trajektorii lotu obiektu) wystar-
czy znalezienie A2(z,y). Po podstawieniu (3.5) do (3.4) otrzymamy:

Hmaa:(xyxayv u) = ’-\0 + \/293/ + ‘/02¢1 + X% =0, (38)

>

oraz kolejno:

S2__ ~do
ARy v

5 (=20)? - (29y + V&)

Ao =
’ 29y + V¢
_i ostatecznie:
: 2a ~ (y + V¢ /29)
Ay = 5 3.9
: \/ v+ Vi/2 -39
gdzie: 2a = (—Xo)%/2g.
Z zaleznosci (3.7) i (3.9) wynika, ze: _
v+ Vg/2
- dy. 3.10
o= [V K0
Po podstawieniu:
2 =y + V52,
' dy = 2zdz, (3.11)

otrzymamy calke funkcji niewymiernej o postaci:

2
z
z= 2/ — iy 3.12
V2a — 22 ( )

o rozwiazaniu:

z = —zV/2a — 22 + 2aarcsin(z/+/2a) + C. (3.13)
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Tak wiec po podstawienju (3.11) do (3.13) otrzymamy:

z= -\/(y + VE/29)[2a — (y + V/29)] + 2a arcsin |/ y—'*——:;—i/-?i +C. (3.14)

Stosujac wzory redukcyjne funkcji cyklometrycznych:

i = Vv 2
arcsinz = arccosy'l — x4,

Qarccosz = arccos(2z? — 1), (3.15)

ostatecznie otrzymamy:

+C. (3.16)

e ' a—(y+VE/2g
o= ~\flut V2/20)02a— (y + Vg/29)] + sarceos? LT VO /20)
Zauwazmy, iz w przypadku gdy Vo =0 oraz x¢ = yo = 0 (tzn. € = 0) z réwnania
(3.16) otrzymamy klasyczne réwnanie cykloidy we wspdirzednych prostokatnych:

z=—yy(2a-y)+ aa,rccosg—;-y (3.17)

gdzie a jest promieniem toczacego sie po prostej kola.

OtrzymaliSmy zatem rozwiazanie, ktére jest w pelni zgodne z rozwiazaniami
rachunku wariacyjnego. Rysunek 1 przedstawia przykladowe rozwigzania zadania
przy réznych predkosciach poczatkowych Vp .

4. Przyspieszenia normalne obiektu poruszajacego sie ‘po cykloidzie

W zadaniu o brachistochronie sformulowanym przez Bernoulliego nalezalo wy-
znaczy¢ krzywa najszybszego spadku. Ksztalt tej krzywej nie podlegal zadnym
ograniczeniom.

W rozwiazaniu tego zadania metoda maksimum Pontriagina przyjeto model
pewnego sterowanego obiektu, ktérego zadaniem bylo dotarcie w najkrétszym cza-
sie z punktu A do punktu B. Zwréémy uwage, Ze nie jest tc{ zupelnie abstrakcyjny
model. Moze to byé chiekt latajacy, ktéry porusza sie w plaszczyZnie pionowej,
a ciag silnika jest tak dobrany, ze réwnowazy sile oporu aerodynamicznego (tj.
T = P.;). Powstaje zatem pytanie: czy uzyskana krzywa najszybszego spadku
(trajektoria lotu obiektu) jest technicznie realizowalna? Jakie przyspieszenia nor-
malne dzialaja na obiekt w czasie lotu po takiej krzywe;j?

Aby rozwazania odnies¢ do "calej” cykloidy rozpatrzmy przypadek jak na rys.1
(¥o = 11 = 0). Zauwazmy, ze réwnanie (3.16) jest réwnaniem cykloidy odpowie-
dnio przesunietej w uktadzie wspélrzednych 0zy. Tak wiec mozna je zastapié
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Rys. 1.

réwnaniem (3.17), przesuwajac odpowiednio uklad wspélrzednych oraz zmieniajac
stala a. Dalej rozwazane bedzie réwnanie postaci (3.17), tj. przy predkosci:
poczatkowej Vo = 0.
Przyspieszenia normalne wystepujace podczas lotu obiektu wyznaczmy z
zaleznosci:
V?

a; = —R—+gcosu, - (4.1)

gdzie R jest promieniem krzywizny i dla dowolnej krzywej wynosi:

o
PRI 12

Z uwagi na fakt, ze réwnanie cykloidy podane jest w ogdlnej postaci z = f(y),
dlatego zachowujac oznaczenia z i y promien krzywizny cykloidy okresla zaleznosé:

R= %. (4.3)
" Podstawiajac:
e _1_[73
dy Az 2a -7y’
ij = —2\/17(2?— 5 (4.4)
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‘otrzymamy wyrazenie na promien krzywizny cykloidy:

\ R(y) = /Bay. (4.5)

Poniewaz:
1 1
Vitigh 1+ (dy/dz)?’
dlatego po uwzglednieniu pierwszej zaleznosci (4.4) otrzymamy wyrazenie na przy-
spieszenia od skladowej grawitacyjnej:

=g /L
goosu = gyfo - (4.6)

Ostatecznie po uwzglednieniu, ze: V(y) = /29y z (4.1) oraz (4.5) (4.6) otrzy-

mamy:
] y y
a,(y)=g\/5‘;+g\/—ﬂ = 29\/2—‘1. (4.7)

Okazuje sig, Ze pzyspieszenia normalne obiektu poruszajacego sig po cykloidzie sa,
stosunkowo niewielkie i zmieniaja si¢ od zera w ostrzu cykloidy (y = 0) do 2g w
jej wierzcholku, gdzie y = 2a.

cosu =

5. Whnioski

W artykule przedstawiono rozwiazania zadania o brachistochronie metoda ma-
ksimum Pontriagina. Wyznaczenie sterowari optymalnych bylo mozliwe dzigki
zastosowaniu przeksztalcenia funkcji Hamiltona i zmiennych sprzezonych. Po-
nadto zadanie to zostalo sprowadzone do zadania wyznaczenia sterowan optymal-
nych obiektu. Nabiera ono wéwczas innego znaczenia fizycznego. Na podstawie
uzyskanych rozwiaza mozna wnioskowaé, ze cykloida bedzie charakterystyczna
trajektoria lotu obiekﬁéw, na ktére oddzialywuja sily grawitacyjne, a zmiana
predkoéci moze byé spowodowana tylko tymi sitami. Niewielkie przeciazenia nor-
malne oraz wplyw wartosci poczatkowej Vy na "lagodzenie” ksztaltu trajektorii
lotu (rys.l) sprawia, ze wlasnie wiréd tego typu rozwiazan nalezy poszukiwaé ste-
rowan minimalno-czasowych w realnych obiektach latajacych.
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: Summary

The solution of the brachistochrone problem discussed in the paper by the maximum
principle constitutes a singular solution in a more general solution of the control problem.
The solution to the problem has been obtained in cartesian coordinates. For the sake of
control along brachistochrone the normal component of acceleration has been determined.

Pesronse

Peinenne 3anaym o 6paXx@cTOXpoHe, paccMOTPeHHEO B pafoTe ¢ MOMOUI0 MPUHEMIIA
MAKCHMYMA, ABJISSTCA YaCTHLIM CAY4aeM CEHIYNIADHOTO peuleHu obiuel sanayd ynpa-
BJIeHHS. Peulenmme 3aiayR HOAY4eHO B XAPTE3HAHCKOM cACTeMe KoopAMHEAT. [ng ynpa-
BlIeHES mONeTOM HeolXOOwmMO 3HATL HOPMaJLHOE yCKOpeHHWe OO0 §pPaxXmCcTOXpOHE, KO-
TOpoe BLIBefeHO B pabore.
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