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Stan rakiety w danej chwili czasu identyfikowany jest przez zbidér wartosci
jej pavametréw ruchu oraz przez zbiér oddzialywan zewnetrznych. Czynniki te
maja swoje odzwierciedlenie w modelu matematycznym poprzez okreslona postaé
wspllczynnikéw réwnai ruchu. W ogélnym przypadku kolejne zdeterminowane
stany obiektu mozna osiagnal poprzez zmiang tychze parametréw. W przedsta-
wionej sytuacji nasuwa sie pytanie, ktére z wspélczynnikéw réwnan ruchu i w jaki
sposOb nalezy zmieniaé, aby przebieg procesu sterowanego byl najbardziej korzy-
stny. Zadaniem optymalizacji jest ustalenie takich zwiazkéw miedzy ukladem ste-
rowania a parametrami konstrukcyjnymi rakiety, aby proces przejsciowy wywolany
zmiana réwnowagi calego ukladu byl jak najszybciej tlumiony.

Jako szczegllny przypadek zbadano dynamike samonaprowadzajacej sie prze-
ciwpancernej rakiety wirujacej okreslajac quasi optymalny program zmiany
wspdSlezynnikéw wzmocnienia ukladu sterowania w oparciu o metode badania
ukiadéw dynamicznych podana przez Golubiencewa [3]. Metode zmodyfikowano
podajac warunki dla ukltadéw dvnamicznych opisanych réwnaniami rézniczkowymi
3-go rzedu o wspdlczynnikach zespolonych.

Stosowane oznaczenia
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)

— odpowiednio, kat pochylenia i odchylenia wektora predkosci,

N

g

;¥ — katy pochylenia i odchylenia osi podluznej rakiety,
B — katy natarcia i dlizgu,

zespolony kat obrotu rakiety,

— zespolona predkoéé katowa rakiety,

I

— zespolony kat natarcia i slizgu,
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] — zespolone pomieszczenie frodka masy rakiety,

¢ — zespolony kat obserwacji celu przez rakiete,

Ws — skladowa predkoéci katowej rakiety wzgl. jej osi wzdluinej,

4 — moment bezwladnoéci rakiety wzgl. jej osi wzdluznej,

I — moment bezwladnoéci rakiety wzgl. jej osi poprzecznych,

m — masa rakiety,

g — przspieszenie Ziemskie,

F; k — sila Stmjm,

k1, kq — wspélczynniki wzmoocnienia prawa sterowania,

I — odlegloé¢ od srodka masy rakiety do miejsca przylozenia sily
sterujacej, ‘

s — powierzchnia odniesienia wspélczynnikéw aerodynamicz-
nych,

b, — cieciwa aerodynamiczna,

cs; mf, ;jmp — wspdlezynniki aerodynamiczne,

R — odleglos¢ rakiety od celu,

R, — odlegloé¢ strzelania,

NS
|

predkoéé lotu celu.

1. Réwnania ruchu rakiety

Rozpatruje sig przestrzenny ruch samonaprowadzajacej sie rakiety przeciwpan-
cernej wystrzeliwanej z wyrzutni rurowej z okreslona predkoscia V. Predkosé ta -
utrzymywana jest na calym torze lotu pod dzialaniem sily ciagu silnika marszo-
wego rakiety. Tor lotu posiada krétki odcinek lotu niesterowanego, po ktérym
w chwili ¢ = ¢, nastegpuje wlaczenie systemu samonaprowadzania zapewniajacego
doprowadzenie rakiety do obszaru realizacji zadania. System sterowania rakiety
realizuje metode proporcjonalnej nawigacji. Rakieta na torze lotu wykonuje ruch
obrotowy wokdl osi podiuznej ze stala predkofcia obrctowa.

Okreslajac model ruchu rakiety przyjeto uproszczenia typowe dla rozpatrywa-
nej klasy rakiet, a to:

— zalozono, ze rakieta jest bryla sztywna o stalej masie,

— przyjeto stale wartoéci wspdlczynnikéw aerodynamicznych,

— zalozono male wartoéci katéw 0, ¥, ¥, 9, a, § oraz ich pochodnych
pozwalajace na linearyzacje (sin 4 4, cosq = 1) oraz na pominiecie w modelu
wyrazéw bedacych malymi drugiego i wyzszych rzedéw wzgledem tych katow.
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Rys. 2. Model fizyczny dla plaszczyzny pionowej

Model fizyczny obrazujacy powyisze katy przedstawiaja rysunki 1 i 2, odpo-
wiednio dla plaszczyzny poziomej i pionowej.

Y Nieruchomy uklad wspélrzednych 0XY Z przyjmowany jest w taki sposéb, ze

poczatek ukladu wspdlrzednych pokrywa sie ze stanowiskiem startowym, o§ 0X
w chwili startu przechodzi przez cel C, o§ 0Z skierowana jest w prawo i lezy w
plaszczyZnie poziomej, a of 0Y do géry w plaszczyzZnie pionowej. Cel porusza sie
tylko w plaszczyinie poziomej ze stala predkoécia V; .

W chwili startu rakieta znajduje sie w punkcie 1 a cel w 1. Na odcinku 1-2
rakieta porusza sie lotem niesterowanym. W tym czasie cel przemieszcza sig z
punktu 1’ do 2/. W punkcie 2 wlaczany jest system sterowania wypracowujacy sile
sterujaca Fi sprowadzajaca rakiete do zadanego polozenia wynikajacego z realizacji
przez nia metody proporcjonalnej nawigacji.
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Dla stworzenia modelu matematycznego tak przedstawionego ruchu przestrzen-
nego rakiety przyjgto metode zmiennych zespolonych zaproponowana w pracy (5],
pozwalajaca w zasadniczy sposéb obnizy¢ rzad réwnania modelu.

Na podstawie [1] ukiad réwnaii rézniczkowych ruchu rakiety w zmiennych ze-
spolonych ma postac:

1§ — (D + ihw,, )2 = iC¢ - il F, (1.1)
m3 = A( — mg + Fy, (1.2)
s=V((-iQ), (1.3)
n= 1, (1.4)
Fp = k¢ — k1, (1.5)
gdzie: ,
e=VA1, A= -ciPs,
s=y+iz, C= mflﬂ‘;—zS,
.4
= —~mp 5

Q=-p+id, ¢=¢y+ipz
Zgodnie z oznaczeniami przedstawionymi na rys. 1i 2 predkoéé katowa linii
obserwacji celu wyraza si¢ zaleznosciami:
— w plaszczyZnie poziomej:
Rpz = Vez cos pz ~ Z cos gz, (1.6) -

— w plaszczyZnie pionowe;j:
Ryy = V.zcos gy — Z cos gy, (1.7

ktére po zrézniczkowaniu i uwzglednieniu zalozeri upraszczajacych odnosnie katéw
i staloéci predkoéci rakietyu i celu prowadza do zwiazkow:

i = ~Rp+Ve, (1.8)
S = —RT 42V, - (1.9)
SV = ROV 4+ 3VH, (1.10)

wyrazajacych wzajemna zaleinoéé pomiedzy pochodnymi zespolonego przemie-
szczenia srodka masy rakiety a predkoscia katowa linii obserwacji celu i jej po-
chodnymi.
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Uklad réwnad (1.1) - (1.5) wraz ze zwiazkami (1.6) = (1.10) daje si¢ prze-
ksztalcié do jednego réwnania rézniczkowego (1.11) opisujacego zmiane polozenia
§rodka masy rakiety wzgledem predkosci katowej linii obserwacji celu ¢:

" + a1¢™ + 026 + a3 = a, (1.11)

gdzie:
a; = ay +iayy,
az = ag +iap,
a3 = a3 + iaay,

a4 = aq +iayy,

_ D hk+ IRA +3Vm
Mm=-7 mR—k;
I

a;z = —Twrl ’

D(ky + BA +2Vm) + A(2] - kali)
I(mR el kg) ’

= awei (k1 + 54 +2Vm)

2 I(mR — ky) ’
_A(D + kili) + C(mV + k)

I(mR — k;) ’
G = — I](dzlA
2= "I(mR- ki)’

_ Cmg
- I(mR = kg) ’

C
421=7+

@31 =

aqy aq3 = 0.

2. Optymalizacja wspélczynnikéw wzmocnienia ukladu sterowania

Zadaniem optymalizacji jest okreflenie programu zmiany wspdlczynnikéw
prawa sterowania wirujacej rakiety przeciwpancernej zapewniajacych w proce-
sie przejiciowym najszybsze wytlumienie oscylacji rakiety na torze lotu. W
tym celu podjeto prébe zastosowania metody optymalizacyjnej Golubiencewa
(3], modyfikujac ja tak, aby mogla obejmowaé i uklady opisane réwnaniami o
wspolczynnikach zespolonych.
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Zgodnie z algorytmem optymalizacyjnym (3] rozpatruje si¢ réwnanie jedno-

rodne:
¢ + a1’ + aap + azp = 0, (2.1)

gdyz ono wlaénie okresla wlasnoéci dynamiczne ukladu (1.11).
Réwnanie (2.1) przeksztalca si¢ na drodze zamiany zmiennej, podstawiajac:

b =pe T, (22)
do postaci:
y™ +C15+Coy =0 (2.3)
gdzie:
2 _ _2_ 3 azas

Ci=ay3— %, Co = 27

Przeksztalcenie (2.2) prowadzi do optymalnego procesu sterowania pod wa-
runkiem, e rozwiazanie jednorodnego réwnania (2.3) bedzie rozwiazaniem
nierosnacym [3).

Warunkiem nierosnacym rozwiazat réwnania (2.3) w przypadku tylko rzeczy-
wistych wartoéci jego wspélczynnikéw jest, aby wspdlczynnik przy y przyjmowal
wartoé¢ réwna zeru, a ponadto wspélezynnik przy § byl wiekszy od zera [2].

W przypadku wspdlczynnikéw zespolonych takie warunki nie zawsze sa
mozliwymi do spelnienia, gdyz zazwyczaj prowadza do zadan zmieniajacych fizyke
zjawisk procesu sterowanego. Tak jest i w rozpatrywanym przykladzie. Pierwszy .
z warank6w narzuca, aby wy, = 0 lub J; = 0, a to nie jest do przyjecia.

Nierosnace rozwiazania ukiadu (2.3) moZna réwniez uzyskaé i dla niezerowej
wartoéci czgéci urojonej wspidczynnika przy y w réwnaniu (2.3), a zatem dla w,, #
0il #0.

To stanowi wlasnie modyfikacje warunkéw [2] dla réwnaii o wspélczynnikach -
zespolonych.

Nierosnace rozwiazania ukladu (2.3) maja miejsce réwniez wéwezas, gdy jego
réwnarie charakterystyczne, o postaci:

“1——3—+¢3-

r° + 3pr + 2ig = 0, (2.4)

gdzie: 3p = ReCy, 2 =ImC, ,
bedzie posiadaé tylko pierwiastki wrojone.
Zgodnie ze wzorami Cardana pierwiastki réwnania (2.4) okreslone sa
zaleznoéciami:
rr=u+4w,
r3 = £1¥ + £2W0,
r3 =£u+ €W,
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gdzie:
. 1
u=i(g- a2 - )},
: / 1
w=l(q+ q2_p3)3,
1 1, 1 1,
&1 = —'2' +'§l\/§y &y = _2 - 21\/5-
Rozwijajac wyraZenia na u i w w szereg potegowy, przy oznaczeniu :

w=Y-F | (2.5)

q,
otrzymujemy:
- 1-2 5 1:2-5 45
v =ig(1 w-3 6% ~ 360" )s
1 1.2 1-2-5
=ig(l + ~w - —? = 3., .
z = iq( +3w 76 T3 g% )s (2.6)
Szeregi te sa zbiezne dla (w) < 1, czyli dla:
72 /¢* - r. (2.7)

Zakladajac zbieznosé szeregéw i oznaczajac ich graniczne wartosci odpowiednio
przez {2y i §2, pierwiastki réwnania charakterystycznego mozna zapisaé w postaci:

= lq(.Ql + .Qg),
\/_

i 3
r= =5 (M + 0) - T=( - @),
av3
‘ 2
Aby pierwiastki te byly czysto urojonymi winna by¢ spelniona réwnosé:

ro = =2 (1 + 22) + L= - 2).

0 =,

a ma to miejsce jedynie wowczas, gdy w = 0, czyli, gdy w zaleinoéci (2.5) spelniony
jest warunek:
q2 -p’=0. (2.8)

Rea.suinuja,c najszybsze tlumienie proceséw przejsciowych w ukladzie (2.1) ma
miejsce wéwczas, gdy spelni si¢ ponizsze warunki:

Rea; = maxa;; > 0, (2.9)



622 A.DEBECKI, M.MROzZ

ReC; >0, ImC; =0, ktére prowadzy do:

3ag —ay — %‘:—: >0, (2.10)

ReCp = 22—7(0’1’1 —3ana12) + 5“—“33—;—“‘—‘“3—‘ +as =0, (2.11) )
ImCo = %(:m}lan ~ afy) - SBIZIIL 4 g, 5, (2.12)
(mCoy_ RSy . (219)

Warunek (2.10) jest slabszym od (2.11) i dla technicznie realizowalnych ukladéw
Jjest spelniony zawsze, gdy slusznym jest (2.11). Warunek (2.11) jest warunkiem
koniecznym dla zapewnienia rozkladu pierwiastkéw réwnania (2.4) na osi urojo-
nej plaszczyzny zmiennej zespolonej, zapewniajac przy istnieniu (2.13) odpowiedzi
ukladu (2.4) o stalej amplitudzie (tj. na granicy stabilnosci) na wymuszenie im-
pulsowe.

Rys. 3. Program optymalny zmiany wspolczynnikéw sterowania

Przy rozwiazywaniu konkretnych zagadniesi technicznych powstaje zwykle kon-
flikt miedzy wymaganiami teorii reprezentowanymi przez powyzsze warunki (2.9)
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~ (2.13), a mozliwoéciami ich realizacji w praktyce. Na og6l konstruktor moze
zmieniaé tylko niewielky liczbe parametréw i to w bardzo ograniczonym zakre-
sie. Dlatego tez wylania si¢ problem wyboru takich warunkéw, ktorych spelnienie
przyniesie najwieksze efekty. Jest to bardzo zloione zagadnienie i dotychczas nie
udalo sie go rozwiazaé a’priori. Wybdr musi byé w kazdym konkretnym przypadku
kompromisem miedzy wymaganiami i mozliwosciami technicznej realizacji. Ce-
lem zilustrowania przedstawionej tematyki przyjeto, ze parametry konstrukcyjne
rakiety sa z gory zadane, a zmienia¢ mozna jedynie wspolczynniki wzmocnienia
prawa sterowania k) i k3 . Dla analizy iloiciowej przyjeto rakiete o ponizszych
charakterystykach:

V =20m/s, m =10kg, § = 0.04dm?, b, =012m, It =039m, [; =
I, = 0.02 Nms?, I = I, = I, = 0.3 Nms?, w,, = 62.8 rad/s, p = 1.226 Nsm™,
CS = 1.8 mé, = 0.18, m}, = 30.

W procesie analizy za podstawe przyjeto warunki {2.9) — (2.12) jako warunki
konieczne dla uzyskania optymalnego thimienia procesu przejSciowego. Zrezy-
gnowano natomiast z zapewnienia warunku (2.13), gdyz jednoczesne spelnienie
(2.11) i (2.13) przy zmianie tylko wspSlczynnikéw k; i k; w prawie sterowania jest
niemozliwym. (Nalezaloby dokonaé zmiany i parametréw samej konstrukcji, a to
z zalozenia nie wchodzi w rozpatrywanym przykladzie w rachube).

Mimo tego uzyskano pozytywny rezultat dajacy wymierne korzysci dla tech-
nicznego wykorzystania.

Przebieg zmiennosci wspélczynnika ky = f(k,, R) spelniajacego warunek (2.11)
przedstawia rys.3. Na rysunku naniesiono ponadto ograniczenia na wartosci
wspolczynnikéw k, i k2 wynikajace z warunku (2.9). Wraz ze zblizaniem sig rakiety
do celu ograniczeria mocno.zawezajy zakres zmiennosci wspélczynnikéw prawa
sterowania prowadzac do jego likwidacji przy R = 79,5 m.

Dla istniejacych typow rakiet samonaprowadzajacych sie na cel istnieje pewna
okreflona wartoé¢ odleglosci Ry, pomiedzy rakiets i celem od ktérej dalszy lot
do celu odbywa si¢ jako niesterowany. Spowodowane jest to ograniczona tech-
nicznymi wzgledami mozliwosdcia zmiany predkodci katowej §ledzenia. Qdleglosé
R,.in przyjmuje sie za techniczne ograniczenie wyznaczajace minimalne warto-
éci wspélczynnikéw k; i k2 . Maksymaklne za§ wartosci tych wspdlczynnikéw
' ogranicza warunek (2.9) dla odlegloéci R, przyjmowanej jako odlegloéé strzelania.
Optymalne za$ wartodci ki i k; prowadzace do najszybszego tlumienia procesu
wahafi rakiety na torze lotu wyznaczaja punkty przeciecia linii ograniczajacej z
przebiegiem uzyskanym z warunku (2.11) dla biezacej zmiany odlegloéci R.

Przedstawienie zmiany wspélczynnika ky w funkcji odlegloéci rakiety do celu
dla ustalonych wartoéci k; (rys.4) wskazuje na latwos¢ technicznej realizacji takierj
zmiany przy aproksymacji przebiegu ky funkcja liniowa:

k1(i) = kyo — k(i - ‘lw), (2.14)
gdzie:
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Rys. 5. Przebiegi ||(t) przy zmianie wspélczynnikéw prawa sterowania
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k1o — wspédlczynnik wzmocnienia prawa sterowania dlat=t,,

k — wspdlczynnik proporcjonalnoéci, co zreszta zmajduje potwierdzenie w
ukladach sterowania rakiet samonaprowadzajacych sie na cel.

Przeprowadzone obliczenia numeryczne dla kilku wybranych punktéw toru lotu
wskazuja na prawidlowsé przyjetych ta metoda wspdlczynnikéw prawa sterowania.

Swiadcza o tym przebiegi zmiany |¢] przedstawioneé na rys. 5 a-d.
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Summary

Optimization systems of controls parameters target homing whirl rockets The concept
has been presented of determining dependences between the system of control parameters
and desing parameters which ensures the fastest damping process. The dynamics has been
investigated for the target homing anti-tank, whirl rocket and the optimization program
has been determined for alternating system of control coefficients. The modified method
A N.Golubyentsev’s has been used for the third degree equations with complex coefficients.

Pesiome

IlpencTap/ieHO0 KOHUCNMHIO HCKAHMS SABHCHMOCTEH MeXNY MapaMeTpaMHCH-
CTeML! YUpABJEHAS H KOHCTPYKIHOEHERIMH HAapAMETDAME pakeThl ob6ecneymBalo-
mEME caMoe GHICTpOe 3aTyXaHHe IEPEXOABOro mpomecca. MceiaenoBaHo nMEAMHKY
CAMOHABOAAIIEACA MPOTHBOTAHKOBOR PaKeThl BPAlANOLIeca BOKPYT OPOJONLHON ocH
¥ OHOpeResieH0 ONTHMANBHYIO HPOrPAMMY H3MEHEHHA K03¢PHIHEHTOB YCHIEHHA CH-
CcTeMBI YIDARJICHAS MOTHOHOEpOBIHENMM MetopoM A.HJIonyGeunmesa » mpumeHeHWH
10 ypabHeHH ¢ XOMILIEKXCHBIME X05)pHIHEHETAME.
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