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1. Wstep

Obserwowany w ostatnich dziesigcioleciach burzliwy rozwdéj techniki rakieto-
wej wyraza sie m.in. udoskonalaniem przyrzadow zapewniajacych lot rakiet po
§cisle okreslonym torze. Wynikajacy stad wzrost dokladnosci osiagania zadanych
punktéw w przestrzeni okoloziemskiej (na powierzchni Ziemi) w znacznym stp-
niu uwarunkowany jest zastosowaniem we wspdlczesnych rakietach elektronicznej
techniki obliczeniowej. Technika komputerowa wykorzystywana w procesie stero-
wania rakietami, wymaga zastosowania réznorodnych algorytméw zawierajacych
odpowiednie modele wlasnosci dynamicznych rakiet na torze lotu.

W zwiazku z powyzszym, generalnym celem pracy jest sformulowanie modelu
matematycznego ruchu rakiety sterowanej automatycznie na aktywnej czeéci toru,
oraz opracowanie wygodnej do zastosowania metodyki badania wlasnoéci dyna-
micznych rozpatrywanej klasy rakiet.

W szczeg6lnosei zamierza sie:

— opracowaé model fizyczny rakiety przez ustalemie zbioru charakterystyk kon-
strukcyjnych, masowych, aerodynamicznych oraz niektérych charakterystyk stero-
wania,

— sfermulowaé model matematyczny opisujacy zjawisko lotu rakiety na aktywnej
i biernej czesci toru, -

— wyznaczy¢ podstawowe charakterystyki lotne rakiety.
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2. Stosowane oznaczenia

érednia cieciwa aerodynamiczna statecznika,
wspélczynniki aerodynamiczne: oporu

czolowego, sily noénej i silty bocznej,

pochodne czastkowe wspdlczynnikow
aerodynamicznych wzgledem odpowiednich
zmiennych,

przyspieszenie sily ciezkosd,

momenty bezwladnoéci rakiety wzgledem

osi zwiazanego uktadu wspélrzednych

0zyz (rys.1.b),

dlugoéé rakiety,

rozpietosé brzechw rakiety,

pochodne wspélczynnikéw momentéw stabilizujacych
wzgledem kata natarcia i slizgu,

pochodne wspdlczynnikéw momentéw thumiacych
wzgledem odpowiednich rzutéw predkosci katowych,
wspolczynniki momentéw aerodynamicznych
(przechylenia, odchylenia, pochylenia)

w zwiazanym ukladzie wspélrzednych Ozyz,
liczba Macha,

masa rakiety,

wydatek sekundowy masy rakiety,

liczba Macha charakteryzujaca strumieii gazéw
wyplywajacych z dyszy silnika,

éredni promiefi Ziemi,

powierzchnia charakterystyczna rakiety,
odpowiednio kat natarcia i kat slizgu (rys.1.b),
odpowiednio katy: przechylenia, pochylenia

i odchylenia (rys.1.d),

odpowiednio: predkosciowy kat przechylenia,

kat nachylenia toru do poziomu, kat

zwrotu toru (rys.l.c),

odpowiednio katy wychylenia steréw:

wysokoéci, kierunku i przechylenia,

rzuty predkodci katowej rakiety na osie

ukiadu zwiazanego Ozyz (rys.1.b),

funkcja zawarta w tablicach

Atmosfery Standardowej,

zmiana gestoéci powietrza z wysokoscia okreslona
na podstawie Atmosfery Standardowej.
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3. Modelowanie wlasnoéci dynamicznych rakiety w ruchu
przestrzennym

Rys. 1.

W modelu fizycznym i matematycznym rakiety zostana uwzglednpione uzasa-
dnione praktyka artyleryjska zalozenia upraszczajace dotyczace konstrukeji rakiety
oraz warunkéw w jakich odbywa sie jej ruch. Podstawowe z tych zalozei mozna.
sformulowaé nastepujaco:
~ — rakieta jest osiowosymetryczna bryla sztywna, o czterokrotnej symetrii central-
nej,

— érodek masy rakiety lezy na osi podluznej rakiety,
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— kierunek dzialania ciagu silnika pokrywa sie z osig podluzna rakiety,

— nie uwzglednia sie zmiany polozenia gléwnych centralnych osi bezwladnosci w
czasie pracy silnika rakiety, _

— normalne wartoéci parametréw charakteryzujacych oérodek ruchu przyjeto

wedlug As-64.

Pozostale zalozenia upraszczajace zostana podane w trakcie modelowania
wilasnoéci dynamicznych rakiety.

Uklady wspdlrzednych zastosowane w opisie ruchu rakiety przedstawiono na
rys.l.

3.1. Wspé!rzqdne liniowe i kgtowe

Wispéirzedne liniowe okreilaja jednoznacznie polozenie ukladu odniesienia 0zyz
zwiazanego z poruszajacy si¢ rakieta wzgledem nieruchomego ukladu inercyjnego
00z,y,2, ZWigzanege z Ziemia (rys.1.a): .

vy = ZTodg + YoJ, + 2,Kkg. 3.1
Wspdlrzedne katowe - katy obrotu 4, 9, v okreslaja jednoznacznie polozenie

ukladu wspoélrzednych zwiazanego z rakieta 0zyz wzgledem normalnego ziemskiego
ukladu wspélrzednych 0z,y,z, (rys.1.d).

3.2. Siy dzialajace na rakiete w locie

Przyjeto, ze ruch rakiety odbywa sie pod wplywem nastepujacych sil i momen-
tow sil zewnetrznych:
a) Ciagu silnika rakietowego P
P(t, yg) =Pk = pOSa[l - H(ya)L (3'2)
gdzie: P = P(y, =0) — ciag silnika na poziomie morza,

po = p(y; =0) — ciénienie atmosferyczne na poziomie morza.
W przypadku rozpatrywanej rakiety okreslono:

A P(t,y,) = 8300 + 14101 ~ H(y,)). (3.3)
b) Sily ciezkoéci
G(t,y5) = m(t)g(y,)- (34)
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c) Sil aerodynamicznych
Skladowe calkowitej sily aerodynamicznej w predkoéciowym ukladzie
wspdlrzednych 0z,¥,2, okreflaja zaleznosci:

Rou(M3,90,0) = [enn(Ma) + et (Ma)y, + 0565/ (Ma)o?] 2817

R,,(Ma,y,,a) 5. (Ma)@&x, (3.5)

o2
Rzg(Ma'a Ygs ﬂ) = cf.(Ma)%Sﬂ-
d) Momentéw sil aerodynamicznych
Skladowe wektora gléwnego momentu sit aerodynamicznych w zwiazanym ukladzie
wspdirzednych 0zyz okreflaja zaleznosci:
M:(Ma" Yg» ‘“’:) = (m-‘l-'o + m‘:"":)wsh
o2
M3, 35, Br0e) = (b4 mia+ mprs) 25, (36)
2
Mz(Maa Yg, &,y ﬂawz) = (mga + mfﬂ + m‘:’wz)ﬁ!;)leA-

Z zalozenia o symetrii osiowej i czterokrotnej symetrii centralnej wynika, ze :

Cyu = —Cza,

i = m,

m‘:' = my*, (3.7)
my = —mf.

W przypadku rozpatrywanej rakiety przyjeto:
' Mgy = My, = My, = 0. ‘
Zmiane wspélczynnikéw aerodynamicznych oraz zmiane polozenia érodka parcia
rakiety przedstawiono na rys.2 i rys.3.
e) Sily i momenty sil powstajace na sterach gazowych
Dla rozpatrywanej rakiety okreslono nastepujace zaleznosci do wyznaczania sil i
momentéw sil gazodynamicznych wytwarzanych przez stery:
R.,(Ma,,6,) = 1570 + 223062,
R, ,(Mag,é,) = 15177.18,,
R.,(Ma,,8) = 15177168,
- M., (May, bp) Ry,zy, + Rsyyg., (3.8)
Mw(Ma'H’ 6") R‘n [iﬂn - zs'm(t)] ’
Mz,(Magr&w) = Ry, [zm - xs'm(t)] ’

i
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gdzie:
2941 Y5,
rakiety,
— odlegloéé od noska rakiety do osi obrotu steru (z,, = 10.175 m).

— odlegloéci od punktéw przylozenia sit R, i Ry, do osi podluznej

3.3. Rdwnania ruchu przestrzennego rakiety sterowanej programowo

Formulujac dynamiczne réwnania ruchu frodka masy rakiety w ukladzie
wspllrzednych zwiazanym z trajktoria 0z;yr2x, a réwnania dynamiczne ru-
chu dokola érodka masy w zwiazanym ukladzie wspdirzednych Oryz okreflajac
okredlajac zwiazki kinematyczne i geometryczne miedzy ukladami odniesienia
-otrzymano nastgpujacy nklad réwnas ruchu rakiety sterowanej programowo:

d
Td; = ZF::.’

de
va = ZF“,

mvcosG— ZF,,,

dw
L=2 4 (L - Lo, = Y M,

L% (L - LYo, = T M,

v dt
dw
I'—d—t, + Iy ~ Lwewy = ZMn
dy 1
T " coap WyCOST — wysiny),
7N = wysiny + w,cosY,

d .
d—: = wy — tgh(wycosy — w,siny),

dz,

7 =-vcosBcos¥
dy, _ .
i vsinB,
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sinf = cosOsin(y — ¥)cosy + cosOsinfeos(yp — ¥)siny +
—s5inGcosfsiny,

gina = [cosOsinfcos(y — ¥)cosy +
~—8in@cosfcosy — cosOsin(y) — ¥ )sin'y]—a:Tﬂ ,

. | .
giny, = m—[mnemn(t/) - 7)0967 + cosBcosfsiny
+sinfsinBcos(p — ¥)siny),
gdzie:

ZF,, = P(t,y,)cosacosf — R,,(Ma,'y,,az) — R cosa +

~ Ry sinacosf + R, sinf — G(t,y,)sin6,
ZF,, = P(t,y,)(sinacosy, + cosasinfsiny,) +
+ Ry (Ma,yy, a)cos7s — R.,(Ma,y,, B)sinya +
—R. (sinacosy, + cosasinfsiny,) +
+ R, (cosacosy, + sinasinfsiny,) +
+ R, cosfisiny, — G(t,v,)cos6,
Y F, = P(t,y,)(sinasiny, — cosasinfcosya) +
+ Ry, (Ma, yy, a)siny, + R, (Ma, y,, f)cos7s +
~ R, (sinasin?y, — cosasinfcosy,, +
+ R, (cosasiny, + sinasinfcosy,) +
+ R, sinfcos7,,
YoM, = M:(Ma,y,,w;)+ M., (May,é,), )
ZMu = M,(Ma,y,,B,a,wy) + My, (May, §i),
Y M, = M,(Ma,y;, @, B,w;) + M, (May, §,).
Uklad réwnai (3.9) uzupelniaja zaleznodci opisujace:

a) Zmiane charakterystyk masowych rakiety w czasie lotu:
m(t) = m,— /‘ m,(t)dt,
0
L [
L(t) = I _/: dmm,(t)dt,

L) = LO)=Ty~ [ Zomdt

. 531

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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b) Zmiang charakterystyk osrodka ruchu z wysokoscia:

o) = imm

ply;) = 1.225956 (&%‘)m dla y, < 11000m,

p(y;) = 0.36375exp (H51®) dia g, > 11000m, (319
a(y,) = 20.056(288 — 0,0065y,)"° dla y, < 25000m,

o(y) = 20.056,/T(y,) dla y, > 25000m,

T(yﬂ) = 34.5232amm MinYm,

gdzie: am(y;), Mm(y,) - funkcje podane w Atmosferze Standardowej.

c) Prace systemu sterowania rakiety:

Tgs + le +6=KoA+ Kli + KQX - Fp,-(t), (313)
gdzie: Ty,T» — stale czasowe, )
A — parametr sterowania,

For(t) = korpr(t) + kl’-\rf(t) + k2:\pr(t)-

Na podstawie réwnania (3.13) mozna otrzymal réwnania opisujace prace po-
szczegélnych kanaléw systemu sterowania rozpatrywanej klasy rakiet. np. réwna-
nie opisujace prace kanalu pochylenia (kanatu #) autopilota rakiety sformulowano
w nastepujacej postaci:

5.0848,, + 37.256,, + 57.2956,, = 749.480 + 488.776  +
+284.780 — [307.146,,, (&) + 200.30,,(t) + 116.698,-(t)]-

Programowa, zmiane kata pochylenia w czasie lotu 6,.(t) oraz funkcji Fp-(t)
przedstawiono na rys.6. dla kanaléw sterowania w kacie przechylenia v i kacie
odchylenia 1, w przypadku rozpatrywanej rakiety programowe wartosci parametru
sterowania wynosza:

Ypr(t) = Ppr(t) = 0.

Model matematyczny ruchu rakiety (3.9) wraz z zaleznoéciami uzupelniajacymi
(3.10) + (3.13) stanowi zlozony uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych nieli-
niowych i niestacjonarnych. Model ten zostal wykorzystany do przeprowadzenia
symulacji numerycznej wlasnoéci dynamicznych rakiety sterowanej programowo
(rakiety balistycznej).

4. Rozwiazanie réwnan rézniczkowych ruchu rakiety. Wyniki
obliczen

Uklad réwnai (9) rozwiazano metoda Rungego-Kutty przy wykorzys.ta.m'u
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komputera. Przedstawione na rysunkach 2 — 6! wyniki clialrakteryzuja, lot rakiety
dla iy < t < t;, natomiast na rys.7 podano przykladowo niektére wyniki obliczen
dla t > #;. Wyniki te otrzymano dla nastepujacego zbioru danych poczatkowych:

v(to) = z,4(to) = yu(to) = 2 (ko) = ¥(t) = ¥(to) =
= 7(t0) = U,,-(to) = wy(tO) = wz(tO) =0,
8(t) = O6(t,) = g

Podstawowe charakterystyki modelu fizycznego rakiety oraz ich zmiane w funk-
cji czasu lotu 1 liczby Macha przedstawiono na rys.2 i rys.3.

5. Whnioski koncowe

Na podstawie metod mechaniki klasycznej i zasad teorii sterowania
sformulowano model matematyczny rakiety wyposazonej w uklad sterowania pro-
gramowego. Uwzgledniono przy tym wszystkie gléwne stopnie swobody rakiety
jako ukladu mechanicznego.

Podczas analizy ogdlnych réwnan ruchu przestrzennego rakiety stwierdzono
wystepowanie istotnych sprzezer ruchéw podluinych i bocznych oraz sprzezei ru-
chéw Srodka masy i ruchu obrotowego rakiety. Z tych wzgleddw oddzielne ana-
lizowanie wymienionych ruchéw jest duzym uproszczeniem i nie jest zalecane do
zastosowania w powazniejszych rozwazaniach.

Sformulowany model matematyczny jest wygodny do stosowania w badaniach
komputerowych i moze byé¢ wykorzystywany przy rozwazaniu wielu zagadnieni dy-
namiki rakiet balistycznych.

Wyniki otrzymane na podstawie symulacji wlasnoéci dynamicznych rakiety
sterowanej programowo po konfrontacji z danymi okreslonymi innymi metodami
potwierdzaja poprawnoéé opracowanego modelu matematycznego.
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Summary
The subject of this paper is to present the process of designing the Earth - Earth

short - range rocket motion as well as the results of its dynamic properties while being on
trajectory.
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