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1. Wstep

Niestacjonarne procesy zwigzane z przeptywem cieczy w zamknietych przewodach
ci§nieniowych maszyn i ukladéow hydraulicznych, powstajace wskutek wymuszonego [ub -
przypadkowego dzialania elementéw ukladu, wywieraja czgsto istotny wplyw nie tylko
na charakterystyki dynamiczne ukladow, ale i na ich wlasnosci eksploatacyjno uzytkowe
[1, 2]. Charakter tych proceséw zalezy od niektérych wlasnosci fizycznych cieczy (w przy-
padku przeplywu izotermicznego od lepkoSci, gestosci i scisliwosci cieczy), sprezystosei
materialu przewodu i jego wymiaréw geometrycznych.

Wymienione wielkosci tworza nastgpujace, jednostkowe parametry przewodu [3, 4, 5]:
— rezystancje R, (opdr czynny), ktéra uwzglednia wplyw lepkosci cieczy,

— inertancje M, (opor bierny), ktéra uwzglednia wplyw bezwiadnosci cieczy,
— kapacytancje Co, charakteryzujch wplyw sc1sllwosc1 cieczy i sprezystosci materiatu
przewodu.

W dynamicznych warunkach pracy polaczone efekty rezystancji, inertancji i kapacy-
tancji powoduja znieksztalcenia i opoéZnienia przebiegow zachodzacych w ukladach,
wplywajac tym samym na zmiane¢ ich wiasnosci dynamicznych. Przewody hydrauliczne,
w ktérych efekty wymienionych parametréw wywieraja istotny wplyw na wlasnosci dyna-
miczne ukiadoéw przyjeto nazywaé hydraulicznymi liniami dhugimi [4]:

Wiasnosci dynamiczne przewodow hydraulicznych modelowane sa w dWO_]akl sposéb:
— za pomoca parametréw roztoZzonych
— za pomoca parametréw skupionych.

Przy pierwszym sposobie wlasnosci dynamiczne przewodu hydraulicznego modeluje
sie przy uzyciu tanficucha polaczonych w szereg nieskonczenie wielu mikroelementéw
[4, 5]: jednostkowej impedancji szeregowej Z, (uwzgledniajacej wplyw rezystancji R,
i inertancji M,) oraz jednostkowej admitancji bocznikowej Y, (uwzgledniajacej wplyw
kapacytancji C,). Pokazuje to pogladowo rys. 1. W tym przypadku ruch cieczy opisuja
réwnania rézniczkowe czastkowe typu hiperbolicznego, a wigc ten sposéb modelowania
uwzglednia zjawiska falowe zwiazane z przeplywem cieczy w przewodzie.
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Rys. 1, Schemat modelu matematycznego hydraulicznej linii dtugiej o parametrach roztozonych

Przy drugim sposobie modelowania wiasnosci dynamicznych przewodéw hydraulicz-
nych zaktada sig, Zze stale parametry przewodu (R,, M,, C,) sa skupione w odpowiednich
miejscach wzdtuz jego osi, a wigc do opisu matematycznego zjawisk dynamicznych pro-
wadza réwnania réZzniczkowe zwyczajne. W tym przypadku najlepsze wyniki daja modele
symetryczne [4, 7] model T i model /I, przedstawione na rys. 2. W przedstawionych gra-
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Rys. 2. Modele symetryczne o parametrach skupionych: rys. 2a — model ,,T”, rys. 2b — model ,,I1”.

ficznie na rys. 1 i 2 modelach p oznacza ci$nienie, ¢ — natgzenie przeptywu, s — operator
przeksztalcenia Laplace’a, /| — dlugosé przewodu, z — wspoétrzedna poosiowg przewodu.

Oméwione wyzej modele, zaré6wno o parametrach rozlozonych, jak i skupionych,
sa dwuwrotnymi elementami ukiadu [10] (maja postaé¢ czwdérnikowa) o macierzowej

funkcji przejscia:
0.1="9. [ ®

gdzie: H(s) — operatorowa macierz transmitancji, P = % (;}p—), Q=2 (7[2), P, § — od-
0 0

chylki ci$nienia i natgzenia przeptywu od ich wartosci Srednich w’czasie: p, i g, & — ozna-

cza proste przeksztalcenia Laplace’a.

Stosowanie modeli o parametrach roztozonych jest praktycznie przydatne przy analizie
czestotliwodciowej (charakterystyki czgstotliwoSciowe) ukladéw, natomiast zawodzi przy
badaniu przebiegéw przejsciowych. Wyznaczanie przebiegéw przejsciowych w wyniku
odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a jest w takich przypadkach bardzo czasochlonne
ze wzglegdu na wystgpujace funkcje hiperboliczne w transmitancjach operatorowych,
ktérych argumentami sg z kolei funkcje Bessela, a czasami —w przypadku bardziej
zlozonych warunkéw brzegowych — jest wrecz niemozliwe. W takich przypadkach celowe
staje si¢ zastapienie modeli o parametrach roztozonych modelami o parametrach skupio-
nych. W literaturze [7, 8, 9] spotykane sa rézne rodzaje modeli o parametrach skupio-
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nych, jednakze brak jest por6éwnania ich z modelami o parametrach rozlozonych, jak
i zakresu ich stosowalnosci. Tym zagadnieniom poswigcona jest w glownej mierze niniejsza
praca.

2. Modele o parametrach rozlozonych

W dalszych rozwazaniach zaklada si¢, ze nieustalony przeplyw lepkiej, ci§liwej cieczy
w sztywnym przewodzie jest w peilni rozwinigty, laminarny i izotermiczny. Wowczas
wyraZenia okreslajace jednostkowa impedancj¢ szeregowa Z, i jednostkowa admitancje
bocznikowa Y, (wynikajace z dwuwymiarowego réwnania ruchu i réwnania ciaglo$ci)
maja postaé [3, 4, 6]:

Mys
Zo®) = —————, )
1— 2J:(m)
nlo(n)
Yo(s) = Cos, 3
. Qo . I. . nR2 . .
gdzie: M, = - jednostkowa inertancja, C, = 5. jednostkowa kapacytancja,
c
. . . : sR?
Jo, J — funkcje Bessela pierwszego rodzaju rzedu O i 1 argumentu 5 = j s
v

j— jednostka urojona.
Wystepujaca w wyraZeniu (1) operatorowa macierz transmitancji H ma postaé [3, 4]:

cosh(/I") Z,sinh(II")

H(s) = | 1

—Z——sinh(l]’) cosh(II) |” @

W powyzszej macierzy wielko$¢ I' jest- operatorem propagacji, natomiast Z, przed-
stawia impedancj¢ falowa (charakterystyczna) linii diugiej. Wielkosci te okreslone sa
nastepujaco:

a5 sl 7%
I'(s) = ]/Zo Yo, Z.= 5. (5
]

Jezeli rozpatruje si¢ stan ustalony ukladu przy wymuszeniu harmonicznym, tj. s = jw,
wowczas macierz transmitancji (4) przyjmuje posta¢ widmowa, ktéra mozna przedstawié
w postaci:

cosh(yy) (—jE %) sinh(yry)

H(Q) = ; ©
( J ?1;) sinh () cosh(yy) -
gdzie: y, € i £ sa bezwymiarowymi wielkosciami:
a = o ot o @R o

Z=cho’ ¢ po @R?’ y
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natomiast 9 jest bezwymiarowym, zespolonym wyraZeniem zaleznym od czestotliwosci
bezwymiarowej Q:

P =( 1—————-——2£1(jl/9,),
V" ivenie
Jego czg$€ rzeczywista a jest wspolczynnikiem tlumienia amplitudy sinusoidalnej fali

ciénienia, natomiast cze$é urojona o zwiazana jest z predkoscia fazowa fali. Doktadna

posta¢ wyrazen « i & mozna spotkaé¢ w [5]. Wystepujaca w wyrazeniach (7) wielkosé ¢,
jest predkoscia dzwigku w cieczy. JezZeli uwzgledni¢c wplyw sprezystosci materiatu prze-

wodu w zakresie prawa Hooke’a to wielko$é ta wyraza sie wzorem Zukowskiego [9]:

JE |
NGEE

Tak wigc wyrazy macierzy transmitancji (6) zaleza od wyspotczynnikow bezwymia-
rowych: y, ¢ i £, ktére sa kombinacja siedmiu parametrow hydraulicznej linii diugiej
(lepkosci kinematycznej cieczy v, ggstosci cieczy g, modutu sprezystosci objetosciowej
cieczy ., dlugosci przewodu /, promienia wewnetrznego przewodu R, grubosci $cianki g,
modutu Younga materialu przewodu E) oraz trzech parametréw roboczych (ci$nienia p,,
natg¢zenia przeptywu g, oraz czgstotliwosci wymuszen w).

)— = a+jo. ®)

3. PrzejScie od modeli o parametrach rozlozonych do modeli
o parametrach skupionych

Wiadomo (np. {10]), ze modele o parametrach roztozonych mogga by¢ aproksymowane
modelami o parametrach skupionych w przypadku niskich czgstotliwosci sygnatow prze-
noszonych przez uktad, mniejszych od czestotliwoéci pierwszego rezonansu. Czgstotli-
woS$¢ pierwszego rezonansu zachodzi przy stosunku dhugosci przewodu do dlugosci fali
ci$nienia réwnym:

] 1
¥ =7 (10)

Diugosé fali 1y moze by¢ okreslona, jezeli znana jest predkos¢ fazowa (predko$¢ pro-

pagacji) fali ¢, ktérg charakteryzuje — jak juz wspomniano — czeéé urojona operatora

propagacji.
Tak wigc:
w
Nl _-_— 11
A PRI ol Geo) (11)
gdzie: Im — oznacza czgéé urojona.
Korzystajac z zaleznosci (8) otrzymuje sig:
Y 2:1C%) (12)

i, 2n ¢
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Rys. 3. Przebieg zmiennosci stosunku dtugosci przewodu do diugo$ci fali w funkcji czestotliwosci bezwy-
w miarowej

i

1 .. .
Na rys. 3 przedstawiono wykres zaleznosci T x~' w funkcji 2, ktéry jest pomocny
7

do okredlania czgstotliwo$ci pierwszego rezonansu w;, mianowicie: znajac parametry
cieczy (v, 0o, B.) oraz przewodu (R, !/, g, E) oblicza si¢ bezwymiarowy wspélczynnik

I . / 1 I .
X = 7 (co — wg. (9)), nastepnie dla -.— = — okresla si¢ z wykresu bezwymiarowa
R3¢, As 4 .

2(01

czestotliwoéé Q2 = , co pozwoli okresli¢ czestotliwo$¢ w,, do ktérej to mozna

traktowa¢ hydrauliczna linie dluga jako element ukiadu o parametrach skupionych.

4. Modele o parametracﬁ skupionych
/ W pracy [6] pokazano, Ze dla niskich czgstotliwosci bezwymiarowych (2 < 10) impe-
dancja Z, okreslona zaleznoscia (2) aproksymuje si¢ do postaci:

Zo(s) = R0+% Mys. : ' (13)

Wspolczynnik 4/3 przy inertancji M, jest wspolezynnikiem ilosci ruchu, uwzglgdnia-

" jacym nieréwnomierny profil pola predkosci w przekroju poprzecznym przewodu, ktéry

w tym przypadku jest paraboliczny. W cytowanych pracach dotyczacych modeli o pdra-

metrach skupionych nie byt on uwzgledniony. Natomiast rezystancja R, w zaleznosci (13)
jest ta sama co uzyskana z prawa Hagen-Poiseuille’a t;:

Ry = 3::%2. (14)

Otrzymany model jest modelem o stalej rezystancji.
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Oznaczmy catkowita impedancja i admitancja na dlugo$ci przewodu przez Z i Y, tj:
Z=2Z,, Y=Yl
Korzystajacz podanych w pracy [10] zwiazkéw dla modeli ukladéw mechanicznych
o parametrach skupionych otrzymuje si¢ nastgpujace macierze transmitancji H, ktére
wystepuja w zaleznosci (1):
— dla modelu T (rys. 2a):

(1 +—;- YZ) _‘1£(Z+*1 YZZ)

D 4
Hy = ° 1 : (15)
2y (1 += YZ)
Yo 2
— dla modelu I7 (rys. 2b):
(1 +4 YZ) oz
2 Do

H; = (16)

1

Polyi tyz) (14tyz
9o 4 2

Analiza teoretyczna w dziedzinie czestotliwosci pokazata, Ze niektore wyrazy tych
macierzy niezbyt dobrze aproksymuja wyrazy macierzy o parametrach rozlozonych (tj.
macierzy (6)) do czestotliwosci pierwszego rezonansu. Dobre wyniki daje polaczenie
szeregowe modelu T i modelu /7, tj. model o macierzy transmitancji réwnej.
H = H;H,. ‘ (17)

Przy wykorzystaniu zaleznosci (3) i (13) wyrazy macierzy (17) maja postaé¢ (po pomi-'
nieciu matych wyrazéw):

hyy = hay = 1+—;-Kx(sTo)+%ﬂ(sTo)2, (17.1)
h, = st[l +7/<3— (sTo)] [1 +§§~ Kx(sTo)+ ﬂ(sTo)Z] (17.2)
hy = (sTo)[1+ > Ky(sTy) +- 32 B(sT,)? ] (17.3)

gdzie: K= 8, 8 =4/3, T, = CL; natomiast ¢ i y okreslone jest zaleznoscia (7).
(4]

W przypadku przeptywu pulsujacego harmonicznie (s = jw) otrzymuje sig: sTy = jxf2
i wyrazy macierzy transmitancji (17) sa podobnie jak macierzy (6) — funkcja trzech wspét-
czynnikow bezwymiarowych, tj.: ¥, £ 1 2,

Wyrazy macierzy (17) poréwnano z odpowiednimi wyrazami macierzy (6) w dziedzinie
czestotliwosci. Do obliczen przyjeto wartosé ¥ = 1072(/ = 10 m, R = 0.007 m, ¢, =

= 1000 ms~', » = 5- 10~° m3s7!).
Wyniki obllczen przedstawiono na rys. 4. Wyniki te pokazuja, Ze wyrazy macierzy (17)
dobrze aproksymuja wyrazy macierzy (6) do czestotliwosci pierwszego rezonansu, ktdra
jak wynika z rys. 3 wystepuje przy 2, & 130, co odpowiada w, ~ 132571
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Jezeli pfzeplyw cieczy w przewodzie ma charakter turbulentny, tj. gdy liczba Reynoldsa
2Ry,

zwigzana z predkoscia srednig w przekroju Re, = > 2300, wowczas profil rozktadu

pola predkosci w przekroju przewodu jest zblizony do walcowego, a stala rezystancje
R, mozna okresli¢ [11] z zaleznoéci:

d {dp
dla relacji wiaZacej gradient cisnienia ze wspotczynnikiem strat tarcia:
dp 1 0o )
fhic A R P2
& = @RoE (4R q (19)

Korzystajac z funkcji uniwersalnego rozktadu pola predkosci w przekroju poprzecz-
nym przewodu [12], stusznej dla dowolnie duzych liczb Re, tj.:

-~

v,(r) = v* [2,51n(R;’ v*) + 5,5], (20)

gdzie v* oznacza predkosé dynamiczna, na podstawie zaleznosci (18) i (19) otrzymuje sig
stala rezystancje w przypadku przeptywu turbulentnego. Wynosi ona:

Y00 AReq
Roy=K,—;, K = —. 21
o Tt aRe " 4(140,869 %) )
Wspébtczynnik strat tarcia A wystgpujacy w zaleznosci (21) jest okreslony w postaci uwi-
ktanej nastgpujaco [12]:

1

Vi
Wyrazy macierzy transmitancji (17) w przypadku przeptywu turbulentnego maja taka
sama posta¢ jak dla przeplywu laminarnego, tj. okreslone sa zaleznosci (17.1), (17.2),
(17.3),z tym, ze § = 1, natomiast wspétczynnik K zastapiony jest przez K, (zaleznos¢ (21)).
Jako przyklad okres$lono zmiany ci$nienia p, na koficu przewodu zamknigtego (g, = 0)
w przypadku, gdy zadane jest cisnienie na poczatku przewodu p,. Transmitancja uktadu
ma postac: ‘

0,8691n(Rey )’ 2)—0,8. (22)

P2(s) _ ! - 1

e = " =

N T
1 T3 Ky(sT)) t5 B(sTo)?
Jezeli na poczatku przewodu cisnienie zmienia sig¢ skokowo, tj. p,(s) = e wowczas

w wyniku odwrotnego przeksztatcenia Laplace’a otrzymuje si¢ charakterystyke czasowa:

h(T)zo?“[ L 1

=1 T et —1 sin(Y1=n=
f1,,(8) s] I-e ”’[cosl/l net+ V/T:;i sm(1 1—-9 1)], (24)

. ! 2 .
gdzie: T = % ]/73— — bezwymiarowy czas,

n = % Ky ]/% — bezwymiarowy wspoétezynnik tlumienia.
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Rys. 5. Przebiegi przejSciowe ci$nienia na koncu przewodu zamknietego.

Na rys. 5 przedstawiono przebieg zmian ciSnienia wg (24) w funkcji czasu 7 dla prze-
ptywu laminarnego oraz wybranych liczb Re, = 104, 5-10* w przypadku przeptywu
turbulentnego. Widaé, Ze tlumienie oscylacji ci$nienia nastgpuje szybciej w przypadku
przeptywu turbulentnego i wzrasta dodatkowo ze wzrostem liczby Reynoldsa. Jest to
oczywiscie zwigzane ze wzrostem oporéw hydraulicznych podczas przeptywu turbulent-
nego.

5. Uwagi koificowe

Przedstawiony w pracy model matematyczny hydraulicznej linii dlugiej o parametrach
skupionych o postaci czwoérnikowej, moze byé stosowany do czgstotliwosci pierwszego
rezonansu, ktéra moze by¢ okreslona na podstawie rys. 3 w przypadku gdy znane sg para-
metry linii dtugiej (v, 0o, 8., & I, R, E), ktére fatwo okre§lié. Modeél ten o macierzy tran-
smitancji (17) posiada prosta struktur¢ matematyczna i moze by¢ latwo wlaczony do
schematu blokowego analizowanego ukladu hydraulicznego. Elementy macierzy (17)
jawia sie jako typowe czlony dynamiczne, co znacznie upraszcza analize wlasnoéci dyna-
micznych ukladéw. Jest to szczegdlnie istotne przy badaniu odpowiedzi czasowych ukta-
déw, jak i w przypadkach, gdy w ukladzie wystepuje kilka przewodéw, a warunki brzegowe
na ich koricach sa ztoZone (np. na koncu linii znajduje si¢ silnik hydrauliczny, obciazony
momentem bezwladno$ci, momentem tarcia lepkiego oraz momentem oporu technolo-
gicznego). Przykladem ukladow przy analizie ktorych moga by¢ stosowane modele o para-
metrach skupionych, moga by¢ uktady napedu i sterowan hydraulicznych, w ktérych
czestotliwo$¢ sygnatéow przeznaczonych jest niewielka, jak i nie duza jest §rednica wewngtrz-
na przewodow hydraulicznych.
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Peswome

MOJEJINPOBAHIE TMHAMUWYECKUX CBOVCTB 3AMKHYTEIX T'UIPOITPOBOJOB.
CPABHUTEJILHASL ONEHKA MOIEJIEM C PACIIPENEJIEHHBIMU U COCPENOTOYEH-
HbIMH TTAPAMETPAMU

B pabore npeacTaBiieHbl MaTEMaTHUECKHE MOMEIH JJIMHHBIX TPYGOIPOBOJOB B BHE UETHIPEXIION-
rocHuka. Jist Mmoxenelt Tak ¢ pacnpefeneHHbIME KaK ¥ ¢ COCPEIOTOYSHHBIMYU I1apaMeTpaMu CBOHCTBEHHA
CTPOTO OlpefAeNi€HHAs NEPEeJOTOUHAsT MaTpuua, (e3pasMepHBIE 3JIEMEHTBI KOTOPOH ABJIAIOTCA KOMOH-
Hauueil U3 ceMy NapameTPOB KUIKOCTH M TPYOBI, a TaKXKe M3 TPEX pabouHX NapameTpoB.

Mopens ¢ coCpeIoTOUEHHBLIMHI 1apaMeTPaMH IPUMEHACTCA A 0TOOPAYKeHHA XBIKEHHA YKUIKOCTH
B ppefesiax yacTOThbI IEPBOrO PE30HAHCA CHCTEMBI C PacHPeAeIEHHBIMH NapamMeTpamMy TaK IS JIaMUHap-
HOro Kak M ANIA TypOYJIEHTHOrO NBHIKEHHSI.

Summary

. MODELLING OF THE DYNAMIC PROPERTIES OF HYDRAULIC SHUT
CONDUITS. COMPARISON OF LUMPED AND DISTRIBUTED PARAMETERS MODELS

The paper deals with the mathematical models of the hydraulic long line regarded as a two-port ele-
ment of the system. Both lumped parameters models and distributed parameters ones are characterized
by the strictly determined transfer matrix possessing dimensionless terms which are the combination of
seven fluid and conduit parameters and three working ones.

Special regard was paid to the lumped parameters models — both for laminar and turbulent flow —
which may be applied to the first resonanse frequency.

Praca wplynela do Redakcji dnia 30 maja 1988 roku.



