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1. Wstep

W ostatnich latach zagadnienie wyznaczania wlasnosci odpowiedzi liniowych, dyskret-
nych ukladéw dynamicznych- poddanych dzialaniu losowego wymuszenia impulsowego
bylo przedmiotem zainteresowania wielu badaczy. Stosowane podejécia mozna podzielié
na wykorzystujace teori¢ punktéow losowych oraz bazujace na teorii stochastycznych
réwnan rézniczkowych i uogélnionym réwnaniu Fokkera — Plancka — Kolmogorowa
(rébwnaniu FPK). Pierwsze z nich umozliwia, przy wykorzystaniu impulsowej funkcji
przejScia oraz zasady superpozycji, wyznaczenie momentéw odpowiedzi. Problem moze
by¢ przy tym rozwigzany nie tylko dla poissonowskiego ciggu impulséw, lecz takze dla
impulséw wzajemnie skorelowanych. Mozliwe jest réwniez uwzglgdnienie statystycznych
zalezno$ci migdzy poszczegélnymi parametrami, charakteryzujacymi impuls. Wykorzystaniu
tego typu podejscia poswigcone sa m.in. prace: [5, 6, 12, 13]. Analizie ukladéw liniowych
poddanych dzialaniu poissonowskiego wymuszenia impulsowego przy uzyciu drugiego
z wymienionych podej$¢ sa po§wigcone m.in. prace [11, 14, 16]. W pracy [15] przedsta-
wiono metode prowadzaca do otrzymania funkcji charakterystycznej odpowiedzi dla
ukiadu liniowego o jednym stopniu swobody przy dowolnym rozkladzie prawdopodo-
bienstwa wielkosci impulséw.

W pracy [17] badano mozliwo$é wykorzystania metody linearyzacji statystycznej
w polaczeniu z wyZej wspomniang metoda funkcji charakterystycznej do okreslania wias-
nosci odpowiedzi nieliniowego ukladu o jednym stopniu swobody z nieliniowo$cia zalezna
od przemieszczenia. Stosujac jako kryterium sprawdzajace symulacjg cyfrowa (p. [9])
wykazano uzyteczno$¢ metody linearyzacji przy rozwiazywaniu zagadnien tego rodzaju.

Obecna praca stanowi uogdlnienie rozwazan zawartych w [17]. Rozpatrzony bedzie
ukiad o jednym stopniu swobody z nieliniowo$cia zalezna zaréwno od przemieszczenia,
jak i predkoéci oraz zostanie wykazane, 2e posta¢ ukladu réwnan okre§lajacych ekwiwa-
lentne liniowe thumienie i sztywno$é nie zalezy od zakresu wartosci thumienia w ukladzie
zlinearyzowanym.
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2. Zaleino$ci wyjSciowe i otrzymywanie réwnania ukladu zlinearyzowanego

Przedmiotem rozwazan jest ukiad dynamiczny o jednym stopniu swobody, ktérego
réwnanie ruchu ma postaé: 2 § » @
$+2px+wix+eg(x, X) = Pt), 0))
gdzie przez g(x, X) oznaczono znana funkcje¢ nieliniows, przez P(t) — proces wymusza-
jacy, bedacy ciggiem impulséw o dowolnym rozkladzie prawdopodobienstwa popedow
i czasowym rozkladzie Poissona, za$§ przez & — parametr okre$lajacy wplyw nieliniowej
czesci rownania (1) na zachowanie si¢. ukladu.
Zgodnie z zasadami linearyzacji statystycznej (p. np. [l, 10]) rownanie (1) mozna
zastapi¢ réwnaniem:
X¥+2B.k+wix+e(x, X) = P(t), )
gdzie B, jest ekwiwalentnym wspéiczynnikiem tlumienia liniowego, w.— ekwiwalentna
liniowa sztywno$cia, za$ funkcja e(x, X) okresla blad linearyzacji i wyraza si¢ zwigzkiem:

e(x, X) = 2(f—B)x+ (wi—wi)x+eg(x, X) 3

Wspoélczynniki B, i w, nalezy dobraé w ten sposéb, aby zminimalizowaé blad wprowa-
dzany przez linearyzacje ukladu (1). Blad ten jest okreslany jako blad $redniokwadratowy:

8= [[ e(x, )p(x, Hdxds, @)

gdzie p(x, x) jest dwuwymiarowa gestoscia prawdopodobienistwa przemieszczenia i pred-
kosci ukladu zlinearyzowanego.

Wykorzystujac warunki konieczne istnienia e¢kstremum wyrazenia (4) i zamieniajgc
kolejnoé¢ rézniczkowania i catkowania otrzymuje si¢ uktad réwnan okreslajacy ekwiwalent-
ne wspolezynniki ttumienia i sztywnosci:

e [ 5gCx, )p(e, %)dvds
ﬂe = /3+ 2E[).CZ] ’

e ®)
e [ [ xg(x, X)p(x, X)dxdx

E[x?] 2
gdzie przez E oznaczono operacj¢ znajdowania wartosci sredniej.

Nalezy obecnie przyjaé konkretng postaé funkcji nieliniowej. W pracy zaloZzono, ze
jest:

2 2
we = wWo+

g(x, X) = ax3+nx3. - (©
Roéwnania (5) moZzna wowczas przepisaé jak nizej:
+ @ + o
B. = 5+ﬁ-%5]* [af x*p(x, k)dxdfc+nff x3xp(x, 5c)dxd5c]

-0

% o ™)
w? = w3+—E{;ﬁ— [oc f} xX3p(x, X)dxdx+n ff x*p(x, 5c)dxd5c],
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lub wprowadzajac oznaczenie:
myy = E[x*'] ®
mozna napisaé:

EXMg 4+ ENNI3 4

ﬂe = ﬂ 2m02
coamy 5+ enm (9)
w? = Wi+ 13 NMao )
MmMao

Jak widaé, dla wykorzystania ukiadu réwnan (9) konieczne jest wyznaczenie niektorych
momentow odpowiedzi ukladu zlinearyzowanego. W tym celu zostanie wykorzystana
metoda funkcji charakterystycznej, opisana w pracy [15].

3. Wyznaczen ie funkcji charakterystycznej odpowiedzi ukladu zlinearyzowanego

Réwnanie ukladu zlinearyzowanego ma postaé:
¥+2B.x+wix = P(1). (10)

W przypadku malego tlumienia (f. < w,) funkcja charakterystyczna v odpowiedzi
tego ukladu jest okreslona wzorem wyprowadzonym w pracy [15}:

w(zy, 25, 1) = exp [— lof {1 —N(e_ﬂe("‘f)[_a% (z%—
(1
4 ﬁezz)sinw(t—§)+zzcosw(t—E)])}dé],
gdzie:
w? = w;~fz, (12)

A jest intensywno$cia procesu Poissona, za§ N — funkcja charakterystyczng rozkiadu

prawdopodobienfistwa popedow.
Obecnie zostanie rozwazony przypadek tlumienia nadkrytycznego (f. > w.). Réwnanie
(10) moze by¢ po podstawieniu x, = x, x, = X, przedstawione w postaci:

dxl = x;dt,
dx; = —(2Bex,+wix,)dt+ fw’(dt, du),

gdzie » jest losowa miarg Poissona. Odpowiadajace uktadowi (13) uogélnione réwnanie
FPK (p. [3]) ma posta¢:
IPp(xy, X2, 1) + Ixzp(xy, X2, )]

(13)

ot 0X,
2
- Mera ot )pCin 2 0 g, 22, 0 (14)
2
+

-4 fp(xl,xz—u,t)n(u)du =0,

5*
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gdzie A jest intensywnoscia procesu Poissona, #(u) — gestoscia prawdopodobienstwa
wielkosci impulséw, za§ p oznacza gestos¢é prawdopodobienstwa odpowiedzi uktadu
zlinearyzowanego.

Rozwigzanie rownania (14) nie jest znane. MoZna jednak, dokonujac transformacji
Fouriera, otrzymac z (14) rownanie pierwszego rzgdu, okre$lajace funkcj¢ charakterystyczna
(24, 25, t) odpowiedzi ukladu zlinearyzowanego:

2 )
St Qe =) 5 a G2 Hwizagt = ApN(z) = 0. (15)
Sprowadzajac to réwnanie do réwnania jednorodnego (p. [8, IS, 17]) i stosujac do

rozwigzania tego ostatniego metode charakterystyk, opisang np. w [7], otrzymuje sig
zwiazki:

p = oxp{~2 [ [1-N2)ldE], (16)
0

n=— (17)

‘j; =28, —— dzl +wiz, = 0. (18)

Przyjmujac warunki poczatkowe z,(0) = w,, z,(0) = w, mozZna dla B, > w, zapisaé
rozwigzanie réwnania (18) w nastgpujacy sposoéb:
z,(s) = efes (wl coshés+ —2° ﬂ” e smhc'bs), (19)
gdzie:
0= Ypi-wl. (20)
Z kolei z (17) po pewnych przeksztalceniach otrzymuje si¢ zaleZnosc:

.r 2
[w2 coshas + ﬂewzé—wewl sinh &)S] . 21

e

Z5(s) =

Zatem wzor (16) mozna przepisaé w postaci:

p = exp[ lf{l N[— —(wzcoshw£+ /3ewz_ww,,w1_ sinha?E)“ dE]. (22)

W wyraZeniu tym naleZy wyznaczy¢ w,, w,, s w zaleZno$ci od argumentow z,, z,, ¢
funkcji charakterystycznej . Wykorzystuje si¢ w tym celu wzory (19) i (21), uzupelnione
zwigzkiem:

t=s. (23)
Po dos¢ zmudnych przeksztalceniach otrzymuje si¢ ostateczna posta¢ wyraZenia,

okreslajacego funkcje charakterystyczng odpowiedzi ukladu zlinearyzowanego w przypadku
tlumienia nadkrytycznego:
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w(zy, 22, 1) = exp[——l! {I —N(e'ﬂ-("ﬂ[% (z,—
(24)

—Bezy)sinhd(t— &)+ 2z, cosh ot — &) ])}d&] .

Zastosowanie analogicznej metody w przypadku tlumienia krytycznego (6. = w.)
prowadzi do otrzymania wyrazenia na funkcje charakterystyczna, zapisanego niZej:

W, 22, 1) = exp [— 4 [ (1 =N(e-p4-9(z,~ fz)(~H)+zDdE] . (29)
0

Zatem wzory (11), (25) i (24) okre$laja funkcje charakterystyczng odpowiedzi ukladu
zlinearyzowanego, odpowiednio dla przypadkéw tlumienia podkrytycznego, krytycznego
i nadkrytycznego.

4. Zastosowanie metody funkcji charakterystycznej do wyzmaczenia wspélczymnikow
ekwiwalentnego tlumienia i sztywnofci

Wspélczynniki f. i w. 53 okre§lone przez uklad réwnan (9). Jednak dla praktycznego
wykorzystania tego ukladu nalezy wyznaczyé wyst¢pujace w prawych stronach jego réwnan
momenty procesu wyjSCiowego myo, Moz, Mg, Mos, Ma; 1 mys W zaleznobci od £, 1 o,
oraz znanych parametréw procesu wymuszajacego. W tym celu zostang wykorzystane
zalezno$ci okreslajace funkcje charakterystyczng v, zwiazki pomigdzy funkcja charak-
terystyczna a péiniezmiennikami x,, rozkladu prawdopodobienstwa odpowiedzi ukladu
oraz zaleznoéci migdzy momentami i péiniezmiennikami. Mozliwe byloby réwniez bez-
posrednie obliczenie momentow z funkcji charakterystycznej, jednak postgpowanie opisane
wyzej wydaje si¢ nieco wygodniejsze.

Sposob wyprowadzania zaleznofci migdzy momentami i péiniezmiennikami dla jedno-
wymiarowej gestoéci prawdopodobienistwa zostal opisany np. w [2]. Uogdlnienie na
przypadek wiclowymiarowy zawiera praca [4]. Postacie zwigzkéw wykorzystywanych
w dalszych rozwazaniach przedstawiono ponizej:

Mo = %20+%30, (26)
Moy = Koy ¥ %31, 27N
Myo = %40+ 3230+ 4%10%30+6%T0 %20+ %10, (28)

M3y = %31 +3%10%21 + %01 %30+ 3%20%; 1+

+3%f0 %11+ 3%10 %01 %20+ %0 %01 » (29)
Myy = %13+ %10%03+ 3%01 %12+ 3%11 g2+

+3%50%03 o2+ 3%31 %11+ %10%31 (30)
Moa = Kos+ 352 +4%03 %03+ 6%31 %oz + %31 €2))

Z wzoréw (26)+ (31) widad, Ze dla wyznaczenia momentéw, wystepujacych w prawych
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stronach réwnan uktadu (9) nalezy wyznaczyé nastgpujace polniezmienniki: x,4, %o,
%20, %115, %025 %30, X215 Xy2, X035 %40, %3y, #13, *oa-
Jak wiadomo, péiniezmienniki mozna wyznaczy¢ na podstawie funkcji charakterystycz-
nej, korzystajac z zaleZnoSci:
@™ Tny
P = D000 luicaei,
Ze wzorow (11), (25) i (24) wida¢, iz we wszystkich trzech przypadkach argument
funkcji charakterystycznej N jest liniowa funkcja z, i z,. Oznaczajac ten argument przez z
oraz uwzgledniajac, ze rézniczkowanie funkcji charakterystycznej N przy z, = z, = z = 0
jest réwnoznaczne z wyznaczaniem momentow u, ., rozktadu prawdopodobiefistwa
wielkosci impulséw, mozna otrzymac¢ ogdlny wzor na pédtniezmiennik rozktadu prawdo-
{

podobienstwa odpowiedzi uktadu:
- f az \" oz \"|
Kmin = wum+n0 —a‘z‘l— =m0 ‘3”2;

W kazdym z rozwazanych przypadkéw z wzoru tego otrzymuje sig, po podstawieniu
odpowiedniej funkcji w miejce z, wzor okreslajacy warto$¢ péiniezmiennika dia okreslo-
nego zakresu wielkosci tlumienia. Dla tlumienia podkrytycznego (8. < w,) jest:

(32)

dt. (33)

zy=2z3=0

f

Ky = jﬁflfe—ﬂc(mﬂ)('—f)sin"'w(t—5)[cosw(t——£)— Be sinw(t— 5)] dé. (34)

w w
0

Dla tlumienia krytycznego (f. = w.) otrzymuje sig:
1
n = Mt [ €70 (1~ p o). (35)
0

W przypadku ttumienia nadkrytycznego (f. > w.) rozwazany wzoér ma postac:

t
2 ) ot e
B = —'lf"-'-ﬂ"—j e—Pelmm-aginh™a (1 — &) x

(36)

x [cosh o(t— E)——ﬂ(;;- sinh&)(f—f)] dt.

Przy obliczaniu 8, 1 w,. rozwaza si¢ stdn ustalony ukiadu. Zatem we wzorach (34) =+ (36)
nalezy dokona¢ przejscia granicznego dla ¢ —» o0, uzyskujac w ten sposob zaleznodci,
pozwalajace na wyznaczenie ustalonych warto$ci péiniezmiennikéw .. Mozna przy tym
wykaza¢, iz bez wzgledu na wielkosé ekwiwalentnego ttumienia f, otrzymuje si¢ zwiazki
0 postaci:

y)
%o = ‘&%’l' ,
€
xgl = 0, (37)
%30 P

T 40l
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%y =0,

u Z.uz

x02:"4ﬂ E]

o _ o 2

%307 302862 v wl)

x’Z‘l = 0,

. S

127 38 tws)

o b | (37)
03 3(8p2+w?) ’ [cd.]
w o A

40 7 B2+ wl)

"'3'1 =

o s

BT 16032 +w?)

= 3us(8B2 +o2)
T 3200l

Podstawiajac wzory (37) do zaleznosci (26) + (31) miedzy momentami i poiniezmienni-
kami otrzymuje si¢ wyraZzenia, okreslajace momenty odpowiedzi ukladu w zaleznosci
od ﬂe(; w, 1 parametrow procesu wymuszajacego. Wyrazenia te sa identyczne dla tlumienia
podkrytycznego, krytycznego i nadkrytycznego, identyczne wigc beda dla tych trzech
przypadkéw uklady réwnan okreflajgcych ekwiwalentne ttumienie liniowe i ekwiwalentng
liniowa sztywno$€. W ten spos6b zostalo wykazane, iz zbedne jest zaloZzenie matego thu-
mienia, przyjmowane w pracach [8, 15, 17] przy wyprowadzaniu réwnania, z ktérego
oblicza si¢ wspétczynnik linearyzacji.

Postaé ukladu (9) dla ogdlnego przypadku dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa
wielkosci impulsow bytaby bardzo ztozona, co wynika gléwnie z rozbudowanego charakteru
niektérych z wzoréw (26) < (31). Zatem uklad ten zostanie zapisany Jedyme w przypadku
szczegblnym, rozwazanym w nastgpnym punkcne

5. Przypadek normalnego o zerowej Sredniej rozkladu prawdopodobiedstwa wielkosci -
impulséw
Obecnie zostanie przyjete zaloZenie, iz proces wymuszajacy ma normalny, 0 zerowej
wartosci $redniej rozktad prawdopodobiefistwa wielkosci impulséw, tj. zachodza zwiazki:
pr =0, p3 =0, uy = 0% uy = 30*. (38)
Wzory (37), okreslajace ustalone wartosci pétniezmiennikow, mozna w takim przypadku
zapisa¢ w postaci:
Ao?

20 = m‘z, (39
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Y Ao?
Koz = —‘7 >
o 940*
T 32B.0ii+362) (39)
o = 3ic* [cd.]
137 16(w2+362) °
u 940* (482 + o))

ST X )
%lo = %oy = #{y = H3o = %3, = %Y, = Koy = x5y = 0.
Z zaleznoéci (26) = (31) otrzymuje sig:
Mao = ¥30-
Moz = Xoz,
Mao = %a0+3%30, (40)
M3 = %13,
Moy = Xoa+3%32.

Zatem uklad (9) mozna zapisaé .w postaci:

+3%3
ﬂc = ﬂ+ *’—sa(x;4 7‘02)_ s,
o2
, (1)
w? = wi+ gty 3+ &n(¥40+ 3%30) ,
20

Iub po uwzglednieniu wzoréw (39) i przeksztalceniach:
48B4+ 16p2w2 — 12(4+ 3cx0?) f — 18cada?f7 —
—(168+9¢a0?) f,0%~6cado?wl = 0,
243wt — 24w} fw’ — 6eac?flod + 8f,ws — 42
— 8w} f.we— 18endo?fi—eno®f 0 —
—6enioinwi = 0.
Obecnie rozpatrzone zostang szczegblne przypadki ukladu (42).
W przypadku, gdy rozwazany uklad jest liniowy, tj. gdy g(x, X) = 0,awigca = 5 = 0,
z (42) po przeksztalceniach otrzymuje sig:
168.(8.— )3 tw?) = 0,
83wl —wR)(3F2+ad) = 0.
Jedynym mozliwym rozwigzaniem ukladu (43) jest B, = B i w2 = w}, co jest oczywiste
w zwigzku z rozwaZaniem liniowego ukladu dynamicznego.
Dla nieliniowosci zaleznej tylko od przemieszczenia ukladu, tj. dla e = 0, z pierwszego

z réwnan (42) otrzymuje si¢ warunek f. = f. Natomiast drugie rownanie mozna spro-
wadzi¢ do postaci:

(43)

at+OF —oPot— 3 (803" +

2¢nAo?

8 +3£n02)wi-% enio’f =0, 44
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ktéra, po uwzglednieniu pewnej réznicy w stosowanych oznaczeniach i-w wyjéciowej
postaci réwnania ruchu (1), jest identyczna z zaleznoscia otrzymana w pracach [8, 17].

A wiec, jak mozna si¢ bylo tego spodziewal, przy nieliniowosci zaleznej tylko od
przemieszczenia ekwiwalentny wspdlczynnik tlumienia réwny jest wspélczynnikowi thu-
mienia w wyjSciowym réwnaniu nieliniowym.

Z kolei w przypadku nieliniowoéci zaleznej tylko od predkosci, tj. dla 7 = 0, z ukladu
(41) po wstawieniu wartosci poOilniezmiennikdw i przeksztalceniach mozna otrzymaé
réwnania:

8. = p Yeac?(4p: +w?) N 3eado?

< 16(382 +w?) 8.
l 3 Zﬁ 2 (45)
2 _ 2 £002 B, w2

Ve = 0T i3

Z drugiego z réwnan (45) wynika, iz w tym przypadku jest o, # w,, zatem ekwi-
walentna sztywno$¢ ukladu zlinearyzowanego rézni si¢ od sztywnosci wystepujacej w wyjs-
ciowym réwnaniu ukladu nieliniowego.

Po obliczeniu ekwiwalentnej sztywnosci w, i ekwiwalentnego tlumienia liniowego f.
mozna wyznaczy¢é funkcje charakterystyczna, a takZe wartosci ustalone oraz przebiegi
w czasie momentéw odpowiedzi ukiadu, Do ostatniego celu mozna wykorzystaé wzory
(34), (35) lub (36).

W rozwazanym przypadku szczegdlnym, wobec zerowej wartosci Sredniej impulsw
(¢, = 0), z wzordw tych otrzymuje si¢:

m@) =0 1 my (1) =0. (46)

Wobec zerowosci wartosci Srednich wspéirzednych fazowych ich drugie momenty
zwykle i centralne pokrywajg si¢, przy czym odpowiednie wyraenia zalezg oczywiscie
od tego, czy tlumienie jest podkrytyczne, krytyczne, czy nadkrytyczne. Przykladowo
wariancj¢ przemieszczenia ukladu mozna wyrazié za pomocg wzorow:

— dla tlumienia podkrytycznego:

Ao?

2
o oy [—;)T (1 —e~%1) —e~2B/5inwt (B, sinw? +wcoscot)] s “@n

Maolt) =
— dla tlumienia krytycznego:

myo(t) = Ti%;‘{l —e~ W28 t(f.t + 1)+ 11} (48)

(uwzgledniono tu, ze §. = w,),
— dla tlumienia nadkrytycznego:

Ao? -
myo(t) = ?2‘2—{ "’-ﬂe—l_—_ﬁ)— [1 —e— 2B —&)] — BA
SR S|

Podobnie mozna otrzymaé wzory okreslajace przebieg zmiennosci w czasie wariancji
predkosci.
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Warto zauwazy¢, iz z wzordow (47), (48) i (49) dla t —» oo otrzymuje sie:

Ao?
nzo = 74(;5’—9:, (50)
a wiec wartosé identycth z wynikajaca z pierwszych wzoréw z grup (39) i (40). Analogiczna
zbiezno$é uzyskuje si¢ rowniez dla wariancji predkoscei.

6. Opis metody i przeglad wynikow obliczeir numerycznych

Otrzymanie $cistego rozwiazania ukiadu réwnan (42) jest niemozliwe ze wzgledu
na jego ztozona posta¢. Nalezy zatem poszukiwac tego rozwiazania na drodze numeryczne;j.
Z dobrym skutkiem zostal w tym celu zastosowany prosty algorytm, polegajacy na wyodreb-
nieniu prostokatnego obszaru na plaszczyZnie zmiennych f., w?, w ktérym powinno
znalez¢ si¢ rozwiazanie ukladu (42) i systematycznym jego przeszukiwaniu z okreslonym
krokiem, w ogélnym przypadku réznym dla obu zmiennych. W kolejnych punktach tego
obszaru byly obliczane warto$ci lewych stron réwnan ukladu (42). Dokladnosé otrzy-
manego przyblizenia bylta okresélana za pomoca wskaznika jakosci rownego sumie kwadra-
téw lewych stron réwnan (42), obliczonych w rozwazanym punkcie (8., w2). Najlepsze
z uzyskanych przyblizen bylo zapamictywane i wartosci odpowiadajacego mu wskaznika
jakosci uzywano jako kryterium poréwnawczego przy dalszych obliczeniach, az do chwili
uzyskania lepszego wyniku. Po zakonczeniu przeszukiwania zadanego obszaru 'mozliwe
bylo albo zaakceptowanie otrzymanego przybliZzenia, albo dokonanie zmiany granic
obszaru i poszukiwanie lepszego punktu.

Metoda ta pozwolita na w miarg szybkie wyznaczanie przyblizonych rozwiazan
ukladu (42). Mozna bylo przy tym uzyskaé zadowalajaca dokladno$¢ nawet w najtrudnie;j-
szych z rozwazanych przypadkéw bez nadmiernego przediuzania czasu obliczen, prowa-
szonych na stosunkowo powolnej maszynie cyfrowej SM-4.

Obecnie zostanie dokonany krotki przeglad otrzymanych wynikéw, ilustrujacy wplyw
parametréw ukladu lub procesu wymuszajacego na wartoSci ekwiwalentnego tlumienia
liniowego B. i ekwiwalentnej liniowej sztywnosci w,.

Z przeprowadzonych obliczen wynika, iz ekwiwalentny wspéiczynnik liniowego tlumie-
nia g, praktycznie nie zalezy od wspdlczynnika n, wystepujacego w réwnaniu badanego
uktadu przy nieliniowej czesci sily restytucyjnej (przynajmniej w zakresie uzasadnionych
rodzajem rozwazanego zagadnienia warto$ci tego wspolczynnika).

Wiaze si¢ z tym podobna postac zaleznosci f, od matego parametru ¢ i wspolczynnika a
przy nieliniowej skltadowej sity ttumienia (p. (1), (6)). Przyklady takiej zaleznosci pokazano
na rys. 11 2. :

Zalezno$é B. od wspéiczynnika liniowego tlumienia okazala sie praktycznie liniowa.
Stwierdzono minimalne zmniejszenie si¢ nachylenia wykresu dla g > f,, jednak jest to
trudno dostrzegalne nawet na. rysunku wykonanym w duzZej podzialce. Zmiana wspol-
czynnika «, okreélajacego warto$¢ nieliniowej czgsci sity ttumiacej, powoduje réwnolegle
przesunigcie wykresu, jednak nie o warto$é rowna przyrostowi «. Przy matych wartosciach
f i o widoczne jest odchylenie wykresu od liniowo$ci. Oczywiscie, zgodnie z rozwazaniami
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Rys. 1. Zalezno$¢ ekwiwalentnej sztywnosci i ttumienia od wspolczynnika nieliniowej skladowej sity ttumienia
o. Dane: wo = 6 [1/s], £ = 0.5, 7 =36 [1/m? s2], 6 =3 [m/s], A =1 [I/s], ) B =0, ) B = 5:[l/s).
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Rys. 2. Zaleznosé ekwiwalentnej sztywnosci i tiumienia od wspélczynnika « dla uktadu z czysto nieliniowa
sita restytucyjng. Dane: wo = 0, ¢ = 0.5, 7 =36 [I/m2 2}, 0 =3 [m/s], A=1[1/s, (N f=0,(2) =
=25 [1/s], 3) =15 [1/s].

2 poprzedniego punktu, w przypadku nieliniowosci zaleinej tylko od przemieszczenia

zalezno$é B.(B) jest dokiadnie liniowa.
Whptyw liniowej sztywnosci w, na wielko$¢ ekwiwalentnego ttumienia f, nie jest zbyt
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Rys. 3. Zalezno$¢ ekwiwalentnej sztywnosci i Humienia od liniowej sztywnosci wo. Dane: € = 0.5, o =
=1 [s/m?, n =36 [1/m* s, 6 =3 [m/s], A=1[I/s], ) =0, Q =25 [l/s], 3) B =75 [1/s]
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Rys. 4. Zalezno$¢ ekwiwalentnej sztywnosci i thumienia od odchylenia standardowego wielko$ci impulsow

Dane: wo = 6 [1/s], € = 0.5, =36 [I/m?® s?], 1) f=25[1/s}, =1 [1/s], « =1 [s/m?]; Q) B =5

[fsl, A=1 [1fs], a =1 [s/m?]; 3) B=10 [1fs], A=1[1/s), « =1 [s/m?]; 4) B =5 [1/s], A =10.5

{1/s}), @ =1 [s/m2]; (5) B =5 [1/s], 2 = 1 [§/s], & = 2 [s/m?]. | — granica stosowalnosci metody lineary-
zacji.
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znaczny, jak o tym $§wiadcza zamieszczone na rys. 3 wykresy tej zaleznosci, sporzadzone
dla réznych wartosci wspolczynnika liniowego tlumienia S.

Szczegolnie silna jest zalezno$é ekwiwalentnego tlumienia f, od odchylenia standardo-
wego wielkosci impulsu 0. Ma ona posta¢ silnie rosnacej funkcji nieliniowej, co wiaze si¢
prawdopodobnie ze wzrostem wraz z wartoécia o predkosci ukladu, a wige z silnym zwigk-
szeniem wplywu nieliniowej skiadowej sity tlumienia. Potwierdzeniem tego jest bardzo
wyrazne uzaleZnienie przebiegu funkcji 8.(o) od wartoéci wspdlczynnika « wystgpujacego
w rownaniu badanego ukladu przy nieliniowej czesci thumienia (p. rys. 4).

Zalezno$é ekwiwalentnego tlumienia od intensywnosci procesu Poissona A pokazano
przykladowo na rys. 5, przy czym wykresy wykonano dla réZznych wartosci liniowego
ttumienia.
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Rys. 5. Zalezno$¢ ekwiwalentnej sztywnosci i tlumienia od intensywnosci procesu Poissona 4 dla ukfadu
z nieliniowoscia zalezna od predkosci. Dane: wq = 6 [1/s], ¢ = 0.5, n = 0, 0 = 3 [m/s], « = 0.25 [s/m?],
MB=0,p=11{1)s), 3) =251/}, 4 =5 [l[s].

Ogolnie mozna stwierdzié, iz postacie otrzymanych wyzej zaleznosci sa zgodne z fizyczng
natura ruchu rozwazanego ukladu.

Ekwiwalentna liniowa sztywno$¢ w, jest w wigkszym stopniu niz B, funkcja wszystkich
parametréw ukladu.

Stosunkowo niewielki wplyw na jej warto$¢ ma wspélczynnik liniowego tlumienia.
Funkcja w.(f) jest malejaca funkcja nieliniowa, dazaca ze wzrostem f do wartosci stalej.

Réwniez niewielki jest wplyw wspdlczynnika nieliniowej skladowej sity thumienia «,
jednak pod warunkiem niezerowej wartos$ci liniowej sztywnoS$ci w, w réwnaniu (1). Warto
przy tym zwréci¢ uwage na catkowicie odmienny charakter krzywych w.(«) dla przypadkéw
wo # 0 (rys. D iw, = 0 (rys. 2). Malejaca w tym drugim przypadku ze wzrostem o wartos$é
sztywnoéci ekwiwalentnej mozna wyjasni¢ tym, Zze w miarg wzrostu tlumienia wychylenia
uktadu staja si¢ coraz mniejsze i nieliniowa charakterystyka spreZysta o przyjetej w (6)
postaci jest coraz bardziej migkka.
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Podobny charakter, coraz wolniej rosnacych i zblizajgcych si¢ do linii prostej funkcji
nieliniowych, maja zaleznofci sztywnosci ekwiwalentnej od parametréow ¢ i %, przy czym
w drugim przypadku nachylenie wykresu maleje ze wzrostem wspoélczynnika tlumienia
liniowego f.

Przy zmianie wartosci f wykresy oméwionych funkcji ulegaja przesunieciu, jednak bez
zdecydowanej zmiany charakteru, poza przypadkami, w ktérych ukiad dla pewnego
zakresu parametréw staje si¢ praktycznie niettumiony.

Ciekawy charakter ma zaleZno$é w. od liniowej sztywnosci w,. Jest ona wyraznie
nieliniowa dla niewielkich wartoéci w,, po czym staje si¢ zblizona do prostej o kacie na-
chylenia nieznacznie rosnacym wraz z wartoscia wspélczynnika thumienia f (p. rys. 3).

Bardzo interesujaca jest zalezno$¢ ekwiwalentnej sztywnosei od intensywnosci procesu
Poissona (tj. $redniej czgstosci wystgpowania impulséw) w przypadku, gdy nieliniowo$¢
jest zalezna tylko od predkosei. Zalezno$¢ ta pokazano na rys. 5. Jak widaé, przy dosta-
tecznie maltych wspétczynnikach ttumienia § warto$é w, poczatkowo rosnie ze wzrostem
czgsto$ci pojawiania si¢ impulsow, osigga przy pewnej wartosci A maksimum, a nastepnie
maleje. Ze wzrostem ttumienia f wykres funkcji ulega przesunieciu w lewo, przy czym
zostaje zachowana dokladnie taka sama maksymalna warto$é¢ w, dla wszystkich krzywych.
Przy dostatecznie duzym ttumieniu obserwuje sie juz tylko malejgcg czg§é krzywej. Mozna
w tym widzie¢ pewng analogic do charakteru krzywej rezonansowej przy wymuszeniu
harmonicznym i twierdzié, iz rozwazany uklad jest najbardziej wrazliwy na oddzialywanie
takiego wymuszenia, dla ktérego $rednia czgsto$¢ pojawiania si¢ impulséw odpowiada
wspolrzednej maksimum krzywej rezonansowej. Efekt ten jest jednak nieznaczny (por.
podziatke wykresu w.(1) na rys. 5). Mozna nawet powiedzie¢, iz praktycznie warto$¢ w,
w przypadku nieliniowosci zaleznej tylko od predkosci nie zalezy od intensywnosci procesu
Poissona. ‘

W przypadku, gdy nieliniowo$¢ zalezy zaréwno od przemieszczenia, jak i predkosci
zalezno$¢ ekwiwalentnej sztywno$ci od parametru 2 jest rosnaca funkcja nieliniowa, dla
duzych A zblizajacg sig do linii prostej. Charakter jej jest wiec zupelnie inny niZz poprzednio.

Zalezno$¢ w, od odchylenia standardowego wielkosci impulséw ¢ zostala pokazana
na rys. 4. Jak widaé, jest to funkcja nieliniowa, poczatkowo silnie rosnaca ze wzrostem
o, a nastepnie dazaca do wartosci stalej. Na rysunku pokazano wplyw, jaki na jej charakter
wywieraja warto$ci wspélczynnika nieliniowej sktadowej tlumienia «, liniowego thumienia §
i intensywnos$ci procesu Poissona 4.

Zmiana liniowej sztywno$ci w, powoduje odpowiednie przesunigcie wykresu. Przy
zmianach parametru » rosnie wraz z jego wzrostem predko§é wzrastania funkcji w.(o),
jak réwniez ulega zwigkszeniu granica, do ktérej funkcja dazy przy duzych wartodciach
odchylenia standardowego wielkosci impulséw. Ostatnich dwéch zaleZnosci nie pokazano
na rys. 4, gdyz zmniejszyloby to jego czytelnosé.

Wiasno$ci odpowiedzi ukfadu zlinearyzowanego zostana przedstawione na przykladzie
Czasowych przebiegéw wariancji przemieszczenia ukladu, pokazanych na rys. 6 i 7, na
ktérych zobrazowano wpiyw niektérych parametréw ukiadu lub wymuszenia na przebieg
rozwazanych funkcji. ;

Na rysunkach widoczne sa nieregularnoéci zanikajace z czasem, wystgpujace na nie-
ktérych krzywych. Sa one tym mniej widoczne, im wigkszy jest ekwiwalentny wspoélczynnik
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Rys. 7. Zmienno§é w czasie wariancji przemieszczenia ukladu, Dave: wo = 6 [1/s], € = 0.5, a = 0.25
Is/m?, n=0,0=3[mfs, A=1[l/s,, 1) B=0,Q2) =111/}, 3} f=25][l)s], 4 B=75 [Vs], (5
B =175 [1/s], x (i) — ustalona warto$é¢ wariancji przemieszczenia ukladu otrzymana dla i-tego zestawu
danych za pomoca metody symulacji cyfrowej (0 = 1,2, ..., 5).
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tlumienia, a dla g, wigkszego od wartosci krytycznej nie wystgpuja w ogdle. Szczegélnie
wyraznie widaé to na rys. 6, na ktérym rozrdéiniono krzywe odpowiadajace thumieniu
podkrytycznemu i nadkrytycznemu. MoZna zatem stwierdzié, iz nieregularnoéci te zwigzane
s3 z wystepowaniem w ukladzie swobodnych drgan tlumionych, zanikajacych z czasem.
Nalezy dodaé, iz czesto$¢ nieregularnosci pokrywa si¢ z czestoscia drgan thamionych
ukladu.

Warto zwréci¢ uwage na przecinanie przez krzywa (6) linii (4) 1 (5) na rys. 6. Wskazuje
to na fakt, iz duze (nadkrytyczne) ekwiwalentne tlumienie liniowe powoduje wolniejsze
narastanie drgan ukladu, jednak ustalona warto$¢ wariancji przemieszczenia rosnie ze
wzrostem odchylenia standardowego wielkosci impulsu.

Mozna réwniez badaé wplyw pozostalych parametrow ukladu lub wymuszenia na
przebieg zmiennosci w czasie wariancji przemieszczenia i prgdkosci ukladu. Otrzymane
wykresy maja charakter zblizony do pokazanych na rys. 6 1 7. W szczegdlnosci dla pod-
krytycznych wartofci ekwiwalentnego wspdiczynnika thimienia na krzywych wystepuja
podobne nieregularnoéci, jak na rys. 6. Wplyw parametréw ukladu lub wymuszenia
na przebieg tych funkeji jest zgodny z intuicyjnie oczekiwanym. Przyktadowo przy wzroscie
malego parametru ¢ ustalone wartoci wariancji zmniejszaja si¢, za$ wzrost intensywnosci
procesu Poissona powoduje szybsze narastanie funkcji i uzyskiwanie przez nie coraz
wyzszych wartosci ustalonych.

7. Symulacyjna weryfikacja rezultagtéow linearyzacji statystycznej

Poprawno$é wynikdéw uzyskanych przy pomocy metody linearyzacji powinna podlegaé
sprawdzeniu. Mozna w tym celu wykorzysta¢ metode¢ symulacji cyfrowej. W pracy [17]
wykazano w ten sposéb, Ze linearyzacja statystyczna daje dobre wyniki w przypadku
nieliniowodci zaleznej od przemieszczenia i thumienia podkrytycznego. Wyznaczajac esty-
matory momentdw przemieszczenia i predkosci uktady dokonywano w przypadku oma-
wianym w [17] uSrednien po zbiorze realizacji, co pozwolilo na okreflenic przebiegu
zmiennos$ci tych momentéw w czasie. Okazalo si¢ jednak, iz dla uzyskania zadowalajacych
wynikow nalezato uwzglednié bardzo znaczna liczbe realizacji, co pociggnelo za soba
konieczno$¢ uzycia duzej, szybkiej maszyny cyfrowej i bylo przyczyna wysokich kosztéw
obliczen.

Dia uniknigcia tych trudnosci przy weryfikacji wynikéw oméwionych wyzej zdecydo-
wano si¢ na wyznaczanie tylko ustalonych wartosci §rednich i wariancji predkosci i prze-
mieszczenia ukladu na podstawie analizy jednej realizacji i u$redniania wzgledem czasu.
Postgpowanie takie jest dopuszczalne ze wzgledu na stacjonarnoéé i ergodyczno$é wymu-
szenia oraz rozpatrywanie tylko takich zestawéw danych, dla ktorych uktad (1) jest sta-
teczny (p. [18]). Nalezy oczywiscie rozwaza¢ dostatecznie dlugi odcinek realizacji.

Zastosowany algorytm symulacji cyfrowej polegal na numerycznym rozwiazywaniu
réwnania drgan swobodnych uktadu nieliniowego (tj. rownania (1) z zerowa prawa strona).
W chwilach wystgpowania impulséw warunki poczatkowe dla kolejnego kroku catkowania
numerycznego ulegaly zmianie, wynikajacej z pojawienia si¢ impulsu o okre$lonej wielkosci.
Otrzymane w ten sposéb wartosci rozwiazania stuzyly do wyznaczania estymatoréw
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momentéw przemieszczenia i predkosci uktadu. Momenty wystgpowania impulséw oraz
ich wielkoéci byly okreslane za pomoca cyfrowych generatorow liczb o rozkladzie Poissona
oraz o rozkladzie normalnym.

Dokladniejsze omdwienie algorytmu symulacji cyfrowej wymagaloby zbytniego roz-
budowania tego rozdzialu pracy. Bedzie to tematem odrebnej publikacji, natomiast nieco
szersze informacje dotyczace podobnej metody symulacji cyfrowej mozna znalez¢ w pra-
cach [9] i [17].

Obecnie zostang przedstawione najwazniejsze wnioski z poréownania wynikow otrzy-
manych za pomoca metody linearyzacji z rezultatami symulacji cyfrowe;j.

Dla wszystkich przebadanych zestawéw danych zostala potwierdzona wynikajaca
z metody linearyzacji zerowos$¢ wartosci Srednich przemieszczenia i predkosci ukladu
(wzory (46)). Wartoéci Srednie uzyskane z metody symulacji byly praktycznie zerowe
(na ogd! o kilka rzgdow wielkosci mniejsze od odchylen standardowych).

Nie stwierdzono wplywu przekroczenia przez ekwiwalentne tlumienie liniowe wartosci
krytycznej na przebieg funkcji okreflajacych doktadno$é metody linearyzacji, definio-
wanych jako stosunki ustalonych warto$ci wariancji przemieszczenia i predkosci, wyzna-
czonych metoda linearyzacji i metoda symulacji cyfrowej, Dokladno$¢ metody linearyzacji
na ogdt maleje ze wzrostem stosunku f./w, (wyjatkiem jest przypadek, gdy wzrost ten
wynika ze zwigkszania wspolczynnika liniowego ttumienia f), jednak uzyskiwane wyniki
sa wystarczajaco dokiadne takze dla wielu przypadkéw nadkrytycznego ekwiwalentnego
tlhumienia liniowego. Malenie dokiadnosci metody linearyzacji ze wzrostem stosunku
Belw, jest konsekwencja zaleznosci obu tych wielkosci od parametréw charakteryzujacych
uklad i proces wymuszajacy. Z danych zawartych w rozdziale 6 mozna wywnioskowac,
iz warto$é¢ stosunku f./w. rosnie wraz ze zwigkszaniem si¢ wplywu nieliniowej czesci
réwnania (1) lub w razie wzrostu przemieszczen i predkosci ukladu, np. na skutek zwigk-
szenia si¢ wariancji procesu wymuszajgcego. Jest oczywiste, Ze obie te przyczyny musza
spowodowaé zmniejszenie si¢ dokladnosci wynikow otrzymanych za pomoca metody
linearyzaciji.

W pracy przyjeto w charakterze kryterium dopuszczalno$ci zastosowania metody
linearyzacji nie wigkszy niz 309, blad wielkosci wariancji, tj. warunek:

7<Q,< 1.3, (€2))
gdzie Q (i = 1, 2) jest stosunkiem ustalonych warto$ci wariancji przemieszczenia (i = 1)
Iub predkosci (i = 2) otrzymanych z metody linearyzacji i symulacji, tzn:

‘)

0, = _"Luun ’ (i =1, 2) (52)

o'xusym

Na rys. 7 naniesiono punkty odpowiadajace ustalonym wartoSciom wariancji, otrzy-
manym za pomocg metody symulacji cyfrowej dla danych, dla ktérych wykreslono krzywe
(2)+(5). Jak widaé, wartosci te sa bardzo zblizone do otrzymanych za pomoca linearyzacji
stochastycznej. Dla danych odpowiadajacych krzywej (1) z metody symulacji otrzymano
ustalona wariancj¢ przemieszczenia ukladu o%, = 0.0757 [m?], a wigc wartos¢ réwniex
spetniajaca warunek (51). Warto zwrocié¢ uwage, ze krzywa (5) na rys. 6 odpowiada nad-
krytycznemu ekwiwalentnemu ttumieniu liniowemu.

Dokladno$¢ wynikow przedstawionych na rys. 6 mozna ocenié przy pomocy rys. §,

6 Mech., Teoret. i Stos. 1/88
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Rys. 8. Wskazniki dokladnosci metody linearyzacji. Dane: wo = 6 [1/s], € = 0.5, o = 0.25 [s/m?], n = 0,

A=101/s, (DB =028 =11[1/s), (3) = 2 [1/s]. W zaznaczonych punktach wartosci o [m/s] wynoszg:

A:o=01,B:0=1,C.:0=15D:0=25,E:0=3,F:0=5G:o0=10,H:6=14,]: ¢ = 20,
x — przemieszczenie (wskaznik Q,), v — predko$¢ (wskaznik Q,).
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Rys. 9. Wskazniki dokladnosci wyznaczania wariancji przemieszczenia za pomoca metody linearyzacji.

Dane: wo =0, e =0.5, n =36 [{/m? s2], o =3 [m/s], A=1 [l/s], (1) B=0, ) B =25[1/s], 3)

B =5 [1/s]. W zaznaczonych punktach wartosci o [s/m?] wynosza: A: a =1, B a =2, C: a = 3, D:
ax=4 E:a=5 F.a=06.

z ktérego wynika, iz kryterium (51) jest speinione dla wszystkich krzywych z wyjatkiem
(6), dla ktérej jest nieznacznie przekroczone. Rys. 8 wykazuje jednak, iz dla duzych wartosci
odchylenia standardowego wielkoscl impulséw o wystepuje zasadnicza niezgodno$é po-
mi¢dzy rezultatami linearyzacji i symulacji cyfrowej. W zwigzku z tym na rys. 4 zaznaczono
na poszczegdlnych krzywych punkty odpowiadajace maksymalnym wartosciom o, dla
ktérych kryterium (51) jest jeszcze speinione.
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Przy rozpatrywaniu wpltywu pozostalych parametréw ukladu na dokladno$é metody
linearyzacji nie obserwuje si¢ podobnych jakosciowych réznic. Przykladowo na rys. 9
pokazano przebieg wskaznika Q w zaleznosci od stosunku f./w, przy zmieniajacym sig¢
wspolczynniku nieliniowej skiadowe) sily tlumienia «. Jak wida¢, doktadnosc. metody
linearyzacji w przypadku krzywych (2) i (3) pozostaje zadowalajaca dla ekwiwalentnego
tlumienia znacznie przekraczajacego warto$¢ krytyczna.

Dokladno$¢ ta jednak nie speilnia kryterium (51) w przypadku krzywej (1), odpo-
wiadajacej brakowi liniowej skladowej sity tlumienia. Stwierdzenie to mozna traktowad
jako ogdlne, co pociaga za soba wniosek o nieodpowiednio$ci metody linearyzacji sto-
chastycznej do analizy ukladéw o postaci (1) w przypadku gdy jest f = 0. Jest to prawdo-
bnie spowodowane osiaganiem w takich przypadkach zbyt duzych wartosci przez prze-
mieszczenie i predkosé ukladu. Ten wlasnie czynnik wydaje si¢ by¢ decydujacym przy
analizie mozliwosci zastosowania metody linearyzacji.

Warto jednak nadmienié, iz nawet w przypadkach gdy kryterium (51) nie jest spetnione,
z wynikow metody linearyzacji moina na ogoél wyciagnaé prawidiowe wnioski na temat
istotnoéci wplywu poszczegdlnych parametrow ukladu (1) na wariancje jego przemiesz-
czenia i predkosci.

Na rys. 1, 2, 3, 5 zamieszczono wykresy funkcji obrazujace zmienno$¢ ekwiwalentne,
iniowej sztywnosci i tlumienia dla przypadku § = 0. W zwiazku z faktem, iz kryterium
(51) nie jest wowczas spelnione, linie te nalezy traktowat tylko jako ograniczenie obszaruj
w ktérym mieszczg sie wykresy wykonane dla rdéznych wartoéci wspdiczynnika liniowego
tlumienia f.

8. Uwagi koncowe

W artykule przeanalizowano mozliwo$¢ zastosowania metody linearyzacji stochastycz-
nej do badania nieliniowego ukladu o jednym stopniu swobody z nieliniowoscia zalezna
zaréwno od przemieszczenia jak i predkosci, poddanego dzialaniu wymuszenia losowego
w postaci poissonowskiego ciggu impulséw. Wykazano, iz postaé ukladu réwnan (42),
okreslajacych ekwiwalentne tlumienie i sztywno$¢, nie jest zalezna od wielkosci tlumienia
w ukladzie. Oméwiono wplyw parametréw ukladu i procesu wymuszajacego na wartosci
ekwiwalentnej sztywnosci i ekwiwalentnego ttumienia.

Wykorzystanie metody linearyzacji statystycznej umozliwia wyznaczenie -funkcji
charakterystycznej rozkladu prawdopodobiefistwa odpowiedzi ukladu, ktdra charakteryzuje
rozklad rownie dobrze jak funkcja gestoéci prawdopodobienstwa. Wobec zloZzonosci
catki wystepujacej we wzorach (11), (24) lub (25), okreslajacych funkcj¢ charakterystyczna,
niemozliwe jest otrzymanie jawnej postaci tej funkcji. Mozna jednak wyznaczy¢ ja w wy-
branych punktach, obliczajac numerycznie catke z wzoréw (11), (24) lub (25). Taka dys-
kretna reprezentacja funkcji charakterystycznej moze by¢ wykorzystana do dalszej analizy
wiasnosci odpowiedzi ukladu.

Ponadto na podstawie wzoréw przytoczonych w punkcie S mozna wyznaczy¢ przebiegi
czasowe wariancji przemieszczenia i pregdkosci ukfadu oraz ich wartosci ustalone. W arty-
kule przytoczono przyktadowe wykresy, obrazujace zmiany w czasie wariancji wspol-

6*



84

W. MAROWSKI

rzgdnych fazowych oraz wplyw, jaki na ich przebieg wywierajg zmiany parametréw ukladu

lu
m

b wymuszenia. Analizie wplywu tych parametréw na ustalone wartoéci wariancji prze-
ieszczenia i predkosci ukladu bedzie po$wiecona odrebna publikacja.

W pracy poswigcono réwniez uwage dokiadnosci otrzymanych wynikow. Weryfikacji

dokonano za pomoca metody symulacji cyfrowej, stwierdzajac iz metoda linearyzacji
statystycznej pozwala na uzyskanie dobrej dokladnosci dla szerokiego zakresu zmian
parametréw ukladu lub wymuszenia, jesli tylko wystgpujace w czasie ruchu przemieszczenia
i predko$ci nie sg zbyt duze.
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Peszome

YIPUMEHEHHE METOJA CTATHUCTHYECKOM JJMHEAPU3ALIVM 155 UCCIIENOBAHUS
HEJIMUHEMHOI'O OCUMJIJIATOPA IIOI OEVICTBUEM CJIVUANHOMN ITOCHEIOBATEJIb-
HOCTU NMIIYJIBCOB

PaccmaTpiBaeTcss cHCTEMa C OJHOH CTeneHBIO CBOGOIBI, C HENMHEHHON YNpyrocTeio ¥ nemndupo-
BaHMEM, Ha KOTOPYIO AEHCTBYET CIIYUaiiHAA NOCIENOBATENBHOCTE MMITYJILCOB.

IIpumenssa mMeTon CTATHCTHUECKON JIMHEApH3aLMH MOTYJaETCA CHCTEMY YPaBHEHMI I 9KBUBaJeH-
THBIX JIMHEMHBIX ko3dduimenToB ympyrocty H AemndupoBanus. IIpumeHenne oGoOILeHHOro ypas-
uennss doxkepa — Ilnaska — Konmoropoea B MeTofa xapakTepucTHUecKod GHyHKUMHE Beagr K moiy-
yeHnIo obIux HopMYyT IUIA XapaKTePUCTAYecKoH GYHKIMH B MOMEHTOB HCXOJHOTO Npolecca.

3aBHCUMOCTL 9KBHBAICHTHBIX JIHHEKHBIX KooddHIMERTOB yNpyrocTH H gemndHpoBaHMA OT Ha-
PaMETPOB CHCTEMBI ¥ BOBMYILEHMA ONPEAENIACTCA [UIA HOPMAJIBLHOTO C HYJNIEBBIM CPETHMM 3HAUCHHEM
PacrpeaeneHusa BePOATHOCTH BEJIMUMHBI MMITYILCOB. J[N3 5TOro Ciryvas mONYYaeTCS TAKKE AUCIIEPCHM
MEPEMEILEHHUA B CKOPOCTH CHCTeMBbI KaK GYHKINM BpeMeHUA.

Summary

ANALYSIS OF A NON-LINEAR OSCILLATOR SUBJECTED TO RANDOM PULSES VIA
STOCHASTIC LINEARIZATION

A single degree of freedom system with non-linear stiffness and damping subjected to Poissonian
impulse excitation is examined, )

The stochastic linearization technique is used to obtain a system of equations for equivalent linear
stiffness and damping. The generalized Fokker — Planck — Kolmogorov equation and the characteristic
function method allow to obtain general formulae for the characteristic function and moments of the
system response probability distribution.

The dependence of equivalent linear stiffness and damping upon system and excitation parameters
is investigated for the case of zero mean Gaussian probability distribution of the linear impulse, The beha-
viour of system displacement variance as time function is also examined.

A digital simulation method is applied to verify the results obtained.

Praca wplynela do Redakcji dnia 7 kwietnia 1987 roku



