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1. Introduction

Cette mémoire contient un développement du rapport présenté a la conférence organisée
en octobre 1987 a4 Szczyrk a I'occasion de 300-éme anniversaire de publication de fameux
oeuvre de Newton ,,Philosophiae naturalis principia mathematica”.

En mécanique classique on peut distinguer deux méthodes fondamentales de description
phénoménologique des objets matériels. L’une les traite comme des systémes & nombre
fini des degrés de liberté, 'autre comme des systémes (milieux) continus (i.e. comme des
systémes dont la puissance d’,,ensemble des degrés de liberté”’ est de cardinal ,,continuum”).

Ce travail est consacré a la présentation d’une conception de la mécanique des systémes
matériels 4 ,,nombre dénombrable” des degrés de liberté, plus précisément, des systémes
dont des paramétres de configuration forment une suite genérahsee Nous allons les appeler
des milieux dénombrables.

Les prémisses suivantes constituent la génése du théme:

— “entre” des ensembles finis et de cardinal “continuum” il existe des ensembles
infinis mais dénombrables,

— en mécanique on peut indiquer des exemples de milieux dénombrables, e.g. des
systémes infinis des particules isolées,

— la nature de la mati¢re et le comportement des objets matériels sont toujours in-
suffisament reconnus et décrits par les théories existantes,

— la description phénoménologique est trés utilisable dans beaucoup de domaines
de la technique,

— la classification des objets matériels sur les milieux discréts et continus n’est pas
bien définies et complétes,

— les modeles continus de la matiére (des matériaux) sont trés utilisables mais ils
posseédent aussi des défauts, e.g. ils ne sont valables (asymptotiquement) que pour les
infiniement longues ondes de déformation,

— avant de 1’époque de Cauchy on a considéré beaucoup de modéles intéréssants
noncontinus; il parait qu’en ce temps on manquait d’appareil mathématique respective-
ment “fort” pour les étudier et appliquer,
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— il existe un appareil de I'analyse mathématique (fonctionnelle) qui permet d’étudier
des milieux dénombrables; c’est surtout la forme abstraite des notions et des théorémes
formulés dans les espaces de dimension infinie et des faits particulieux concernants les
espaces des suites infinies,

— il existe la possibilité naturelle d’“approximation” des milieux dénombrables par
des systémes finis et obtenir effectivement des résultats numériques pratiquement exacts.

Nous limiterons les considérations au cas vérifiant les postulats généraux suivants:

(1) on n'étudiera que des grandeurs et phénoménes purement mécaniques;

(2) on admettera toutes les hypothéses de la mécanique classique déterministe;

(3) on appliquera la description phénoménologique;

(4) on postulera ’adéquation physique de la modelisation, i.e. les grandeurs mécaniques
définies et les relations entre elles doivent-étre physiquement interprétées et en accord
avec Texpérience.

Il est & noter qu’on peut trouver dans la littérature des ouvrages se rapportant a la
mécanique des systeémes infinis (particulierement dénombrables), publiés pendant les
15-20 derniéres années. On peut distinguer:

— des traités sur la mécanique des systémes infinis des particules matérielles (e.g.
[1 - [sD,

— des traités sur des systémes dynamiques “arbitraires”, de Hamilton et de Lagrange
(dans les e$paces abstraites) (e.g. [6], [7]),

— des divers essais de la généralisation des notions et des équations de la mécanique
statistique dans les espaces de dimension infinie (e.g. [8], [9)).

Dans ces ouvrages domine la description statistique, soit, des problémes de nature
purement mathématique. Par contre, la description propre a4 la mécanique analitique
déterministe, des applications dans la modelisation des structures en génie civil ou en
génie mécanique ainsi que la dénombrabilité d’ensemble des paramétres de configuration
et des propriétés des espaces des suites ne sont pas suffisament exposées et mises & profit.

2. Milieu dénombrable. Espace de configuration

Soit 2 un ensemble dénombrable composé d’éléments «, appelé a partir d’ici le milieu
dénombrable.

Soit ensuite une famille {X,, x € 2} des espaces vectoriels topologiques (e.g. normés)
sur le corps des réels #, nommés les espaces de configuration des éléments « (on peut
traiter 9 comme l’ensemble des indices).

Notons par X le produit direct des Xj:

X = {x = (x); e € Xo, x € D}, @1
muni de la structure d’espace vectoriel a I’aide des lois de composition:
+y = (Xg+y), X,VE€EX,
XTy (X tya) ¥y 22)
ax = (ax,), xecX,acA.

Par I’espace de configuration Xo du milieu 2 nous allons comprendre un sous-espace
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linéaire de X, muni de la structure d’espace topologique (e.g. normé). Les éléments x
de Xg seront appelés des configurations de 2.

Nous dirons que 2 est physique si X, (« € 2) sont physiques (les éléments x; de X,
sont physiquement interprétatifs). Au cas contraire, nous appellerons 2 le milieu abstrait.
Mais en ce cas nous allons admettre qu’il existe une application #: Xg — X telle que
x = £(x) est une configuration de 9 dans I’espace physique X.

3. Eléments de la cinématique

Soit:
J =1[0,T], (3.1)

Pintervalle de temps et soit:
Y =Xg (3.2)

I’espace vectoriel des fonctions sur 4 a valeurs dans I’espace de configuration Xg du
milieu denombrable 2.

Par I’espace des fonctions du mouvement (admissibles) de 2 nous allons comprendre
un sous-espace lineaire Yp de Y. En cas, dit classique, on pose:

Yo = CHT, Xs), 3.3)

avec Xy normé (i.e. I’espace des fonctions deux fois continfiment dérivables). A présent,

on considére de plus souvent I’espace:
Y_“Z = LP(g"’ XQ)’ (34)
oll Xg normé, i.e. I’espace des fonctions intégrables au sens de Lebésgue avec la puissance
“p” de la norme et dérivables au sens généralisé.
Le milieu 9 est dit libre si on ne met aucunes restrictions sur sa fonction du mouvement.

(sauf des assumptions sur la regularité). Au cas contraire & est appelé géné (par des

liaisons).
Nous disons que les liaisons sont bilatérales et holonomes si:
(e, x@) =0, teT, (3.5)
pour toute fonction du mouvement x = x(¢) de Yg, ou:
[T xXo > Xa, (3.6)

est une fonction (donnée) des liasons. Chaque fonction du mouvement vérifiante I’equation
(3.5) est dite admissible par des liaisons.

Si f ne dépend pas explicitement de ¢, i.e. f: X9 — X9, les liaisons s’appelient station-
naires. L’équation des liaisons (3.5) prend donc la forme:

f(x@))=0, te7. 3.7
Soit:
S(t) = {xeXa; flt,x)=0},0eT). (3.8)
Nous admettons que pour tout ¢ € et tout x € S(¢) il existe un seul sous-espace linéaire
T(t, x) de X tangent & S(¢) au point x.
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Par example, si Xo est normé et f dérivable par rapport a x, alors:
T(t,x) = {ueXqg: g(t, x)u =0}, 3.9
ou:
g(t, x) = 9f|ox(t, x) € L(Xa),

(L(Xg) —l'espace des opérateurs bornés sur Xg).
En cas des liaisons stationnaires nous avons respectivement:

S(@) = S =kerf= {xeXog,f(x) =0},

(3.11)
T, x) = T(x),
particuliérement:
T(x) = {ueXg;g(x)u =0}, g(x) = df/ox(x) € L(Xg). (3.12)
Soit ensuite:
] V= {p=(@)yvic¥,ied}, (3.13)

Uespace vectoriel des suites (generalisées), ou ¥; des espaces vectoriels topologiques
sur # (e.g. normés), 4 — un ensemble dénombrable (v. (2.1)) et soit ¥4 un sous—espace
linéaire de ¥, muni de la structure d’espace topologique (e.g. normé).

Supposons qu’il existe une application:

T x¥g > Xg,x = n(t,y), (3.19)
injective par rapport 4 y et telle que x = #(t, p) e S¢)(te ) i.e. (v. (3.8):
f(t,znt,p)=0,peV¥a,1eT. (3.15)

L’espace ¥ est nommé [’espace de configuration de Lagrange, y — la configuration
généralisée du milieu denombrable 2. Toute fonction:

T at->pt)eVWo, (3.16)

d’un sous-espace lineaire de I'espace W5 est dite la fonction généralisée (de Lagrange)
du mouvement de 2, si:
x=a(t,p),teT 3.17)
est dans Yo.
Pour les liaisons stationnaires on admet que I’application 7 (v. (3.14)) ne dépend pas
explicitement de ¢, i.e:
x=n()eS,pe¥y. (3.18)
Analogiquement on peut introduire d’autres notions cinématiques bien connues de la
mécanique analitique des syst¢émes a nombre fini des- degrés de liberté.

4. Eléments de la dynamique

11 est bien compris que les considérations sur la dynamique des milieux dénombrables
il faut commencer par la loi (’équation) du mouvement. Nous postulons pour que cette
loi soit une généralisation de 1’équation de Newton.
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Au-dessous nous présentons quelques exemples de formes de I’équation du mouvement
du milieu dénombrable 2. Ce sont des formes qui peuvent-étre appelées formellement
mathématiquement correctes (admissibles).

(1) Soit Xg l’espace normé de configuration de 9, Yo = C*(J, Xg) — I'espace des
fonctions du mouvement, M:Xo — Xy une application linéaire (donnée), dite ’opérateur
de masse ou d’inertie, F: 7 xS, xS, = Xa(S,, S, € Xg) — une application (donnée),
dite la fonction des forces (actives) agissantes sur 2.

Nous postulons que la fonction du mouvement réel de @ (sous I'action des forces)
vérifie ’équation, nommée I’équation du mouvement:

M%(t) = F(t,x(1),%(t)), ted. 4.1)

(2) Soit Xg I’espace normé de configuration de 2, Yo = C3(7 . Xg) — I'espace des
fonctions du mouvement, X5 — ’espace adjoint 2 Xg. Soit ensuite M':Xg — X une
application (donnée), dite l'opérateur d’inertie, F': T x S, xS, = Xo(S,, S, ¢ Xg —
une application (donnée), dite la fonction des forces actives agissantes sur &2, R': 7 —
— X3 — une application (inconnue), appelée la fonction des réactions des liaisons (de
Iéquation (3.5)).

Nous postulons I'équation du mouvement du milieu 2 dans la forme:

M'X3(t) = F'(t, x(t), x(1))+R' (1), ted. 4.2)
Admettons aussi que les liaisons sont parfaites, i.e.
(R'(t), u) =0, 4.3)

pour tout u e T(t, x(¢)) et t€ T, ou {*, > dénote le produit dual les elements de X5
et de Xg.
En substituant R’(¢) dans (4.3) par son expression tirée de (4.2) nous obtenons:
(ME(), uy = CF' (8, x(1), (1)), uy, wueT(t,x(1)),teT. 4.9
Remarquons que I"opérateur M’ definit uniquement la forme bilinéaire .4 :Xo x Xo —
— A, dite la forme d’inertie,

Ha,u) = {M'a, u). (4.5)

De méme F’' definit la fonctionnelle &F:(7 xS, xS,)x X9 — &:
) F(t,x,v;u) = {F'(t, x,0), w, (4.6)

linéaire par rapport & u. L’équation (4.4) prends alors la forme:
MG, u) = F(t,x(t), x(t);u), ueT(t,x(t)),teT. 4.7

(3) Soit Xg l'espace normé de configuration de 9, Yo = C*(J, Xg) I'espace des
fonctions du mouvement et soit ;(X) le sous-espace linéaire de X des suites a subport
fini, i.e.:

X)= (x = (xo) €X; card {2 €D;x, # 0} < No}, (4.8)
i’(X)—— I’espace linéaire des formes linéaires sur IZX) (& valeurs dans %), X' — un sous-
espace linéaire i de °I’(X). Par exemple comme X on peut poser I’espace:

X = {x = (x);xeXe, €D}, (4.9)
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ol X, dénote I'espace des formes linéaires sur X, (x € 2). Le produit dual:

(X, uy = Z xo(s), uel(X),x' €Xx’ (4.10)
aeD
est bien defini sur f(X), alors x' el?(X).

Soit ensuite M':Xo — X’ une application (donnée), dite I'opérateur d’inertic de 2,
F': T x8:%xS, » X'(Ss, S, = Xg) — une application (donnée), dité la fonction des forces
actives agissantes sur 2.

En cas des liaisouns parfaites (de I'equation (3.5)) nous postulons I’équation du mouve-
ment du milieu dénombrable dans la forme:

(M), uy = (F (1, x(1), x(1)), u) 4.11)
pour tout u e T(t, x(t))r\[o(X) et te7, ou (-, -> dénote le produit dual sur i’(X)x
x I(X).
(4) Soit X I’espace normé de configuration du milieu 2, X5 — Pespace adjoint & Xo,
Yo — l'espace des fonctions du mouvement de 2.
Soit ensuite M':Xg — X5 lopérateur d’inertic de @ et F': I xS, » Xo (S, = Xo)
la fonction des forces hypoélastiques agissantes sur & (les forces dépendantes de vitesse

sont exclues des considérations).
Supposons que les integrales au sens de Lebésgue:

T T
[, iy, [CF (4 x(0), wo)dr, (4.12)
0 0

existent pour toutes x = x(¢) de Yo et admissibles par des liaisons de I’equation (3.5) et
u = u(t) de classe C*(J, Xg) telles que (v. par. 3):

u©0) = u(0) = u(l) = u(l) =0, u(®)eT(,x(t))(ed). (4.13)
Nous postulons qu’en cas des liaisons parfaites la fonction du mouvement réel vérifie
Ia suivante équation du mouvement:
T

[(M5(), ueyyde = [ (F (2, x(0)), )y, @.14)
(V] (V]

pour toute u = u(t) vérifiante les conditions nommées au-dessus. Ici X = ¥(¢) dénote
la dérivée généralisée (de deuxiéme ordre) de la fonction x = x(¢), i.e. la fonction de
lespace Y telle que:

T Vil
[ M), weyyde = [(Mx@), @) ar, (4.15)
0 (V]

¢+, > —le produit dual dans X5 x Xg).
(5) Soit Xg I’espace de configuration du milieu dénombrables 2, Yo — ’espace des

fonctions du mouvement, M’':Xp — 1°’(X) Popérateur d’inertie, F': 7 xS, = I'(X),
(Sx = Xg) — la fonction des forces hypoélastiques aglssantes sur &, ou l’(X) — l’espace
des formes linéaires-sur l(X) (v. (4.8)).
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Supposons que les integrales au sens de Lebeésgue:

T T
[<mrx@),iiopar, [ <F (e, x(0), undar, (4.16)
0 0

existent pour toutes x = x(¢) de Y4 et admissibles par les liaisons de I’equation (3.5)
et pour toutes u = u(t) de classe C2(7", I(X)) et vérifiantes les conditions (4.13) (sous
I'hypothése que /(X) = Xo).

Nous postulons I'équation du mouvement (en cas des liaisons parfaites) dans la forme:

T T
[mx(), iyde = [ CF (1, x(0), u()yar, (4.17)
0 0
pour toute # = u(t) vérifiante les conditions nommées au-dessus ({ -, -) dénote le produit
dual dans F(X)x I(X)).

Les formes de I'’équation du mouvement exposées au-dessus ne sont pas uniques,
possibles 4 proposer mais seulement certaines représentatives.

Ayant les notions fondamentalles telles que I'inertie, les forces, I'idéalité des liaisons
et la loi du mouvement on peut développer la dynamique des milieux dénombrables, par
exemple suivant la dynamique analitique des systémes & nombre fini des dégrés de liberté.
Tel développement n’est pas quand-méme le but de ce travail. Il s’agit plut6t de présentation
d’ une conception de structure mathématique des notions et des relations fondamentales.

5. Sur quelques problémes importants

Au-dessous nous indiquons et brieévement discutons quelques problémes importants
concernant la mécanique des milieux dénombrables. Nous les énongons & la fagon descrip-
tive en omettant des démonstrations précises.

L’un de problémes fondamentaux, surtout en vue de postulat (3) du par. 1, est I’existence
et 'unicité de la solution du probléme de Cauchy. Pour resoudre ce probleme il faut préciser
la structure des espaces de configuration et des fonction du mouvement ainsi que les
formes des fonctions des liaisons, des forces et de I’operateur d’inertie. Cela est commode
et possible aprés avoir fixé Pobjet matériel considéré comme le milieu dénombrable.
11 parait qu’en appliquant ’appareil de ’analyse mathématique moderne (e.g. fonctionnelle)
et de la théorie des équations différentielles on peut obtenir des resultas positives intéres-
sants.

La forme des notions et des équations présentées aux par 2 - 4 est abstraite. Elle permet
écrire compactement des faits de la mécanique des milieux dénombrables et utiliser des
théorémes généraux de P’analyse mathématique. Mais il faut souligner que beaucoup de
possibillités particulieres pour étudier des problémes concrets fournit I'appareil des espaces
des suites (généralisées) assez bien développé et exposé dans majorité des ouvrages con-
sacrés a I’analyse fonctionnelle.

Si des espaces X, de configuration des éléments du milieu dénombrable sont arithméti-
ques ou bien si I’espace de configuration X du milieu a une base dénombrable (connue)
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du type Schauder ou de Hilbert on peut d’habitude exprimer des notions et des équation,
de la mécanique des milieux dénombrables en language des nombres (en language des suites
ou des matrices infinies numériques). Ce fait est trés important du point de vue des physic-
iens et des techniciens.

Si’espace Xp (normé) est séparable il est possible de construire un appareil d’approxima-
tion finidimensionelle pour les milieux dénombrables. Cela dénote qu’on peut trouver
effectivement des solutions aprochées (avec I'exactitude arbitraire ou suffisante au sens.
respectif) de beacoup de problémes (e.g. de Cauchy). Alors I'analyse quantitative est
possible A effectuer 4 coté de Panalyse qualitative. Il est & noter que d’habitude telle
approximation est plus facile et plus naturelle qu’en mécanique des milieux continus.
Notamment, elle consiste a la “coupe” de la suite infinie ou du systéme infini des équations.
4 une suite finie ou A un systéme fini des equations respectivement.

6. Exemples

A tittre d’illustration des considérations contenues aux par. 2-5 nous indiquons
au-dessous sur deux exemples de systémes matériels qui peuvent-Etre traités comme des
milieux dénombrables. Ce sont des exemples représentatifs pour deux classes de structures.
matérielles possibles 4 modeler & I’aide de tels milieux. Il faut souligner que ce ne sont
pas de possibilités uniques de leurs applications.

(1) Systémes discrets infinis.

Le plus simple exemple de milieu dénombrable possible a imaginer est le systéme
infini des particules matérielles isolées.

Sur la figure 6.1 on a présenté schematiquement quelques exemples de structures
unidimensionelles (en état d’equilibre naturel). Les points symbolisent des particules,
les ressorts — des interactions entre elles, les tiges rigides — des liaisons intérieures.

Par exemple, pour le systeme de la fig. 6.1(a) on peut poser:

D ={picZ}, xieR (icZ), 6.1y
ou Z dénote 'ensemble des entiers, (p); — la particule de numero “i”. Comme £ est
equivalent 3 & on peut identifier 2 avec Z. Alors nous avons (v. (2.1)):

X={x);x,e6R,ieZ}, (6.2)

ou x; dénote le déplacement (horizontal) de la particule (p);.

Les systémes de la Fig. 6.1 peuvent-étre traités comme des modeles approchés de
structures “atomiques” des matériaux mais aussi comme des mod¢les de calcul obtenus
des milieux continus infinis aprés avoir appliqué I'une des méthodes de discretisation,
par exemple la méthode des différences finies ou la méthode des elements finis. En ce cas.
(p); sont des noeuds de la discretization.

Les milieux denombrables discutés sont des exemples de milieux physiques (v. par. 2).

(2) Milieux continues.

En mécanique moderne des milieux continus on prend comme les “espaces de configura-
tion” (ici compris comme les espaces des fonctions de déformation f: 2 - 2™, #" > 2 —
le domaine d’une configuration de référrence) des sous-espaces linéaires de I’espace
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Fig. 6.1.

L2(02, &™) (Iespace des fonctions integrables avec le carré au sens de Lebésgue), le plus
souvent les espaces de Sobolev. Comme ces espaces sont de Hilbert et séparables donc

ils existent les bases hilbertiennes.
Soit @ = {e,; n=1,2,3, ...} la base de Hilbert pour un milieu continus ¥. Toute

fonction de déformation f s’écrit alors sous la forme de série de Fourier:

=D xe, (6.3)

n

ou (x,) —la suite des coefficiehts du développement de f. Si nous posons (v. (2.1)):

X = {x=(x)} 64

nous pouvons traiter formellement € comme le milieu denombrable 2 avec I’espace de
configuration:

Xo = P(X) = [x = (); Y] Inf? < oo}, 6.5

n

C’est un milieu abstrait (v. par. 2) mais il existe Papplication (v. (6.3)):

F@) = X xaer, x = (x) € Xa. ©.6)

Ce travail a été préparé dans le cadre du théme ‘““Mécanique des milieun dénombrables. Applica-
tion des méthodes de I’analyse fonctionnelle” étant une partie du Programme Central des Recherches
Fondamentales (CPBP) 02.05 (v. {10]).
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Streszczenie

O PEWNEJ KONCEPCJI MECHANIKI OSRODKOW PRZELICZALNYCH

Praca zawiera przedstawienie pewnej koncepcji mechaniki o§rodkéw przeliczalnych, tj. ukladow
materialnych, ktérych konfiguracje moga by¢ okre$lone za pomoca ciagdw (uogoéinionych) czyli przeli-
czalnych zbior6w parametrow. Po omoéwieniu genezy tematu i przyjeciu ogolnych zatozen (klasycznej
mechaniki deterministycznej i fenomenologicznej) podano definicje os$rodka przeliczalnego i przestrzeni
konfiguracji. Nastepnie przedstawiono podstawowe pojecia i rOwnania kinematyki i dynamiki oSrodkow
przeliczalnych jako pewne uogélnienia poje¢ i réwnan mechaniki analitycznej uktadéw o skoniczonej
liczbie stopni swobody. Poruszono tez kilka waznych zagadniefi szczegblnych. Rozwazania konczg dwa
przyktady klas osrodkéw przeliczalnych.

Summary

ON A CONCEPT OF COUNTABLE MEDIA MECHANICS

The paper contains a concept of mechanics of countable media, i.e. of material systems which configura-
tions may be determined by means sequences (generalized). After presentation the genesis of the topic
and the general assumptions (of the classical deterministic and phenomenological mecanics) the notions
of countable medium and configuration space is defined. Next the basic notions and equations of countable
media kinematics and dynamics are presented as a generalization of the notions and equations of analytical
mechanics of the systems of finite number degrees of freedom. Some important problems are also discussed.
Two examples of classes ol countable media close the cosiderations.
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