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1. Wstep

Zagadnienia formutowane i analizowane w nieliniowej mechanice continuum sprowa-
dzaja si¢ do rozwiazywania zloZzonych ukladéw réwnaf rézniczkowych czastkowych
wzgledem zmiennych przestrzennych i czasu. Znamy szereg prob zastosowania rézno-
rodnych metod analitycznych i numerycznych do rozwigzywania tego typu probleméw.
Jedna ze stosowanych z powodzeniem metod jest metoda elementéw skorczonych, ktorej
podstawowa zaleta, to fatwo$¢ automatyzowania obliczen. O licznych zastosowaniach
tej metody traktuje monografia Zienkiewicza [1]. Zrobiono tam tez wzmianke o mozliwosci
stosowania clementéw skonczonych w przestrzeni i czasie, odsylajac zainteresowanych
do prac zrédiowych [2, 3]. Jednakze ani w zadnej z tych prac, ani w rozprawach Argyrisa,
Scharpfa i Chana [4, 5] nie wprowadzono pojgcia elementu czasoprzestrzennego. Jedynie
Oden w pracy [6] potraktowal czasoprzestrzen jako obiekt dzielony na elementy skonczone,
ale w péZniejszych jego publikacjach nie napotkano Zadnych §ladow rozwijania tego
pomyshu. W 1975 roku Kaczkowski [7, 8] wykorzystujac do konca wszystkie konsekwencje
wynikajace z wprowadzenia czwartego wymiaru i nadajac wiclkosciom dynamiczonym
wlasne interpretacje geometryczne Iub statyczne opracowal metod¢ elementéw czaso-
przestrzennych (MECZ).

W metodzie tej traktowanie na réwni czasu i przestrzeni umozliwia wprowadzenie
pojecia elementu czasoprzestrzennego i pozwala na formalne stosowanie znanych procedur
wyznaczania macierzy sztywno$ci ustroju, bez potrzeby jakichkolwiek ich modyfikacji.
Idea metody Kaczkowskiego (MECZ) polega na dyskretyzacji continuum czasoprzestrzen-
nego, w wyniku czego przejscie od réwnan rézniczkowych czastkowych do réwnan alge-
braicznych odbywa si¢ w jednym etapie. W klasycznym podej$ciu do numerycznej analizy
zjawisk dynamicznych postepuje sie inaczej; z réwnan czgstkowych przechodzi si¢ do
réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktére dopiero po wykonaniu odpowiedniej dyskrety-
zacji zastepujemy réwnaniami algebraicznymi, Prébe wykorzystania MECZ do zagadnien
geometrycznie nieliniowych przedstawit Witkowski w swojej pracy habilitacyjnej [9].

W niniejszej pracy pokazano inne rozwigzanie dynamicznych probleméw geometrycznie
nieliniowych metoda elementéw czasoprzestrzennych.
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2. Odksztalcenia

Przyjeto opis materialny zmiennych konfiguracji (opis Lagrange’a). Jezeli korzystamy
z tego samego kartezjariskiego (prostoliniowego i ortogonalnego) uktadu wspdtrzednych
do ‘opisu zaréwno konfiguracji pierwotnej jak tez koncowej, to tensor odksztalcenia
Greena E;; mozna wyrazi¢ wzorem [10]:

_ 1 ou, + duy; + duy, 3uk]
T 21lox;, T oox, T ax, aX,

(ES — odksztalcenia wstgpne, u — wektor przemieszczen).
Sktadowe stanu napreZenia odniesione do stanu pierwotnego reprezentuje tensor napre-
zenia Kirchhoffa (II tensor Pioli-Kirchhoffa) Sy;:

Siy = Dyi(E) Eyy+ S5, 22
gdzie D, jest tensorem zaleznym od cech materialowych 1 odksztalcen, a SP oznacza
napregZenia wstgpne. Jawne sformutowanie tensora Dy, np. dla ciala liniowo sprezystego,
nie jest tatwe, gdyz sktadowe tensora odksztalcenia F;; nie maja interpretacji geometrycznej,

Taka interpretacje maja natomiast wydluzenia wzgledne ¢, i odksztalcenia postaciowe
v [10]:

Ey —Ej, 2.1

=V 1+2E4—1,
2E; Q.3).
1/(1 +2E,;)(14+2Ey) ’

coS @y = cos (90°— ) = sin2e, =

Yu = 2Ey,
gdzie y;;, oznacza miarg zmiany kata prostego. Rozk6zmy funkcje (2.3) w szereg potegowy:

e -1 1.
Eux :‘/1+2Ekk—1 = Ekk (1——2— Ekk+~2' E,?L’i‘ ...),

28y, = arcsin 2B = E”c{ 2 -+
V(A +2E,)(1+2E,) VA+2E)(+2Ey)

4 E.Ey 2.4

Wi E (2B } ey
2E,

l YV A+2E,) 1+2Ey)

Symetryczny tensor Pioli-Kirchhoffa Sj; mozna zapisa¢ w formie prawa liniowego stosujac
miary & (2.4):

S“ = C”k;e,,,+S3. '~ (2.5)

Tensor wlasnosci materialowych C; , nie zalezy od odksztalcen i np. dla ciala izotropowego
opisuje go wzor:

Cia = A0y Oy +p' (811 65+ 811 650, Qe
(X i w — state Lamégo).
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Wprowadzajac zwiazki (2.4) do wzoru (2.5) uzykamy prawo fizyczne w postaci (2.2),
przy czym tensor Dyj(E;;) ma postac:

C[jklakk dla = k;
Dyy(Ey) = {Cu“bk, dla [ #k, @D
gdzie:
, 1 1
akk =3 1—-—2—— Ekk'l‘a'EkkEkk_
by = 1 { s " } .
V(1 +2E,)(1 +2E,) 3 2E) (1 +2Ey)

Przy zatozeniu malych odksztalcen Ej, mozna przyjaé, ze tensor D;j, nie zalezy od od-
ksztalcen:
Dy = Cipas ' 2.9
gdyz:
a1, byx=1
Majac Sy; 1 #; mozna wyznaczyé tensor naprezenia Cauchy [10] odniesiony do konfiguracji
aktualnej:

'_ Q auj 3u, 3uj 3u,
T, [S”+ (‘s”‘ ax, T O ax, ok, ax, ) e (2-10)

Liniowa zalezno$¢ tensora Pioli-Kirchhoffa S;; od odksztalcei wcale nie oznacza jedno-
czesnej liniowoéci tensora Cauchy’ego oy, co wprost wynika z wzoru (2.10).

3. Rownanie czteropracy wirtualnej

Rozpatrujemy cialo stanowiace osrodek ciagly, ktére w konfiguracji poczatkowej
charakteryzujg objetosé %4,, powierzchnia brzegowa 3.@’0 i gestos¢ go, a W konfiguracji
aktualnej odpowiednio 2, 04, o. ~

Prace sit zewnetrznych (po; — sity powxcrzchmowc, 00 fo1 — sity masowe, po1; — sily
bezwladnosci) na wirtnalnych przemieszczeniach duw; wyraza wzor:

f 8uyporddo + f‘sthofo:dVo f‘sulQouidVo 3.n
B

Podobnie mozemy opisaé pracg sit wcwngtrznych (naprezen) na wirtualnych odksztalce-
-niach 6E1 .

6Lw = f 5E”SUdVo. (3‘2)
#o
Korzystajac z réwnoéci prac sit wewnetrznych i zewngtrznych mamy:
8L = 8L,~ 6L, =0,
0L = f du porddo+ faut(?ofotho“ f‘autéo'ﬁidVo‘ f‘SEu‘Su‘sVo=0- 3.3
#o By #o

ad
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Roéwno$¢ pracy sit zewngtrznych na wirtualnych przemieszezeniach i pracy sit wewngtrz-
nych na wirtualnych odksztaiceniach musi zachodzi¢ w kaidej chwili ¢ m.in. nalezacej
do przedzialu czasu od f, do # [11].

Ix

ox= | { [ buipordao+ [ du0fordVo~ fduon'ﬁtho~f‘SEuSudVO}dt=0’ (3.4)
tp 0%, N Bo B0

Wykonujac catkowanie przez czesci trzeciej catki:

3

! 143
’ fk féu,go't},dVodt = f@utgofl,‘ dVo—f féiltéoi‘thodt, (35)
HBo I o ’

tp B ‘s

uzyskujemy ostatecznie réwnie czteropracy wirtualnej [8]:

tk . Ik
8y = f { f 5”1Poszo+f5u190f01dVo}dt—f5uté’0£‘i dve+
Ho Bo

tp aHo

1/

1 7 (3.6)
+ [ {Jéz’z,goilidVo—-U 8E,ySyydVo)dt =0.
1 (] Ba

Jezeli wprowadzimy ograniczenie, 2e w chwilach ¢, i ¢, wariacje du; zanikaja [12,13]:
, Ouy(t,) = du(8) =0, ' 3.7
to réwuam'e (3.6) przyjmie prostsza formeg:

‘K

Ik
o= | {ai 6u,p0,dAo+ﬁf'Bulgofo,dVo}dt+f{f SiugoindVo [ 6,;S,,dV,) dt =0,
o [ o

Ip tp Ao
(3.8)
Kolejne catki réwnania (3.8) reprezentuja:
— wariacje energii potencjalnej obcigzen:
ar = f SupodAo+ faulQOfOIdVOs 3.9
o®o o :
— wariacje energii kinetycznej:
8E.= [ i goindVy, (3.10)
o
— wariacje energil potencjalnej odksztalcen:
OE, = [ OE,S,av,. G.11)
Bo

Wprowadzajac oznaczenia calek (3.9)+ (3.11) do réwnania (3.8) uzyskamy zasade Hamil-
tona [10]:

fx
g =8 [ L+E~E)dt=0, (.12
i
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gdzie:
A= L+E—E, (3.13)
jest funkcja Lagrange’a.

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze rownanie czteropracy wirtualnej (3.6) ma charakter
bardziej ogdlny niz zasada Hamiltona (3.8).

4. Réwnanie ruchu dla zdyskretyzowanej czasoprzestrzeni

Czasoprzestrzen dyskretyzujemy na skonczong liczbe elementow czasopizestrzennych
o dowolnym ksztalcie (rys. 1).

Rys. 1.

Pole przemieszczenn elementu i pole predkoéci tych przemieszczen opisuja funkcije:
ui (X, 1) = Ni(X, t)rg,
(X, 1) = Ng(X, 0re, @.1)
e=12,...,m,

gdzie NE(X, 1) jest funkcja ksztaltu zalezna od X i ¢, a r§ — przedstawia przemieszczenia
weztow., ’
Wariacje przemieszczenn i wariacje predkosci przemieszczen mozna opisa¢ innymi
funkcjami ksztaltu (w szczegélnoSci Wi, = Ni, — sposob Galerkina) [1]:
dul(X, t) = WE(X, 1) ore,

_ @.2)
Sis(X, 1) = WE(X, 1) bre.

Odksztalcenia E;; (2.1) elementu czasoprzestrzennego sa W nastgpujacy sposéb zaleine
od przemieszczen wezldw: :

1o ous  oug auz] , "
e j— — = Be¢ ¢ ;, 4-3
(X, 1) = 5 [an + 7%, 0%, 7%, UBfjet+ " Bialra, @43
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gdzie:

1
’Bleja = 'E[Nicm,j +Nicoc,l]:
4.4
rrpe 1 e e e ( )
o = ENka.lNkﬂ.jrﬂ-

Podobnie od przemieszczen weztowych elementu czasoprzestrzennego uzalezniamy wariacje
odksztakceni:

o 1] aup) | a(oup) A0u)) A0uD) | g e 1
6E1J(X, t) -—7[ aX] =+ aXi +2 aXl 3XJ = [B‘-J¢+2 B”a]éla. (4.5)
gdzie: :
~ 1
‘Bfje = —Z—(Wiea.j+ Wi,
I (4.6)
"By = 5 Wia, i Wiis, 575 -
Naprezenia (2.2) po wykorzystaniu wzoru (4.3) opiszemy nast@pujqco:
St = Dija B = Diya('Bite+ "Bio) 1. @7

Dla ciala liniowo sprezystego tensor Dy okresla wzér (2.7), przy czym wielkosci ay,
i b, wyrazaja si¢ nastgpujaco:

1 e |
alfk = l—i(l‘Bkeka'i' Bkka)’ft'*' sty (4'8)

1
bﬁl: ! .N - r 1 {1+
VU +2[ Biu+ " Biiadre} {1+ 20'Biig+""Biiglrg)
2['Bio+ "Bl e Beig+" Bl r " }
3{14+2['Bia+ "Bl re} {1 +20'Bis+ " Biplr }

Wprowadzajac zwiazki (4.1)=(4.9) do rOwnania czteropracy wirtualnej (3.6) otrzymamy:

4.9)
+

by = 2}{ afa [ srepeNE.d(22)+ {, [ oreosfeNGdR+

1k
dB+ [ [ oreog NENSrdQ + (4.10)
2¢

?

— [ sreosig it
g P

— [ [ ore Dyl Bru+ 2" BRI Biyp+ " Biglrsd@ | = 0.
e

gdzie £2, oznacza obszar elementu czasoprzestrzennego. :

Relacja (4.10) musi zachodzié dla dowolnej wariacji przemieszczen dr,. Ostatecznie uzysku-
jemy nieliniowe réwnania ruchu, ktére maja charakter réwnan rownowagi i sa waine
dla calej zdyskretyzowanej czasoprzestrzeni:

m

Z {[BKés‘m) + eKO(ZE) +eK(u)_ eMaﬂ] )'f;—‘Ra} — 0’ (411)

e=1
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gdzie: _
K¢ = [ [ Dgy' B Bepd0, 4.12)
e
Ky = | f D' Bfo ' B dQ, (4.13)
¢

kP =2 [ [ D Bel B+ " Bpl d2 = [ [ Dfy ' Bip+
Qe Qe

4.14
+" BEip)Wiee,; Wi, 152 = f f SEWE, W5.,d2, (4.14)
. ) 2e
¢ aff =ff@é 'ieaNieﬁan . (415)
. Q¢

tk
R,= [ [ poiNed@@) + [ [ o8fsiNed2~ [ osNgiss| avs. (4.16)

e Qe Hoe ip

Analogicznie do terminologii wprowadzonej w metodzie elementéw skofczonych [12]
symbole “K$™, KR, °KEP, M. i °R, oznaczaja odpowiednio skladowe: macierzy sztyw-
nofci konstytutywnej, macierzy sztywnosci przemieszczeniowej (obrotowej), macierzy
sztywnoéci napreZeniowej (geometrycznej), macierzy bezwladnoéci i macierzy impulséw
wezlowych.

Ogdlny wzdr opisujacy skladowe macierzy sztywnosci unkiadu ma postaé:

m
K; =2 {BKéﬁo")+2Ké5)+eKéa)_eMaﬂ}- . (4_17)
e=1 ’

ObciaZenie wyrazajace impulsy weztowe °R, (4.16) zalezy m.in. od predkosdci poczatkowej
przemieszezen i(t,) (fo — czas rozpoczecia obserwacii ciata). Impuls od predkosci prze-
mieszczeh moze wystapié takze w innej chwili, np. i (), jezeli takie obciazenie zostanie
dodatkowo w chwili ¢, przylozone. W przeciwnym wypadku #(z,) = 0. Ostatecznie nie-
liniowe réwnania ruchu (4.11) mozemy zapisaé w nastgpujgcej postaci:

. b

¥, = ) {(Kory—Rgy =0, (4.18)

. ) e=1 :
lub: ' : .
Kr=R (4.19)

gdzie K-— jest globalna macierza sztywnoSci zdyskretyzowanej czasoprzestrzeni.
5. Rozwigzywanie réwnan ruchu
Réwnania ruchu (4.18), przy. znanych warunkach poczatkowych, mozna zawsze

sprowadzi¢ do formuly rekurencyjnej, niezaleznie od ksztaltu elementu czasoprzestrzen-
nego (od sposobu dyskretyzacji po czasie). Przyktadowo, przy réwnomiernej dyskretyzaciji
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rozwazana slruktura

element czasoprzesirzenny

Rys. 2.

po wspdirzednej czasowej (rys. 2), uklad réwnan (4.18) mozemy zapisaé macierzowo
w nastepujacej formie:
CAc BN . | R ]

o

Do ALz igis

______ i - R' , D)

gdzie r' zawiera przemieszczenia rozwazanej struktury przestrzennej w chwili ,,i”’, natomias
ALt BRIL RIS | D=1 g3 macierzami sztywnoSci struktury zaleznymi m.in. od prze-
mieszczen ri=i, ' lub rit1,

Znanymi warunkami poczatkowymi sa przemieszczenia r° oraz predkosci przemieszezesi
u(t,) sprowadzone do impulséw °R wg wzoru (4.16). Formula rekurencyjna wynikajaca
z (5.1) przedstawia sig nastgpujaco:

!pl — Cl'i—lr'_lﬁ—i— [Dt.l—l +Al.i+1]ri+ Bl,i+1r(+1_Ri =0, (52)

Z wzoru tego mozna obliczyé r'+1, gdyz r'=? oraz r' zostaly wyznaczone w poprzednich
krokach rekurencyjnych. Macierze C"'~1 i D*-1 g3 od razu w pelni okreflone, gdy?
zaleza od znanych juz przemieszczed r'=? i r' natomiast macierze AbI+!j B+ pie sg
calkowicie wyznaczalne, poniewaz zaleza od nieznanego przemieszczenia »'+!, Réwnanie
(5.2) jest zatem réwnaniem nieliniowym, ktére mozna rozwigzywac réznymi sposobami
(np.: metoda kolejnych przyblizer, metoda poczatkowych obcigZen, metoda Newtona-
Raphsona itp.). '

6. Drgania podluzne preta

Dalsze rozwazania zmierzajace do zilustrowania zaproponowanego algorytmu rozwig-
zywania zagadnien nieliniowych przeprowadzimy na elementarnym przykladzie preta
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prostego wspornika o dtugoéci 1, = 2.0 [m], polu przekroju poprzecznego Ao = 0.005 [m?]
(rys. 3a). Dzialajace obciazenie po, (X, t) wywoluje drgania podtuzne u, (X, , ¢). Materiat
charakteryzuje: modut Younga E; = 2-10° [MPa], gestosé go = 7500 [kg/m?], wspol-
czynnik Poissona » = 0.29.

a)

Poy (%, £)

.a&——hg_.__.__x‘,u,
Aanqo

Ia'?ﬂ

Jon
4 o)

b)

Rys. 3.
W przypadku osiowego stanu naprezenia, wzér (2.4) przedstawiajacy skladowe odksztal-
cenia, mozna w $cisty sposéb sprowadzié do postaci:

ou ou
&1 = _3—X1T’ €32 = —"’—‘:5‘1‘7!1" = &33. ©.1)

Jezeli dokonamy réwnomiernej dyskretyzacji czasoprzestrzeni (rys. 2), to element czaso-
przestrzenny bedzie miat ksztalt prostokata o wymiarach 2ax 2k (rys. 3b), gdzie a =
= 1.0 [m]. Funkcje¢ ksztaltu Nyo(X1,8) = N(X, 1) mozna opisaé zwiazkami Jiniowymi:

N, 1) = 5 (L+EH+7.7),

1 dla a«a=2,3 1 dla a«a=3,4 62
bu = -1 dla a=14 Ta=Y11 dla =12’ 2)
Eed—1;1), Tel(-1;1), a=12734.
Nastepnie opiszmy w obszarze elementu czasoprzestrzennego:
— przemieszczenia i wariacje przemieszczen:
ui = Nara,
6.3
dul = NEOrg, ©3)
— predkoéci przemieszezen i ich wariagje:
i = Ngrs,
= e (6.4)

8us = N ore,
— odksztatcenia i ich wariagje:
E$, = U'Be+"Bilrs,
11 [’ + . ]er . (6.5)
OEf, = ['Bg+2"Bg]drg,
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gdzie:

'rpe 1
.Ba == 'az Em(l + Tﬂlr)’
) (6.6)
r e 1 %
B = Wgsasﬁa + 7)1+ 7).

Podobnie od przemieszczen weztowych elementu czasoprzestrzennego uzalezniamy tensor
naprezenia Sj;. Rozpatrywaé bedziemy trzy postacie zwiazkéw konstytutywnych.

1. Drugi tensor naprgzenia Pioli-Kirchhoffa S;; jest proporcjonalny do tensora od-
ksztalcenia Greena Ej;:

ous +l oui ous
oX, 2 ox, ox, /|’
Sti = ES['Bi+"Bre.

Sty = EGE}, = ES(
6.7

2. Drugi tensor naprgZenia Pioli-Kirchhoffa Sj; jest proporcjonalny do wydtuZenia
wzglednego ustalonego w konfiguracji nieodksztaicone;j:
ouf
3X1 ’
Sty = E§'Birs.

e ___ e p— e
Sty = E§¢f; = E§

6.8)
3. Tensor Cauchy oy; jest proporcjonalny do wydiuzenia wzglgdnego ustalonego
w konfiguracji odksztalconej:

du,
oxy’

o1 = E

(6.9)
gdzie:
x=u+X,

opisuje wspélrzedne punktéw preta odksztalconego. -
Sprowadzajac oy; (6.9) do wspdtrzednych Lagrange’a mamy:

du,

X,
0y, = E, ——7;1—. (6.10)

1+3X1

W celu okreSlenia drugiego tensora Pioli-Kirchhoffa .S;; korzystamy ze wzoru (2.10):

2
0y = Qi (1 +——) Sis. (6.11)

Z prawa zachowania masy wynika, Ze:

Qo Juy ou, Jusy ¢
Lo hac 3 =2 el 12
e (1+3X1)(1+3X2)(1+3X3)’ ¢12
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gdzie (por. (6.1)):

. duy . du,
2= ox, ~ TV,
6.13
e _ 3u3 — aul ( )
B0, X,
Wprowadzajac zwigzki (6.12) i (6.13) do (6.11) ostatecznie otrzymamy:
au,
14
X,
Oy = ——2s S)4. (6.14)
- 52)
axX;
lub:
2
o)
Sy = ! (6.15)

—_—— - o' .
(l +-_aiu—l 11

)
Podstawiajac (6.10) do (6.15) uzyskamy jawny opis tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa
SU: .

) 2
(l_v.a_@
x| Juy
3u1 2 aXl '
(‘ +ox, )

Su. =E,

(6.16)

Przyjecie w tym przypadku réznych od zera skladowych e,, i &5 jest réGwnoznaczne
z uwzglednieniem zmiany pola przekroju poprzecznego preta. Zwiazek (6.16) dla elementu
czasoprzestrzennego bedzie mial postaé:

1—2v"Beré+2v*" ' Bers
(+"Berd)(1+'Bere

$1=E§ "Bgrs. {6.17)
Korzystajac z wzoréw (4.12)+(4.16) ustalamy wyrazy macierzy sztywnoSci elementu
czasoprzestrzennego (kolejno we wszystkich analizowanych przypadkach; przyjeto W =
- = N).

1. Drugi tensor Pioli-Kirchhoffa .Si; proporcjonalny do tensora Greena Ej;:

4
E Aok 3
:ﬁz 32: Eaéﬁ{3+rurﬁ—ZzTaTﬁ(l+3£¢§ﬁ)+'gz‘Z{[?)‘*‘
y=l
) 4 4
+r,(ra+rﬂ)+r¢rﬂ]§,r;}+m;22{15+5{(r¢+ (6.18)
=1 ¢=1

+ 7p)(7) + Tp) + Tu Tp+ T, Tl + 37,75 T, rq,}é',,E,,,l",’,l‘;},
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2. Drugi tensor Pioli-Kirchhoffa Si;. proporcjonalny do wydluzenia wzglednego:

. .
.= E(iz;‘:/z £.5p {3+-;¢ 75+ 2121—2 B+ r.7p+ (tat+ 7p) 7, ] F2+
y=1 (619)
—AZTGTp(l +3§a§ﬂ)},

3. Tensor Cauchy ¢y; proporcjonalny do wydluzenia wzglednego:

* *
. _EOA hgfﬁ{ [a,,,,] ‘A +B*

2 A* A*—B*
+baﬁ(B* -+ B#2 ln‘ ‘)

aff — A-k_ A*+B‘| +
A* 4 B¥ x| Pas (2
B*3 (A*Zl AX_B¥ 2A*B¥) B*4(3 B2 —24%B*+ 6.20)
A +B* [\ | elpd* (4% | 4% 4 B 2 pua
T !
—_— /12'[0! Tﬁ(l"‘ 35@ Eﬁ‘)},
gdzie:
a: == 1—"—257 ‘y+ 1602 Z 2, EHE‘P"V"?”
1!._. q:=l
bo:.ﬁ — Ta+1ﬂ____2 Eyry(ra+1ﬂ+rv)+ 16 ) 225 E ryr¢(Ta+ T,B+TV+T@)
y=1 ¢=
= Ta'fﬁ“”— ZE rlvezs+ (o + tﬂ)ry]-i- 16 = szyfnpr;r;[l’a-i-
y=1 @p=1
+ 75+ (T + ) (7, F rq,)+ T, Ty, ©21)
4 4 4
d% ~ — 2 ey »ro
af = _2;‘[“ Tg EYT‘V I}ﬁ"ﬁi‘ 2 §y§,,r),rq,[-_,;a ‘L’ﬁ(’l’,,‘*"fw)'*‘
y=1 y=1 g=1
+ (T + rﬂ) 7, rq,],
ey = 16a zTaTﬂZZEV‘EqﬁIVI rf,rf,,
y=1 @=
A* 24a+25'y";, 'B*:Zg’)’r?r;’
y=1 y=1
7 0

E h?? &, /3’ v, 9=1,234. (622)
0
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W zadaniach dotyczacych zagadnien geometrycznie liniowych wystarczajacym warunkiem
stabilnoéci rozwigzania numerycznego jest takie dobranie wymiaréw elementéw czaso-
przestrzennych, aby byla spelniona nieréwnos$¢ [8]:

a E
" > ]/—Q (6.23)

Z warunku tego skorzystano takze przy rozwiagzywaniu zadan geometrycznie nieliniowych.
Obcigzenie (we wszystkich trzech przypadkach zwiazkdéw konstytutywnych) stanowi
nagle przytozona do korica wspornika sita podtuzna (4ciskajaca lub rozciagajaca) (rys.
4):

P(t)y = PH(t), (6.24)
gdzie H(t) jest funkcja Heaviside’a.

P - sila przytezona do
korica wsporntka

P=const

1 :zas
Rys. 4.

Warunki poczatkowe przyjeto w postaci:
u@=0=0, u@x=0=0, £=0, S°=0.

Przeliczono wiele zadaf dla réznych wartoéci sity P. Na rys. 5 przedstawiono zmiang
w czasie przemieszczen kofica wspornika od sity P = 5- 10 [N] przy réznych definicjach
zwigzkow konstytutywnych (6.7)-(6.9).

Poréwnujac otrzymane wyniki z rozwigzaniem georsetryczaie liniowym mozna sformuto-
waé kilka uwag.

1. W przypadku zwiazkéw konstytutywnych (6.7) i (6.8) przemieszczenia przy rozcig-
ganiu sg mniejsze a przy $ciskaniu wigksze. Podobnej zmianie ulega okres drgan (rys. 5a,
b).

2. Jezeli zwiazek konstytutywny jest opisany wzorem (6.9) to przemieszczenia przy
rozciaganiu sg wieksze a przy §ciskaniu mniejsze. Analogicznie rownieZ zmienia si¢ okres
drgan (rys. 5¢).

3. Warto$é obcigzenia P = 3.0 [MN] stanowi w przybliZeniu maksymalng sil¢ spelnia-
jaca warunki wytrzymaloéciowe rozpatrywanego preta. Przy tak dobranym obciaZzeniu
wyniki analizy geometrycznie liniowej i nieliniowej réznia si¢ o okoto 0.6%.

Amplituda przemieszczen jest dwa razy wigksza od ugiecia statycznego (od statycznego
dziatania sity P). Ugigcie statyczne policzono metoda elementéw skoriczonych przy takich
samych zaloZeniach jak w metodzie elementdw czasoprzestrzennych.

W celu uzasadnienia poprawno$ci uzyskanych rezultatéw przeprowadzimy analizg
sztywnosci preta. Rzeczywisty stan naprezen opisuje tensor Cauchy oy; (naprezenia w kon-
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a)
] - 1072 {m]
J Przypadek |
20 1
E
10 Fo=—df--oo o
0.0 N e S -
AN ¥ . .
10 15 20 25 30 35 40 45 50 N
0 ol o +-956824-10"[¢]
b) ] 407 [m]

0.0

c)

50 5
‘ -9,6824-10 " [s]
analiza geometrycznie liniowa
6
=*5.
nieliniowa P 5-10°IN]

Uy ~ ugigele od stalycznego dzintama sidy

————~ sciskanie analiza geometrycnie
.............. - yazciqqanie

RyS. 5.

figuracji odksztalconej i do niej odniesione). Opiszmy ten tensor w konfiguracji nicodksztal-
conej (Lagrange’a):

(1) Drugi tensor Pioli-Kirchhoffa proporcjonalny do tensora Greena (6.7):



METODA ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH... 697

011 = E(eq1) ey,
(6.25)
3u1

1
(1+"2—E“ )(1+8“)

(T=veny 7%

(2) Drugi tensor Pioli-Kirchhoffa proporcjonalny do wydluzenia wzglednego w kon-
figuracji nieodksztalconej (6.8):

E(s;,) = E,

01y = E(eq1) &1,
. 1+811 (6.26)

(1-vey)*’

(3) tensor Cauchy proporcjonalny do wydtuzenia wzglednego w konfiguracji odksztal-
conej (6.9):

E(e) = E,

oy, = E(&yy) &4y
1 : 6.27)
1+eq

E(er) = By
Wprowadzimy parametr % opisujacy zmiang sztywnosci:

7(11) = E(Ee; ) . (6.28).

Analizujac ten parametr sztywnosci w poszczegdlnych przypadkach prawa fizycznego
(1,2, 3) mozemy podad kilka istotnych uwag (rys. 6).

r'l

€

l

------ Sciskanie

rozelgganie

Rys. 6.

9 Mech. Teoret. i Stos. 4/88
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1. Jezeli tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa S, jest liniowo zalezny od tensora odksztat-
cenia Greena E;; lub wydluzen wzglednych (wzgledem konfiguracji nieodksztalcone;j),
to sztywnos$¢ przy rozcigganiu ro$nie || > 1, a przy $ciskaniu maleje [ < 1. Z tego
wlaénie powodu wynikaja mniejsze przemieszczenia przy rozcigganiu a wigksze przy $cis-
kaniu (rys. 5a, b).

2. Liniowa zalezno$é tensora Cauchy od odksztalcen wzglednych (wzgledem kon-
figuracji odksztalconej) oznacza mniejsza sztywno$¢ przy rozciaganiu |n| < 1, a wigksza
przy Sciskaniu [y > 1. Dlatego tez przemieszczenia przy rozciaganiu sa wigksze niz przy
$ciskaniu (rys. 5c).

3. Przy matych odksztalceniach |du, | /3X1| < 1, sposéb definiowania prawa fizycznego
nie ma praktycznego znaczenia, gdyz:

-E(EII) =~ .Eo lub 7?(511) = ’? = 1. ’ (6.29)

Przedstawiony przyklad wyraznie pokazuje jak dalece istotne jest wlasciwe sformutowanie
réwnan konstytutywnych zwlaszcza przy duzych odksztalceniach. Przypadek I i IY zadania
wykazal, 2e dowolne formulowanie zaleznoéci naprezen od odksztalcen (spotykane w li-
teraturze, np. [10] str. 470) moZe spowodowaé uzyskanie wynikéw niezgodnych z do$wiad-

" czeniem. Trudno sobie wyobrazié, aby sztywnoéé rozciaganego preta stalowego rosta
wraz ze wzrostem sily, skoro wiadomo, Ze pole jego przekroju poprzecznego maleje.
Ostatnia wersja prawa konstytutywnego jest prawidlowa, stad uzyskane wyniki sa zgodne
z oczekiwaniami i nie budza watpliwoéci.
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Pesmwme

METOI BPEMEHHO-ITPOCTPACTBEHHbBIX 3JIEMEHTOB B TEOMETPHUECKU
HEJIMHEHHBIX 3AJAYAX

B paGore NpeNCTaBIIEHO METOX DEWEHMA JHHAMHUECKHMX H [EOMETPWUECKUX HENMHeHHbIX 3agau
C TIOMOINBIO METOLA BPEMEHHO-IIPOCTPACTBEHHLIX 3JIEMEHTOB. 3aKOH HaNpsHKEHHe — AedopManus o~ -
peReNIATCA B pasnmuxol ¢opme. B cnyuae Gonbumx JedopManmit KOHCTYTUBHbIE YPABHCHHSA BIAMJIAIOT
3HAYMTEIBHO HA OCTATOUHLIH Pe3ysbTaT. DTOT 3h(ERT YKa3al0 HA HECKONLKHX NPHMEDAX,

Summary

THE SPACE-TIME ELEMENT METHOD IN GEOMETRICALLY
NON-LINEAR PROBLEMS

The paper contains a method of solution of dynamically and geometrically non-linear problems by
the use of the space — time element method (STEM). The stress — strain relation (the 2-nd Piola-Kirchh-
off tensor — the Green tensor) has been defined in differcnt form. It has been proved that the method of
formulation of the constitutive relations plays a significant role in the case of large strains. This effect has
been demonstrated on examples,

Praca wplynela do Redakcji dnia 26 maja 1986 roku.



