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MINIMALIZACJA ZUZYCIA PALIWA W LOCIE NA ZADANA ODLEGEOSC

RYSZARD MARONSKI

Politechnika Warszawska

Zagadnienie minimalizacji zuzycia paliwa przez samolot w locie na zadana odleglosé,
mimo iZ uplynglo wiele lat od jego sformutowania, nie doczekalo sig, jak dotad, zadowa-
lajacego rozwiazania. W pracy wskazano na podstawowa trudno$¢ polegajaca na tym,
e o ile dla zaloZonej stalej wysokodci lotu pewne sterowanie z klasy funkcji przedziatami
cigglych moze spetnia¢ warunki konieczny i wystarczajacy optymalnosci na tuku osobli-
wym, o tyle dla zmiennej wysokosci lotu sterowanie optymalne w podanej klasie funkcji
moze nie istnie¢. W pracy omoéwiono niektére pojecia teorii sterowania optymalnego,
dokonano przegladu stosowanych modeli ruchu samolotu i na tym tle wskazano, na pod-
stawie cytowanej literatury, glowne kierunki poszukiwan rozwigzania zadania.

Wykaz wazniejszych oznaczen

A — punkt poczatkowy,

B — punkt konicowy,"

C, — wspblezynnik oporu aerodynamicznego,

Cro — WspOlczynnik oporu aerodynamlcznego przy zerowej sile nosnej,
C, —wspo}czynmk sily no$nej,

E — energia wladciwa samolotu, (energia przypadajqca na jednostke cigZaru)
— przyspieszenie ziemskie,

.~ hamiltonian,

— wysoko$é lotu samolotu,

— wskaznik jakosci, :

— wspdlczynnik w biegunowej samolotu,

— masa samolotu,

— masa zuzytego pallwa

—c1qg silnika, '

— opor aerodynamiczny,

— sita noéna,

o
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— wspolezynnik jednostkowego zuzycia paliwa,
— pole powierzchni plata,

— czas,

— wektor sterujacy,

— predko$¢ lotu,

— wspdlrzedna poziomego polozenia samolotu,
~— wektor stanu,

— kat toru lotu,

— wspolezynnik wykorzystania ciagu (P, = 9Pgmay),
— wektor sprzgzony,

— gestos€ powietrza,

— funkcja fundamentalna rozwiazania.

~ il
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Znaczenie indeksow:

Vmax — warto$¢ maksymalna,

Ymin — Warto§¢ minimalina,

Ime — Warto$é odpowiadajgca minimalnemu oporowi,
) — pochodna wzgledem czasu,

)Y — pochodna,

)T — transpozycja wektora.

P N W Y N N

1. Wprowadzenie

Rozwazmy nastgpujace zagadnienie. Samolot porusza si¢ w plaszczyZnie prostopad-
lej do powierzchni Ziemi. Rozpoczyna swéj ruch w zadanym punkcie plaszczyzny i ma
osiagnaé inny zadany pupkt w taki sposdb, aby zuzyé najmniej paliwa. Czas przelotu
nie jest z géry zadany. Jak wida¢ sformulowanie problemu na tym etapie jest malo pre-
cyzyjne. Jego uécislenie moze nastapi¢ dopiero po dokonaniu wyboru modelu ruchu samo-
lotu. Omoéwieniu stosowanych modeli ruchu po$wiecono rozdziat trzeci niniejszego opra-
cowania, przedtem jednak (w rozdziale drugim) oméwiono wybrane pojecia teorii stero-
wania optymalnego. W rozdziale czwartym pokazano, dla tego samego modelu ruchu
samolotu, ale przy réznych zatoZeniach odnosnie stalosci wysokosci lotu, ze rozwigzanie
zadania moZe badZ zawiera¢ tuki osobliwe, badZz w ogdle nie istnie¢ w klasie sterowan
przedzialami cigglych. Rozdzial pigty zawiera krétkie omowienie wynikéw otrzymanych
przez innych autoréw. '

2. Wybrane pojecia teorii sterowania optymalnego

Najprostsze zadanie rachunku wariacyjnego sformutowane jest w nastgpujacy sposob:
poszukiwana jest taka krzywa opisana funkcjg y(x) przechodzaca przez wybrane punkty
4 i B, minimalizujgca catkowy wskaZnik jako$ci (funkcjonal):
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B
T= [ folx.y, y)ax, ¢y
A

w ktérym fo(x, », ) jest znana funkcja swoich argumentéw. Funkcje y(x) mozna wyzna-
czyé rozwiazujac rownanie Eulera-Lagrange’a [3, 4]:

d [ ) o6 _
E(ay’)’—aT”O’ @
z warunkami brzegowymi:
y(x) =y, y(xz) = ys. (3

Warunek (2) jest warunkiem koniecznym ekstremum, a otrzymywany jest z przyréw-
nania do zera wariacji funkcjonatu (1). Réwnanie (2) jest réwnaniem rézniczkowym dru-
giego rzedu, zatem jego rozwiazanie zawiera dwie stale dowolne, ktére moga byé wyz-
naczone z warunkéw brzegowych (3).
W szczegélnym przypadku podanego zagadnienia, gdy funkcjonal jest liniowy ze
wzgledu na pochodng 3':
B

J= [ oG »+rp(x, pdx, @
i .
réwnanie Eulera-Lagrange’a degeneruje si¢ do nastgpujacego réwnania algebraicznego:
w(x,y) =0, ©)
gdzie:
oy dp
‘U(X,y)—g—ﬁ- ()]

Funkcja w(x, y) nazywa si¢ funkcja fundamentalna rozwiazania [11], za$§ krzywa y(x)
bedaca rozwigzaniem réwnania (5) nazywa si¢ tukiem osobliwym (singular arc). Na ogoék
nie jest ona rozwigzaniem postawionego zadania, gdyz nie zawiera stalych dowolnych
pozwalajacych na spelnienie warunkéw (3). Dalsza konsekwencja jest réwniez to, Ze
inne warunki konieczne nie zachowuja tradycyjnej postaci.

Klasyczny rachunek wariacyjny nie uwzglednia ograniczen natozonych na pochodng
u =)', to jest ograniczefi:

Unin su S Upmax - ’ (7)

Ich uwzglednienie mozna uznaé za istotny wklad wspélczesnej teorii sterowania opty-
malnego. Dolaczenie ograniczei (7) do zagadnienia opisanego funkcjonatem (4) z warun-
kami brzegowymi (3) w istotny sposéb zmienia mozliwosé jego rozwiazania. Zdegene-
rowane réwnanie Eulera-Lagrange’a (5) jest warunkiem koniecznym optimum jedynie
dla tej czgsci krzywej p(x), dla ktdrej ograniczenia (7) nie sa aktywne, to znaczy:

Umin <u< Upmgx - (8)

Mozliwe jest zatem osiagniecie punktéw A i B ekstremali dla u = t,;, lub © = timgex.
Oryginalng, bo nie nawiazujaca do metodyki rachunku wariacyjnego, metode rozwig-
zania zagadnienia z funkcjonalem liniowym ze wzgledu na y’, podal i zastosowat do szeregu



544 R. MARONSKI

przypadkéw Miele. Metoda ta daje warunki konieczny i wystarczajacy optymalnosci,
dlatego teZ zostanie tu przytoczona.

Zaldzmy, ze wszystkie rozwiazania dopuszczalne zadania zawieraja sig we wnetrzu
krzywej domknigtej:

5(x, ) =0 - ©)
oraz, ze punkty poczatkowy 4 i koncowy B leza na tej krzywej
e(xa,y4) =0, &(xg, yp) = 0. (10)

Zalézmy ponadto, ze krzywa w(x, ¥) = 0 dzieli ten obszar na dwa podobszary, w ktérych
znak w jest okreslony, na przykiad taki jak na rysunku 1. Obliczmy teraz réznice wartosci

gll

Rys. 1. Obszar rozwigzan dopuszczalnych (AHGKB — krzywa minimalizujaca funkcjonat)

funkcjonatu (4) dla dwéch arbitralnie wybranych trajektorii ACGDB i AEGFB laczacych
punkty A i B:

Jaceos~J apera = f pdx +ydy— f pdx+ydy =
ACGDB AEGFB

= f pdx+ypdy+ ftpdx+1pdy, (11)
ACGEA GDBFG

skad, po zastosowaniu twierdzenia Greena otrzymamy:
Jacops—J arcrp = "‘ffCUdXdy'FffCUdXd}’: (12)
o 8

dzie w ane jest zwiazkiem (6), za§ « i B oznaczaja obszary ograniczone odpowiednio
krzywymi ACGEA i GDBFG. Jeteli w obszarze a o < 0, za§ w obszarze § o > 0, to
woéwczas: ‘

Jaceos > Jagcrs- (13)
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Ze wzgledu na to, Ze obie krzywe ACGDB i AEGFB mozZna wybraé dowolnie, to moZna
powiedzieé, Zze krzywa AHGKB minimalizuje funkcjonal (4). Szczegdly dotyczace innych
przypadkéw znajduja sie w pracy [l1].

W teorii sterowania optymalnego zadanie minimalizacji funkcjonatu sformutowane
jest w sposéb nastgpujacy: poszukujemy w klasie funkcji przedzialami ciagltych takiego
wektora sterowania u(z) ‘

Binin g ”(t) < Upax s (14)

aby catkowy wskaznik jakosci:

J= [ folx,u, v)at (15)

przy ograniczeniach w postaci réwnan stanu

x = flx,u,t) (16)
i zadanych warunkach brzegowych, osiggal minimum. Do wyznaczenia sterowania opty-
malnego u* mozna poshizyé sie warunkiem koniecznym minimum funkcjonalu — zasada

maksimum Pontriagina. W tym celu nalezy poszukaé sterowania maksymalizujacego
hamiltonian zadania:

w*(!) = argmax H(x,u,i,t)=

Upygn SUSU gy

= argmax [—fo(x,u,t)+i7f(x,u,t)]. (17)

Ui SUSHpgy

Wektor 4 nazywany jest wektorem sprzgzonym z wektorem stanu x, albo inaczej wektorem
mnozpikéw Lagrange’a. Spelnia on réwnanie:
; JdH
. el 18
e (18)

(Ze wzgledu na oczywiste podobienstwo do rownan mechaniki analitycznej réwnania
stanu (16) i sprzezone (18) nazywane sa takze réwnaniami kanonicznymi Hamiltona).
Rozwiazanie zadania sterowania optymalnego polega na rozwiagzaniu zagadnienia brze-
gowego dla réwnan stanu (16) i réwnan sprzgzonych (18) przy sterowaniu wyznaczo-
nym zwiazkiem (17). We wnetrzu zbioru sterowan dopuszczalych zwiazkowi (17) odpo-
wiadajg warunki:
Pierwszy z nich, po rozwiklaniu ze wzgledu na wektor sterowania, pozwala zwykle na
wyznaczenie sterowania optymalnego u*, drugi za$ oznacza, ze macierz drugich pochod-
nych hamiltonianu wzgledem wektora sterowania ma byé ujemnie okreslona. Jest to tak
zwany silny warunek Legendre’a-Clebscha. Jezeli macierz ta jest ujemnie poétokreslona
to méwimy, Ze spelniony jest staby warunek Legendre’a-Clebscha.

Postaé zasady maksimum danej zwiazkiem (17) pozwala na nastepujaca interpretacjg
geometryczng [12, 18]. Utwoérzmy zbidr predkosci uogdlnionych:

V(x, 1) = {f(x,u, 1), fo(x, 1, £): # € tpins Unax) }» - (20)
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jako zbidér miejsc geometrycznych konca wektora {f(x, u, 1), fo(x, u, )} przy ustalo-
nych x i #, podczas gdy u zmienia si¢ wewnatrz calego zbioru sterowan dopuszczalnych
i s Bmaxy - Zasada maksimum wyraza zadanie, aby w kazdej chwili czasu rzut wektora
OK na kierunek rozszerzonego wektora sprzezonego 4 = {4, —1} byt maksymalny
(punkt L na rys. 2a). Punkt L odpowiadajacy rozwiazaniu optymalnemu moze byé inter-
pretowany jako punkt wspdlny hiperplaszczyzny A stycznej do zbioru predkosei uogdl-
nionych i tego zbioru. Wektor sprzezony 2 jest wtedy wektorem normalnym do tej hiper-
plaszczyzny.
Rozwazmy nastgpujgce sytuacje:
1° — Zbiér predkosci uogdlnionych ¥ jest wypukly i ma on z hiperptaszczyzna A w danej

chwili czasu jeden punkt wspdélny. Rozwiazaniu optymalnemu odpowiada punkt L
wykresu (rys. 2a). :

a) b) / 5
~ M
"
A
Vix,t)

V(x,t)

Rys. 2. Wypukly zbiér predkosci uogdlnionych

2° — Zbidr predkosci uegdlnionych V jest wypukly i ma on z hiperplaszczna A nieskof-
czenie wiele punktéw wspélnych. Niech ¥, oznacza przecigcie zbioréw Vi 4 (na rys. 2b
odcinek MN). V4 jest zbiorem wypuklym z zatozenia wypuktoéci zbioru'V, Zaden punkt

ﬂl

~I ™

Y

Rys. 3. Niewypukly zbiér predkosci uogélnionych -
1
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zbioru ¥4 nie jest wyrdzniony -— zasada maksimum w swojej podstawowej wersji zawodzi.
Sterowanie odpowiadajace punktom zbioru ¥, jest osobliwe.

3° — Zbidr predkosei uogdlnionych ¥ nie jest wypukly (na rys. 3 krzgywa MPN), wowczas
mozna go uczyni¢ wypuklym w sposob sztuczny zastgpujac ten zbidr najmniejszym zbio-
rem wypuklym go zawierajacym (odcinek MN na rys. 3). Moze wéwczas dojéé do poje-
dynczego przelaczenia sterowania pomiedzy punktami M i N, moze byé jednak wygene-
rowany stan nalezacy do owego uzupelnienia zbioru, ktéry sam do zbioru ¥ nie nalezy,
a otrzymywany jest w wyniku nieskonczenie czgstych przelaczen sterowania pomiedzy
punktami zbioru ¥ (punktami M i N na rys. 3). Sterowanie odpowiadajace takiej sytuacji
bedziemy nazywali sterowaniem uwogdlnionym (chattering control).

Przytoczone przykiady wskazuja, Ze istotna ze wzgledu na istnienie rozwigzania w kla-
sie sterowaii przedziatami ciaglych wlasnoscia zadania jest wypuklo$é zbioru predkosci
uogdlnionych. Faktycznie znajduje to potwierdzenie w twierdzeniu egzystencijalnym
(porownaj [8], str. 284). Rozwiazanie zadania istnieje rowniez w przypadku szczegélnym,
gdy hamiltonian liniowo zalezy od sterowania (poréwnaj [8], str. 288).

Jezeli hamiltonian jest liniowo zalezny od sterowania, to na tuku osobliwym (przy-
padek 2°) pochodna hamiltonianu wzglgdem sterowania znika toZsamo$ciowo. Istotnie,
rozwazmy funkcjonal w postaci (4), to jest:

iB » ‘
J= f [p(t, )+ (2, x)uldt, 1
A
Z nastgpujacym réwnaniem stanu:
. dx
X == (22)
Hamiltonian ma wtedy postaé: ,
H= —g(,x)—yp(, x)ut+ Au. (23)
Dla zmiennej sprzgZzonej:
A= p(t, x) (24)

hamiltonian. nie zalezy od sterowania (jego pochodna wzglgdem sterowania znika)
Po wykorzystaniu (22) otrzymujemy nastgpujaca zaleZnosé:

da dp dy dx dy oy
_— —_—— T = . U, 5
dt ar  dx dt ot + ax (25)

Zmienna sprz¢zona A spelnia réwniez réwnanie (18):

. oH 3¢ oy ;
G T T T 26)

Odejmujac stronami réwnania (25) i (26) mamy:

2 2
w(t,x)=—alt—a—z=0, (VX))

czyli otrzymali$my réwnanie tuku osobliwego (poréwnaj (5)).
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Sterowanie na fuku osobliwym, dla hamiltonianu liniowo zaleznego od sterowania,
mozna wyznaczy¢ z warunku, e 9H(du jest tozsamosciowo réwne zeru. Otrzymujemy
wtedy cigg warunkow (poréwnaj [12, 20]):

oH d [ oH a2 { oH
H o, Z(_(97)_0, W(_&‘_)“o,..,. (28)

Mimo, ze w pierwszym warunku (28) pochodna dH/du nie zalezy od sterowania, to zalezy
od (x, 4, t), a zatem jej kolejne pochodne wzglegdem czasu moga jawnie zawieraé sterowa-
nie poprzez zwigzki (16) i (18). Nalezy jednak pamietaé, ze na fuku osobliwym warunek
konieczny Legendre’a-Clebscha spelniony jest jedynie w stabej postaci, dlatego trzeba
go badaé oddzielnie (poréwnaj [12, 18]).

3. Modele ruchu samolotu

W niniejszym rozdziale przedstawiono stosowany przez autora [9) model ruchu samo-
lotu traktowanego jak punkt materialny oraz pokazano przy jakich dodatkowych zalo-
Zeniach upraszczajacych moZna z tego modelu otrzymaé model najprostszy, tak zwany
model energetyczny [13]. Wszystkie modele ruchu badane w cytowanej literaturze mieszcza
si¢ w podanym przedziale, chociaz, z uwagi na rozmaito§¢ zatozen upraszczajacych poczy-
nionych przez ich autordéw, trudno omawiaé kazdy z nich oddzielnie. Model energe-
tyczny bedzie natomiast wykorzystany w rozdziale 4.

Zakladamy, Ze samolot ma stale zachowana réwnowage momentéw podtuznych
i jest traktowany jak punkt materialny poruszajacy si¢ w plaszczyZnie pionowej wzgledem
plaskiej powierzchni nieruchomej Ziemi. Zaktadamy ponadto, e wektory ciggu P; oraz
predkodci lotu ¥ s3 wspélliniowe. Sily dzialajace na samolot przedstawiono na rysunku 4.

My

Rys. 4. Sily dzialajace na samolot

Z twierdzenia o pochodnej pedu wzgledem czasu otrzymujemy (pordwnaj [97):

MZ—I; = NPopax—Pr—Mgsiny, (29)
. dy
MV ——- = P,—Mgcosy. (30)

dt
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Powyzszy uklad réwnan uzupelniaja dwa zwiqzkf kinematyczne:
dn
717 = VSmy, (31)

dx
dt = Vcosy,” (32)

oraz zakladajac, Ze zmiana masy nastgpuje tylko w wyniku spalania paliwa, réwnanie
zmiany masy samolotu:

d
M~ 0. (33

Sita no$na P, i opér P, sa funkcjami predkoéci V, wysokoéci lotu A oraz kata natarcia,
a wspdlczynnik jednostkowego zuzycia paliwa Q zalezy od predkosci i wysokosci lotu.

Roéwnania (29)+ (33) tworza uklad réwnan stanu (16). Zmiennymi stanu sg wielkosci
stojace pod znakiem pochodnej, za$ zmiennymi sterujgcymi te wielkoéci, ktére nie dadza
sie wyrazié jako funkcje zmiennych stanu i czasu. WskaZnikiem jakosci jest masa zuzy-
tego paliwa w chwili koncowej m(tg), gdzie:

t
m(t) = [nQdt; m(1,) =0. (34)
14
Zamiast tego zwiazku wygodniej poshigiwaé si¢ réwnaniem:
dm .
o =9 (3%

z warunkiem poczatkowym m(z,) = 0. (Zachodzi oczywisty zwigzek miedzy masa samo-
lotu M a masa zuytego paliwa m: M(t) = M(t,)—m(1)).

W sformulowanym zadaniu zmienne stanu w chwili poczatkowej z, sa okreslone,
natomiast w chwili konicowej z5 moga by¢ ustalone lub dowolne. Zasigg lotu (xz—x,4)
jest zadany, czas przelotu (t5—1,) nie jest z géry znany i wynika z rozwiazania zadania.
Z uwagi na to, ze réwnania stanu s3 autonomiczne, zaé calkowanie réwnah rézniczko-
wych najlepiej przeprowadza¢ w znanym przedziale zmiennej niezaleznej, zamiast czasu
t wprowadza sie¢ zwykle nowa zmienna niezaleZng x wykorzystujac réwnanie (32). (Za-
gadnieniem analogicznym do rozwazanego jest zadanie maksymalizacji zasiggu lotu,
woéwczas wygodnle jest za zmienng niezalezna uwazaé zuzyte paliwo, ktorego ilogé prze-
Znaczona na przelot jest z géry znana),

Uproécimy teraz réwnania ruchu samolotu (29)-+ (33) otrzymujac tak zwany model
energetyczny. Wprowadzamy w tym celu nows zmienna stanu — energi¢ wlasciwa samo-
Iotu okreslona zwigzkiem

2
E=htb. (36)
2g
Rézniczkujac ten zwiazek wzgledem czasu, po uwzglgdnieniu (31) mamy:
—‘iE—'——Vm y+——d—V. - ) (37N

dt g dt
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Po wyznaczeniu z tego réwnania d¥/dz i wstawieniu do réwnania (29) otrzymujemy:

Mg ( dE . .
—7(7— Vsin y) = 1 Pypax— Px— Mgsiny, (38)
skad: .
dE | 4
dt (nPrmax —Px) m . (39)

Jest to najprostsze réwnanie rézniczkowe opisujace dynamike samolotu. Wyraza ono fakt,
Ze roznica mocy dostarczanej do ukladu i mocy traconej na skutek dyssypacji jest réwna
przyrostowi energii tego uktadu, stad tez nazwa modelu opisywanego tym réwnaniem —
model energetyczny. Ruch samolotu opisany jest wtedy réwnaniami (39), (36) oraz ZWigz-
kami otrzymanymi z zaleznosci (30) 1 (32) przy zalozeniu, Zze dy/dt = 0 i, Ze kat pochy-
lenia trajektorii y jest maly:

P,=Mg, _ (40)
dx .

Energetyczny model ruchu samolotu nie wymaga aby predkosé ¥ i wysoko$¢ lotu £
byly cigglymi funkcjami czasu. Obie te funkcje moga doznawaé nieciggloéci pod warun-
kiem, Ze energia wlaiciwa FE jest ciagly funkcja czasu. Wlasnosé ta odgrywa istotna role
w zagadnieniu rozpedzania z jednoczesnym nabieraniem wysokosci [13].

4. Rozwiazanie zadania dla modelu energetycznego

Celem niniejszego rozdziatu jest pokazanie, Ze dla energetycznego modelu ruchu samo-
lotu przy zaloZeniu stalej wysokosci lotu mozna wzglednie prosto otrzymaé rozwigzanie
optymalne metoda Mielego. Rozwigzanie to zawiera luk osobliwy odpowiadajacy lotowi
ustalonemu, co jest zgodne z intuicjg i praktyka. Odstapienie od zaloZenia o statej wyso-
kosci lotu prowadzi do zaskakujacego wniosku. Nie tylko otrzymane poprzednio rozwia-
zanie nie jest optymalne, rozwiazanie zadania moze w ogéle nie istnieé w klasie sterowan
* przedziatami ciaglych.

Przy zalozZeniu, Ze lot samolotu o stalej masie M odbywa si¢ na stalej wysokosci (h =
= const.) réwnania (39) i (35) po wykorzystaniu (41) przybieraja postacie:

av

—d.—x— = (nPsmax_Px)/MV’ | (42)
o v @)

Zagadnienie minimalizacji zuzycia paliwa, dla zadanych warunkéw brzegowych:

E(x4) = EA} E(xp) = Ez, m(x) =0, (“44)
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mozna sprowadzi¢ do zagadnienia minimalizacji catki liniowej:

B B
e = [ 12 5= [ yav+gmyas, (45
A 4
gdzie funkcje »(V) i p(V) mozna okresli¢ wyznaczajac n ze wzoru (42), wtedy:
oM QM P(V)
Q/)(V) - Psmax ? ¢<V) = VPsmax ' (46)

Posta¢ funkcjonatu (45) jest analogiczna do postaci danej wzorem (4). Przyjmujac, Ze
biegunowa samolotu dana jest w klasyczny sposéb:

Cx = Cx0+Ksz> (47)
po wykorzystaniu (40) z drugiego warunku (46) otrzymujemy:
QCc,V ocC
(p(V) = Psmlax + Psmax 2V3 ’ (48)
gdzie:
2M?*g?K

C, = 0.508Cyy, C,= (49)

N
Przy zaloZeniu, & Py, O, Ci, C, nie zalezg od predkosci lotu, funkcja fundamentalna
rozwigzania (6) ma postaé:
_ 9y dp QG 30C,
Rl " A S R (50)

Po przyréwnaniu jej do zera otrzymujemy rozwiazanie optymalne na huku osobliwym

Py —
V= ]/ 366,;2 = const. (5D
Z powyiszego warunku oraz z réwnania (42) wynika, Zze na huku osobliwym trajektorii
optymalnej cigg posredni silnika stale réwnowazy opdr aerodynamiczny samolotu:

Ps"—‘P.smaxn = P,. (52)

Granice obszaru rozwigzan dopuszczalnych na plaszczyZnie (x, V) wyznaczaja krzywe
poprowadzone z punktéw poczatkowego i koficowego, a otrzymane ze scatkowania réw-
nania (42) dla n =01 5 = 1.

Przyktadowe rozwiazanie zagadnienia dla samolotu klasy TU-134A zawiera rys 5.
Sklada si¢ ono z trzech odcinkéw: skrajnych, na ktérych ciag jest minimalny P, =0
i srodkowego, gdzie ciag ma warto$é posrednia.

Qdstapienie od zalozenia o stalej wysokosci lotu prowadzi do istotnych komplikacji.
Metody Mielego nie mozna zastosowaé, co wigcej, nabiera znaczenia kwestia istnienia
rozwigzania w klasie sterowan przedzialami ciagtych. Twierdzenie egzystencjalne (patrz
[8] str. 284) wymaga bowiem, aby zbiér predkosci uogélnionych byt wypukty. Dla ener-
getycznego modelu ruchu samolotu warunek ten nie jest spetniony, na co zwrdcono uwage
w pracy [19].
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Rys. 5. Rozwiazanie zagadnienia dla statej wysokosct lotu

Pokazemy teraz, ze uzyskane poprzednio sterowanie, w przypadkun gdy wysokoéé
lotu moze by¢ zmienna, nie jest optymalne. Lepsze od niego jest sterowanie uogdinione.
Rozwazmy ruch samolotu opisany modelem energetycznym. Réwnania tego modelu
po zmianie zmiennej niezaleZnej, sa nastepujace (poréwnaj zwiazki (39), (35), (40), (41),

G6):

dE ; :
G = E = (1P~ P2)| Mg, (53
dm ;
—r =™ =2V, 9
.= Mg, (55)
VZ
E=h+ Tg— . (56)

Minimalizowana jest masa zuzytego paliwa m(xp) przy warunkach brzegowych (44),
przy czym dla ustalenia uwagi przyjmujemy, Ze:

E(x,) = E(xp) = E,. (57
Biegunowa samolotu opisanajest zalezno$cia (47), za$ o wielkoéciach Piax, O, 0> Cyos K,

podobnie jak poprzednio zakladamy, Ze sg state. Dokonamy zamiany zmiennych w po-
dany w pracy [6] sposo6b:

E = E(Po/P.)pa> | (59
7= mV,,p]0, (59

gdzie (P,/Py)yax jest doskonaloScia maksymalng przy speinionym warunku (55):
(PofPJmax = ME|Ppor (60)
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P.mo jest minimalnym oporem przy spelionym warunku (55), V., jest predkoscia lotu
przy jakiej wystepuje opdr minimalny P, za§ p = Psuax/Pyxme. Po wykonaniu prostych
przeksztatceri réwnania (53), (54) przybieraja postacie:

A 1 1
E =77p—-'—2_(u2+"u—2), (61)
' = 1pfu, (62)
gdzie u jest predkoscia bezwymiarowa u = V/V,,,. Po wyeliminowaniu » z réwnan 61
i (62) mamy:
E' = 0—0.5[(a/m')? + (' [06)?] = f(i', 0), (63)
gdzie 0 = np (0 € o £ p). _ .
"~ Dla wybranego samolotu i ustalonych wspolczynnikéw wykorzystania ciagu % e
€0, 1) réwnanie (63) przedstawia rodzing krzywych pokazanych na rys. 6. Zakreskowana

m’ 4

gl-

% -2 U o 2 4 g/
Rys. 6. Dyskusja rozwigzania zagadnienia dla zmiennej wysokosci lotu

cze$¢ wykresu reprezentuje zbidr predkosci uogdlnionych. Réwnanie (63) nie zalezy
od czasu ani od wspélrzednej poziomego polozenia samolotu x, zatem otrzymany z niego
wykres jest stuszny w réznych chwilach czasu. Odcinek RU wykresu odpowiada lotowi
szybowemu, gdyz dla 7’ = 0 z réwnania (62) wynika, ze n = 0. Punkt U o wspolrzed-
nych (-1, 0) odpowiada lotowi szybowemu na takim kacie natarcia, Ze opor jest mini-
malny, wtedy z réwnania (61) wynika, ze u = 1. Krzywa UCD jest obwiednia rodziny
krzywych danych réwnaniem (63), przy czym o zmienia sig od 0 do p. Dla typowych samo-
lotéw zbidr predkosci uogdlnionych (zakreskowany obszar na rys. 6) nie jest wypukly,
co pociaga za soba istotne nastepstwa. Lot ustalony E' =0 spelnia warunki brzegowe
E(x,) = E(xg) — odpowiada mu punkt C wykresu. Punkt G pozwala jednak na zmniej-
szenie zuzycia paliwa, gdyz odpowiadajaca mu warto$é m' (a wiec ilo¢ zuzytego paliwa
na jednostke odleglosci) jest mniejsza. Sterowanie odpowiadajace temu stanowi moze
by¢ wygenerowane w wyniku nieskoniczenie czestych przelaczen ciggu pomiedzy punkta-
mi U {n=0)1iD (n=1), zatem lot ustalony dla przyjetego modelu ruchu samolotu
nie jest optymalny, co wigcej optymalne sterowanie ciagiem moze nie naleze¢ do klasy
funkcji przedziatami ciagtych.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3/88
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5. Uwagi o rozwigzaniach zadania

Przedstawiony w rozdziale 4 przyklad wskazuje na to, ze do zadania minimalizacji
zuzycia paliwa nalezy podchodzié do$é ostroznie. Znajduje to odzwierciedlenie w cyto-
wanych opracowaniach tematu. Do$§¢ wezesnie zauwazono bowiem, Ze rozwigzanie zada-
nia powinno uwzgledniaé tuki osobliwe, gdyZz wystgpowaly one w podobnych zagad-
nieniach dotyczgcych lotu rakiet w atmosferze. Zadania. takie z powodzeniem rozwig-
zywal Miele opracowang przez siebie metoda juz pod koniec lat pigédziesiatych (prace
te zostaly zebrane w publikacji [11]). Metoda ta, choé bardzo skuteczna, stosunkowo
rzadko moze byé stosowana, gdyz dotyczy jedynie funkcjonaléw w postaci (4). Dopiero
rozwdj metod wspodlczesnej teorii sterowania optymalnego dostarczyt narzedzi pozwala-
jacych na dalsze badanie problemu. Juz w 1971 roku podano wynik badania zbioru
pr@dkoéci' uogélnjonych dla energetycznego modelu ruchu samolotu F4 [19]. Zbidr ten
nie jest wypukly, a co z tego wynika, lot ustalony nie jest optymalny. Lepszy od niego
jest lot ze sterowaniem uogdlnionym ciggiem. Jedynie dla dystanséw lotu na tyle krétkich
aby lot ustalony w ogdle nie wystepowal, optymalna trajektoria sklada si¢ ze wznoszenia
na pelnym ciagu i lotu szybowego. Warto w tym miejscu zaznaczyé, Ze sterowanie prze-
laczne o czesto$ci przelaczen na tyle duzej, aby mozna je byto uzna¢ za przyblizenie ste-
rowania uogélnionego, nie jest realizowalne praktycznie. Zmiana obrotéw wspdélczesnego
silnika lotniczego wymaga kilkunastu sekund, nie méwiac juz o kwestiach trwatosci
sprzetu i komfortu lotu. Te wzgledy zapewne sprawily, Ze autorzy opracowania [19] w dal-
szych swoich pracach poszukiwali takiego modelu ruchu samolotu, dla ktérego trajektoria
optymalna bylaby zblizona do stosowanej w praktyce. W artykule [14], dla energetycz-
nego modelu ruchu wzbogaconego o réwnanie (31), pokazali oni, ze sterowanie posred-
nie ciggiem dla warunkoéw lotu ustalonego moze byé optymalse na tuku osobliwym.
Sterowanie to spelnia wéwczas warunki (28). Powyzszy rezultat zostat podwazony przez
Speyera [16], ktéry wykazal, ze rozwigzanie ustalone nie spelnia warunkéw koniecznych
Legendre’a-Clebscha. W kolejnym artykule polemicznym [15] Schultz pokazal, ze dla
modelu ruchu z pracy [14] wzbogaconego o réwnanie (30) sterowanie na tuku osobliwym,
odpowiadajace warunkom lotu ustalonego, spelnia warunki Legendre’a-Clebscha. Jed-
nakZe i ten rezultat zostal podwazony. W artykule [17] Speyer wykazal, ze dla przyjetego
przez Schultza modelu ruchu samolotu lot ustalony nie jest optymalny dla dostatecznie
dlugich czaséw lotu (powyzej 2.8 min.). Warunek konieczny Jacobiego nie jest wtedy
spelniony. Speyer wykluczyl réwniez sterowanie uogéinione jako nie optymalne. Mimo,
iz cytowana praca nie zawiera metody wyznaczenia sterowania optymalnego, jej autor
pokazal, Ze sterowanie okresowe ciagiem i sila noéna powoduje zmniejszenie wskaznika
jakoséci w poréwnaniu z lotem ustalonym. Zysk ten nie jest jednak duzy, nie przekracza
bowiem pot procenta. Tak wige poszukiwania modelu ruchu samolotu, dla ktérego lot
ustalony okazalby si¢ optymalny nie zakosnczyly si¢, jak dotad, powodzeniem.

Wydaje sig, ze prace dotyczace sformulowanego zadania mozna podzieli¢ na dwie
gléwne grupy:

— pierwsza, stara si¢ oszacowaé ile mozna zaoszczgdzié paliwa stosujgc sterowanie
uogdlnione lub sterowanie okresowe [5, 6, 17]:

— druga, kierujac si¢ wzglgdami praktycznymi, poszukuje rozwigzan suboptymal-
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nych otrzymanych w wyniku zaloZenia, Ze rozwiazanie istnicje w klasie sterowan prze-
dziatami ciaglych z uwzglednieniem tukéw osobliwych [9] (co w $wietle przytoczonych
rozwazan nie jest zupelnie pewne), badz zalozen réwnowaznych: o stalosci kata natarcia
7], o statosci wysokosci lotu [1] lub o réwnosci oporu aerodynamicznego i ciagu [2]
na odcinku trajektorii odpowiadajgcemu lotowi ustalonemu.

Jezeli idzie o pierwsza grupe prac to najpelniejsze oszacowanie oszczedno$ci zuzycia
paliwa dla modelu energetycznego mozna znaleZé w pracy [6]. Sterowanie uwogdlnione
w pordéwnaniu ze sterowaniem odpowiadajacym lotowi ustalonemu daje oszczednoscl
zalezne od parametril p = Pgpge/Pem, 1 53 one tym wieksze im wigkszy jest ten stosunek
(a wiec dla samolotéw o duzym nadmiarze ciagu w lotach na niewielkich wysokoéciach).
W skrajnych przypadkach, dla nowo projektowanych samolotéw, zysk ten moze siggaé
30%. Dla istniejacych samolotéw w lotach na duzych wysokosciach zysk ten nie przekracza
kilku procent, co jest wielkos$cia poréwnywalna z bledami wskaznika jako$ci wynikajg-
cymi z uproszczen modelowych.,

Jesli idzie o druga grupe prac to na uwage zashuguje praca [1] ze wzglgdu na prostote
stosowanej tam metody, a co za tym idzie, na szybko§¢é wykonywania obliczen, co w za-
stosowaniach praktycznych ma istotne znaczenie [10].

6. Uwagi kencowe

W pracy pokazano, ze dla tego samego energetycznego modelu ruchu samolotu, ale.
przy réznych zalozeniach odnoénie stato§ci wysokosci lotu, rozwigzania zadania minima-
lizacji zuzycia paliwa moga byé jakosciowo rézne. Przy zalozeniu, Ze lot odbywa si¢ na
stalej wysokosci, rozwigzanie ustalone (V = comst., 7 = const.) spetnia warunki konieczny
i wystarczajacy optymalnos$ci, wynik ten jest zgodny zaréwno z twierdzeniem egzysten-
cjalnym (patrz [8], str. 288) jak i z intuicjg. Préba uogdlnienia otrzymanego wyniku na
przypadek zmiennej wysoko$ci lotu moze prowadzié do bledu, gdyZz nie sa spelnione
zatozenia twierdzenia egzystencjalnego o wypuklosci zbiora predkosci uogdlnionych
(patrz [8], str. 284). Sterowanie uogdlnione jest wtedy lepsze od sterowania ustalonego,
co nie jest zgodne ani z intuicja, ani ze stosowana praktykg. Bardziej zlozone modele
ruchu samolotu wymagaja dalszych badan charakteru rozwigzania zadania.
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Pezwome

MHUHHUMAJIN3ALUA PACXOIA TOIUIMBA B ITOJIETE II0 3AJAHHOM PACCTOSHUHU

3ajaua MIUHUMANR3ALUH PACKOA3 TOTUIMBA CaMONETA B IOJIETE IO 33/IAHHOM PACCTOSHHM, XOTA MpoLI-
JI0 MHOTO JIET OT €if HopMyIMpOBKH, He HalUIa A0 CHX Iop ynoxsnemopm-em;ﬂoro pewieruss. B craten
TIOKa33HO, YTO OCHOBHAA TPYAHOCTh 3AKIHOYACTCS B TOM, UTO €CAM AJIA ONpPEJeIEHHON XIOCIOSTHHON BbI-
COTRI IoNETA ONPEXENEHHOE YIPaBIeHHE N3 KIIAcCa KYCOUHO HEIPEPLIBHBIX (hyHKIMM MOMKET BLIIONHATE
KOHEUHBIE M HEOOXOoMMMBIE YCHOBHS OXTHMANLHOCTH HA CHHTYJIAPHON Ayre, TO INA IIEPEMEHHOH BLI-
COTBI HoNéTa ONTHMANLHOE YIPABJIEHME B OTON KIACCE MOMKET HE CYIIECTBOBATE. B crarby maercsa obaop
HEKOTOPBIX NOHATHI TEOPHH ONTHMATIBHOIO YIIPABJICHHA, a2 TAloKe 0630p IpHMEHSIeMbIX MoAeneH mBu-
xenuA camonéra. Ha srom (oHe yxasaHo, Ha OCHOBE IMTHDPOBAHHOI JIMTEPATYDHI, OCHOBHOC HANpaB-
JIeHus pelleHHs 3a]auu. '

Summary

MINIMIZATION OF FUEL CONSUMPTION DURING FLIGHT ON A GIVEN DISTANCE

The problem of minimum fuel consumption by the aircraft for a given distance flight has been consi-
dered for years in many papers, however, the satisfactory solution of that problem has not been found yet.

In the paper it has been shown, that the solutions for control in the form-of piecewise functions exist
only for the flights of constant altitude, but may not exist for the more general cases. Some concepts of
optimal control theory are also discussed, models of aircraft motion are reviewed and, on the base of cited
references, basic directions of conducting the research are pointed out.

Praca wplynela do Redalcjl dnia 4 wrzesnia 1987 roku.



