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W niniejszej pracy podano numeryczne rozwigzanie dla geometrycznie nieliniowych
drgaf wlasnych belek ciaglych ktérych konce sa sprezyscie podparte w kierunku pozio-
mym. Pomini¢to poziome i obrotowe sily bezwltadnosci a belki traktuje si¢ jako uldady
z ciaglym rozkladem masy. Zastosowano pode_]sc1e wariacyjne, metod¢ elementow skon-
czonych oraz pewng procedure iteracyjna do wyznaczenia nieliniowych czestosci i postaci
drgan. Podano wyniki przykladowych oblicze numerycznych.

1. Wstep

Belki poddane drganiom o duzych amplitudach nalezy traktowaé jako ukiady nie-
liniowe. Analiza drga’ wlasnych oraz ustalonych, harmonicznie wymuszonych drgan
belek jednoprzgstowych byla przedmiotem szeregu publikacji spoéréd ktérych dla przy-
ktadu mozna wymienié prace [1+ 14]. W pracach [1+7] do rozwigzania problemu uzy-
wano przyblizonych metod analitycznych, 2 metode elementdw skonczonych zastosowano
w pracach [8-+14].

Przeprowadzono szczegétowe analizy wplywu poszezegdlnych parametrow belki na
czgstodel drgan wlasnych, We wszystkich pracach zgodnie stwierdza si¢ zasadniczy wplyw
odksztatcer osi belki oraz braku swobody przesuwu koficéw belki w poziomie na jej nie-
liniowe zachowanie. W pracach [7, 12] wykazano réwniez, Ze sprezyste podparcie koficow
belki w poziomie znaczaco zwigksza czestosci drgan wlasnych. Ponadto w [3, 13] stwierdza
si¢ nieznaczny wplyw poziomych sit bezwladnosci na czestosci drgan. Belki jednoprze-
stowe charakteryzuja si¢ wzrostem czgstoéci drgan wraz ze wzrostem amplitudy. Rzadko
wystepujace przypadki dla ktérych nastepuje zmniejszenie czgsto§ci drgan przy wzrasta-
jacych amplitudach oméwiono w [12].

W pracy [6] wykazano istotny wplyw nieliniowego, sprgzystego podparcia belki
w kierunku pionowym na czestoéci i postacie drgan.

Problem sprzgzenia postaci drgan w stanie ustalonym drgan harmonicznie wymu-
szonych analizowano w pracy [5], a w [14] podano nowa numeryczna metod¢ analizy
drgan ustalonych w otoczeniu rezonansu gléwnego.
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Autorowi nie sa znané prace dotyczace probleméw nieliniowej dynamiki belek ciag.
tych.

Niniejsza praca podaje przyblizone rozwigzanie zagadnienia drgan wlasnych geome.
trycznie nieliniowych belek ciagtych. W szczeg6lno$ci wyznacza si¢ nieliniowe czestodci
i postacie drgan. :

Podano wariacyjne sformulowanie problemu. Zalozono rozwiazanie harmonicznie
zmienne wzglgdem czasu, a wzgledem zmiennej prezestrzennej problem .sprowadzono do
rozwiazania nieliniowego zadania na wartoSci wlasne. Nieliniowy problem wiasny roz-
wigzano numerycznie. Zastosowano metodg elementow skoficzonych oraz wyprowadzono
dynamiczne macierze mas i sztywnodci elementow.

2. Sformulowanie problemu i jego rozwiqzhnie

W pracy analizuje si¢ drgania wlasne belek wieloprzgélowych opartych na niepodat-
nych podporach. Skrajne podpory maja wigzy sprezyste o wspodlczynnikach podatnoici
ko i k, krepujace swobodg przemieszczania koricdw belki w kierunku poziomym. Na belkg
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Rys. 1. Widok rozpatrywanej belkl

dziata osiowa sila statyczna S, masa belki jest roztozona w sposéb ciagly na jej dtugodci,
a ponadto w pewnych punktach sa skoncentrowane masy skupione. Moment bezwlad-
nosci I(x), pole przekroju poprzecznego A(x) oraz jednostkowa masa belki m(x) sq stale
na pewnych odcinkach belki. Przykladowa belke wraz z uzywanymi oznaczeniami poka-
zano na rys. 1. .

Zwiazki geometryczne dla rozpatrywane_] belki majq postaé:

ou ow 2w
o= ‘3?*7(‘5?) T @D

gdzie u, w, &, % oznaczaja kolejno: poziome i plonowe przemieszczenie belki, odksztal-
cenie osi belki oraz jej krzywizne.

Zaktadajac, Ze poziome oraz obrotowe sity bezwtadnosci sa pomijalnie mate, z warunku
réwnowagi Z x = 0 i po uwzglednieniu (2.1);, otrzymamy nastepujace wyrazenie na sil¢
normalng w belce wywolana odksztalceniami osi belki:

NG = EA(x) [g—z + % (%:_) 2] . 22

Catkujac (2.2) w granicach od O do ! oraz uwzgledniajac warunki brzegowe u(0) =
= koN(t), u(l) = —k,N(t) mozemy wyraZenie na silg N(r) zapisaé w postaci:
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1

a 2
; N@) = 25 21k (793’.) dx, (2.3)

gdzie k=d +£A—(ko+k,.), d= Z l.A[l4., A oznacza poréwnaweze pole przekroju

poprzecznego belki. Ze wzoru (2. 3) Wymka Ze sila normalna N(¢) jest stala na dhugosci
belki.

Po wykorzystaniu powyzszych spostrzezen energie potencjalna i kinetyczna rozpatry-
wanego ukiadu mozna zapisa¢ w postaci:

1
EI(x) ( x4 f SN(t) N et
) EA(x) ) 2EA(x) 2.4)
+SN(2) - (ko+kn)+ N2(t) - (ko+ky),
1 n
K= [ 5 m@yics, t)dx+2—;— Mv2(). @.5)
0 e=]

Dwa ostatnie skiadniki w (2.4) uwzgledniaja wptyw podatnosci skrajnych podpér.
Poniewaz poszukujemy rozwiazan okresowych, wigc zakladamy, Ze w pierwszym
przyblizeniu przemieszczenia dynamiczne belki mozna aproksymowaé funkcja o postaci:
w(x, t) = av(x)coswt, .6)
gdzie v(x) oznacza nieliniowa posta¢ drgafi unormowang w ten sposéb aby dla x = X,
v(X) = 1, « amplitude drgad punktu x = X belki a w nieliniowa czgsto$¢ drgan. Rozwia-
zanie powysze spelnia warunki poczatkowe o postaci: w(x,0) = av(x), w(x, 0) = 0.
Jak wynika, np. z pracy [15], przyjecie w omawianym przypadku harmonicznego prze-

biegu drganii w czasie dobrze przybliZza rozwigzanie dokladne.

T
Podstawiajgc (2.6) do catki dzialania W = L f (K- U)dt oraz calkujac wzgledem czasu

w przedziale réwnym poszukiwanemu okresowi drgan T = Zn/w otrzymamy funkqo-
nal o postaci:

] . .
W) = %f wretmGw () drt g D) P Mvi- f o2EI(x )(‘(leg) dx—
o e=1

1 ‘ . 2.7
_ [ SC(z, ocz) f 3C%(v, 0% (1 3 2)
of 3EAG) T6EAG) 5 SC+1g ) kot o)
gdzie:
Edc? [ do 2
2y — ® b -
C(Y_)’ o?) = 2T ( T ) dx = const.

5 Mech, Teoret. i Stos. 3/88
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Warunek stacjonarnosci funkcjonatu (2.7) dla m(x) = m, M, = 0, A(x) = 4, I(x) = |
prowadzi do réwnania réZniczkowego o postaci:
d*v 3 d*v
. EIW - I:S-*-—Z C('U, az)] dx2 —wzm'zz(x) ={. (28)
Jaﬁ'c wykazano w pracy [7] rozwiazanie réwnania (2.8) dla jednoprzestowej belki ma
postac:

v(x) = Dychd — +D2 sh¢$—+D3 COSY — +D4Sinv il (2.9)

/
gdzie D,, D,, D;, D, to stale, oraz:

_ P Y _
6_]/"/4+ﬂ+2, p =

p* = o*mi*[(ED), y* —12(S+ C)/(EI)

b

(2.10)

Nieliniowo$¢ zadania wymaga ustalenia wlasciwej wartosci statej C. Mozna ja wy-
znaczyé stosujgc iteracyjny sposéb postgpowania podany w pracy [7].

Dla belki ciaglej stosuje si¢ metode elementéw skofczonych dla wyznaczenia nieli-
niowej postaci drgafi v(x). Belkg dzieli si¢ na elementy w ten sposéb aby w kazdym typo-
wym elemencie ¢ masa jednostkowa belki m(x) = m,, pole przekroju poprzecznego
A(x) = A., oraz jego moment bezwladnodci I(x) = I, byly stale. Ponadto miejsca wyste-
powania podpdr oraz mas skupionych winny pokrywaé si¢ z brzegami elementéw. Zwia-
zek (2.9) mozna teraz przyjaé jako rozwiazanie dla pojedynczego elementu skorczonego,
a stale D, potraktowaé jako uogélnione parametry weztowe.

Macierzowa postaé zaleznoéci (2.9) jest nastgpujaca:

2(x) = N'q,, (2.93)
gdZie: Nt(x) = {NI’N2’N3’N4}’ qe = {Di, ;; g; Di})

N, = ché,&, N, = shé.&, Ny = cosy. &, N, = sinv,é&,

= x/[e, ‘82' = wzmel:/(EIe), 73 = l?z' (S'*’% C)/(Ele),

4 4 2
5 = Ve _pe, Ve - Ve 4 _ Ve
. ]/l/ 4 TPt e l/]/ 7 P 5

a () oznacza transpozycje macierzy.

-
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Rys. 2. Element belkowy
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Kinematyczne warunki na brzegach elementu o(—0,51,) = 22, 2(0,5) = 2§,

do = @, —— = @f (poréwnaj rys. 2) pozwalaja na napisanie réwnarn:
dx |x=—051, dx |x=0,1,

ve=A;'q., q.=A.v,, 2.1
gdzie: vi= {05, @i, v5, P&}
V.5F,, ~1SF,, v3F,, I¢F,
1 v, F,, I§F,, —v,cF,, I.5F,
A= 2F F, | 6,8F,, LCF,, 6,5F,, ~LCF. |
- —6,CF,, —1,SF,, 6,CF,, —L&8F, |

Fy, = 8,Cc—v,53, F, =,C5+ 8,88, &= cosv,[2, § = sinv,/2, "1
C = ché,/2, S=shd,/2. 2.12)

Podstawiajac (2.9a) i (2.11) do (2.7) mozemy funkcjonat W(v) zapisaé w nastepujacej
postaci macierzowej:

(V) = - 02V MV —% aZV’KV—% CV, 0?)— 121;‘ SV, @), QT8

gdzie:

n

Eda? 2 Eda?
2y — t — t
C(V, o) 2k £ veB.ve = —— VBV, (2.13)

t R f f T t
v - {VI,VZ,---,ve, '-'5vn}a

M = M, +M,, M, oznacza diagonalng macierz utworzong z mas skupionych. Globalne
macierze M,, K, B powstaly w wyniku agregacji odpowiednio macierzy M., K., B,
elementu. Postacie M., K., B, podano poniZej:

M. = AX.A,, K. =AYA, B, =AZA,

1 2 ]

WFS’ O, WFZ, 0

”—;— . 0’ —Z].XF4, 0, —CS.E%Z_FI
X.= [ m(x)NN'dx = ml . ,
=ls L O _lF O
2 02422 ¥ ’ 2% %
2 1
O, 62—-|'-1’2F1’ O, '2_’VF6

5%
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§3 26%2 T
——2—F3, 0, —'W Fz, 0
&3 26%%
o 0, — e 0, 5,7
= —13 2621;2 ")3 ’
e 0 2t 0
206%? »3
0, - 5~ ’ 09 F
B 02492 2 6 ]
-5 26y ]
—E—F4, 0, _W Fy, 0
L 0 2.0y
> 0, —Z—F:,', 0, WFZ
Z,= [ N'N"dgx=1/]
) ! 2 g 0 2 F 0 ;
-z T8 Tl ? 2°®
2.6v v
0 WFZ’ 0, "i‘Fs
2.14)
o e —— e d
Fy = 84+2S5C, Fy, = 25C—0, Fs =v+25¢, Fs =v—25¢, () =

We wzorach (2.14), dla uproszczenia zapisu, opuszczono indeks e przy /, m, I, 9, ».
Warunek stacjonarnosci funkcjonalu (2.7a) 6W(V) = 0 prowadzi do ponizszego
réwnania:

w’MV—KV — [S+% (v, az)]BV =0. (2.15)

Roéwnanie (2.15) tacznie z odpowiednimi warunkami brzegowymi definiuje tzw. nie-.
liniowy problem wlasny [6, 10, 16 +18]. Kwadrat czg¢stosci drgast wiasnych jest nieliniowa
warto$cia wlasng, a wektor V nieliniowym wektorem wlasnym. Zauwazmy, Ze macierze
M, K, B oraz stata C sa ztoZzonymi funkcjami w i V.

Rozwigzujac powyzszy problem wiasny wyznaczymy w i V a tym samym rozwiagzemy
postawione w pracy zagadnienie. Rozwiazanie problemu liniowych drgafi wtasnych otrzy-
mamy po rozwigzaniun réwnania macierzowego (2.15) w ktérym formalnie podstawimy
=0,

Metod¢ rozwigzania nieliniowego problemu wiasnego opisano w nastgpnym punkcie
pracy.

3. Rozwijzanie nieliniowego problemu wlasnego

Teoria nieliniowych probleméw wiasnych jest do tej pory stosunkowo stabo opraco-
wana. Tym niemniej opracowano juz kilka efektywnych metod numerycznych za pomoca
ktérych mozpa uzyskac rozwigzanie. Omowienie tych metod mozna znalezé w pracach
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[17, 18]. W pracy [19] podano nowg metod¢ rozwiazania bedaca rozszerzeniem metody
wektorow iterowanych na przypadek nieliniowy.

Przystepujac do opisu metody rozwigzania problemu wlasnego opisanégo réwnaniem
(2.15) zaktadamy, Ze interesuje nas tylko jedno z rozwiazan ktére dla « zmierzajacego do
zera przechodzi w wybrana postaé 1 czgstodé drgan belki traktowanej jako ukltad liniowy.
Ponadto dazymy do numerycznego wyznaczenia krzywej szkieletowej i wobec tego zamie-
rzamy okreéli¢ w i V dla ciagu rosngcych wartoéci parametru a.

Rozwigzanie uzyskuje si¢ za pomoca opisanego ponizej procesu iteracyjnego. Zakla-
damy, Ze dla danej wartosci « znane jest przybliZenie poczatkowe C, w i V oznaczone przez
C;, w;, V; (indeks i oznacza numer iteracji).

Wybor poczatkowego przybliZzenia rozwiazania w zasadniczy sposéb wplywa na zbiez-
no$é procesu iteracyjnego. Na podstawie do§wiadczenh numerycznych stwierdzono, Ze
szybka zbiezno§¢ uzyskuje si¢ przyjmujace pierwsze przyblizenia w sposdb nastepujacy:
a) dla « = 0 (poszukiwanie rozwigzania liniowego problemu wlasnego) C; = 0, V, = 0,

w, = a # 0, gdzie a jest oszacowaniem poszukiwanej liniowej czestodci drgan w;,
b) dla « = A« (pierwszy przyrost amplitudy drgan) jako pierwszy przyblizenie postaci

drgan przyjmuje si¢ wybrang liniowa postac, w, i C; wyznacza si¢ ze Wzorow:

. 3E4 (V'BV)?
2 2, O 2
Wf = of +—g7— S VMY Aa? = ] +nAoc G3.D
- Ed 2
Cy = V'BVA, (3.2)

gdzie elementy macierzy B, M okreéla sie przyjmujac C = 0, o = oy,

c) dla kolejnych przyrostéw amplitudy drgad (op. o,., = o, +4de) jako pierwsze przy-
blizenie postaci drgan wybiera si¢ postaé wyznaczong dla «, a @, i C, wyznacza sig
ze Wzoréw:

w} = of+9 o3y, (3.3

= Ca ")( T2 ) | (3.9)

Wykorzystujac zwiazki (2.12) i (2.14) mozna, znajac C;, w;, V;, okxesli¢ macierze ‘
M., K., oraz B, a nastgpnie wygenerowaé macierze globalne M, K, B. Operacji tych nie
mozna wykona¢ tylko wtedy gdy w, pokrywa si¢ z jedna z liniowych czgstosci drgan w,,
elementu skonczonego traktowanego jako izolowana belka obustronnie utwierdzona.
W tym przypadku iloczyn wystepujacy w mianowniku wzoru (2.12) F, F, = O gdyz jest
on identyczny z lewg strona réwnania charakterystycznego belki obustronnie utwierdzo-
nej. Jezeli wigc w; % w ale w; = wg to nalezy zmieni¢ w; przyjmujac np. w; = 0,98w,;.
Jezeli za§ w; = w,; oraz w; = w to nalezy zmienié podzm} belki na elementy i w ten sposéb
doprowadzi¢ do zmiany wg.

Nastepnie podstawiamy macierze M, K, B oraz stala C do réwnania (2:15) i rozwig-
Zujemy otrzymany w ten sposéb zlinearyzowany problem wlasny. Jako nowe przyblizenia
Wiy, Yiy1 wybieramy to rozwiazanie zlinearyzowanego problemu wlasnego ktérego
wektor wlasny jest bliski dotychczasowemu przyblizeniu postaci drgan V.



478 R. LEWANDOWSKY

Z kolei wykorzystujac (2.13) wyznaczamy nowe przyblizenie stalej C. W zasadzie
wymaga to zastosowania pomocniczego procesu iteracyjnego gdyz, dla zadanego w,,,
V.1, elementy macierzy B, zaleza od C poprzez parametr . Doswiadczenia numeryczne
pokazaty jednak, ze bez szkody dla zbieznosci metody moZna zaniedbaé to sprzezenie
i okreélaé elementy macierzy B, na podstawie dotychczasowego przyblizenia stalej C,

Majac nowe przyblizenia rozwiazania nieliniowego problemu wihasnego Ci,y, o,
V.,1 przystepujemy do sprawdzenia warunkéw zbieznosci iteracji. Maja one postaé:

[Cra1~Cil € 8 Cryy, |07, —0F] < 220741, [[Vier = Vil < &5Vl (3.9

gdzie ¢,, €5, £3 oznaczaja przyjete dokladnosci obliczef, a || - || normeg euklidesowa wek-
tora. Jezeli powyZsze nieréwnosci sa spetnione to otrzymane ostatnio przyblizenie w i V
traktujemy jako rozwigzanie nieliniowego problemu wiasnego. W przeciwnym wypadku
powtarzamy opisane powyZej postepowanie iteracyjne przyimujac Ci,y, ®i4q, Viyy jako
nowe przyblizenie poszukiwanego rozwiazania.

Podobny do opisanego powyzej sposdb rozwiazania nieliniowego problemu wiasnego
zostal podany w pracach [8-11]. W niniejszej pracy zostat on rozszerzony na przypadek,
w ktorym macierze M, K, B zalezg od wartoéci wilasne;j.

4. Wyniki obliczen numerycznych

Postugujac si¢ opisana powyzej metoda uzyskano rozwiazania szeregu przyktadowych
zadan. Wyniki obliczenn wykonanych za pomoca maszyny cyfrowej przedstawiono na rys.
3+ 16. Uwagg skoncentrowano na analizie wptywu réZnych parametréw belki na zmiang
stosunku nieliniowej czestosci drgaf do czgstosci tej samej belki traktowanej jako ukiad
geometrycznie liniowy.

W opisanych ponizej przykladach kazde przgsto belki dzielono na dwa elementy skon-
czone. W wielu przypadkach mozna jednak bez szkody dla doktadnosci obliczen przyjaé
dhugosé elementu skorficzonego réwna dhugosci przesta betki, poniewaz przyjete funkcje
ksztaltu sa identyczne z funkcjami analitycznymi opisujacymi nieliniowg postac drgaf
belki jednoprzestowej o stalym przekroju poprzecznym.

Obliczenia wykonano przyjmujac &, = &, = &3 = 0,001 jako dopuszczalne wzgledne
bledy obliczen. Ponadto we wszystkich przyktadach dotyczacych belek dwuprzgstowych o
oznacza amplitude drgasi punktu polozonego w érodku lewego przgsta, a , podstawows
liniowa czgstos¢ drgai wlasnych rozpatrywanej belki. We wszystkich analizowanych
przypadkach maksymalna liczba wykonywanych iteracji nie byta wigksza od trzech przy
czym bezwymiarowy przyrost amplitudy przyjeto réwny Aafi = 0,5 (i oznacza promien
bezwladnosci przekroju lewego przesta). Dane podane w przykladzie pierwszym naleZy
traktowaé jako dane bazowe, w kolejnych przykladach zmieniaé sie beda tylko te dane
ktérych zmiana jest niezbedna do przeprowadzenia opisywanej analizy. Poza przykladem
pierwszym wszystkie pozostale analizy dotycza podstawowej czestosci drgan.

4.1. Przyklad 1. Przykiad ten ilustruje dokladno$é rozwiazania otrzymywanego 2za
pomoca metody elementéw skoriczonych. Wyznaczono krzywe szkieletowe dla dwdch
pierwszych czestoéci drgafi belki dwuprzestowej o réwnych rozpigtosciach przeset L,
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masach jednostkowych m(x) = m i charakterystykach geometrycznych I(x) = I, A(x) =
= A. Ponadto przyijgto ko, = k, = 0, S = 0. Na rys. 3 pokazano krzywe szkieletowe dla
belki spoczywajacej na podporach przegubowych, a na rys. 4 podobne krzywe dla belki

=< )
L

™
+

1 2 3 4 5 6 7

Rys. 4. Krzywe szkieletowe belki utwierdzonej na konicach

utwierdzonej na koncach. Dla duych amplitud drgan brak swobody przesuwu koricow
belki w poziomie znaczaco zwieksza czestoéei drgaf wlasnych. Poniewaz pierwsza postaé
drgan belki przegubowej jest antysymetryczna, wige kaZzde jej przeslo zachowuje sig tak
Jak izolowana belka jednoprzestowa. Podstawowa czesto$é drgan jednoprzestowej belki
przegubowo podpartej wyznacza sie ze wzoru [7]:

o Y 3 [a)?
(&) =] @D

P
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Wyniki pokazane na rys. 3 sa identyczne z wynikami analitycznymi. W podobny sposdb
wykorzystujac rezultaty obliczes zamieszczone w [7], sprawdzono pozostale krzywe
szkieletowe uzyskujac catkowity zgodnos$é wynikéw.

4.2. Przyklad 2 — wplyw podatnosci poziomej skrajnych podpér. Dla omow10nych powyzej be-
lek dwuprzestowych wykonano obliczenia zakladajac, ze ky = k, % 0. Wyniki obliczes
przedstawiono na rys. 5,6 dla réznych stosunkéw p = ko EA/L podatnosci skrajnej pod-

©Er

Rys. 6. Krzywe szkieletowe belki utwierdzonej o réznych podatnosciach poziomych podpdr skrajnych

pory do podatnosci jednego przgsta na rozciaganie. Znaczace efekty nieliniowe wystepuja
réwaiez w przypadku duzej podatnoéci- podpér — przyktadowo dla belki -przegubowej
0 ko =L/EAi a«f/i= 50w = 1,83 w,. Dla belek o swobodnych koncach mamy ky =
= kn = 00, co prowadzi do N(t) = 0, znikania czlon6éw nieliniowych w (2.15) i liniowego
zachowania ukladu.

4.3. Przyklad 3 — wplyw statycznej si}y osiowej S. Na rys. 7 i 8 przedstawiono krzywe
_szkieletowe belek poddanych dzialaniu statycznej sily osiowej S. Parametr s = S/S,
okresla stosunek sily osiowej do pierwszej sily krytycznej wyznaczonej wedtug teorii
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1 2 3 & 5 ‘¢ 71 8 8 40 1 12(&F
Rys. 7. Krzywe szkicletowe belki swobodnie podpartej poddanej dzialaniu sity osiowej
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Rys. 8. Krzywe szkieletowe belki utwierdzonej poddanej dziataniu sily osiowej

Eulera. Osiowe sily rozciagajace zmniejszaja efekty gometrycznej nieliniowosci w odrdz-
nieniu od sit §ciskajacych, ktére moga w bardzo znacznym stopniu je zwigkszyc.

4.4. Przyklad 4 — wplyw réimic w rozpietosci przesel Analizowano belke dwuprzestows
o stalej dhugosci réwnej 2L, i réznych proporcjach dhugoéci przeset A = I,/I,. Wyniki

T T T T

o

10 2 3 4 By
Rys. 9. Wplyw réznic w rozpigtodci przesel belki swobodnie podpartej na podstawowa czesto$é drgan
wlasnych
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Rys. 10. Wplyw roéznic w rozpieto§ci przgset belki utwierdzonej na podstawowa czesto§é drgafi wlasnych

obliczen przedstawiono na rys. 91 10. Wystepuje wyraZna redukcja efektéw geometrycznej
nieliniowosci, w tym takZe dla przesel o matych réznicach rozpigtosci. Przykladowo dla
belki przegubowej dla ktorej A = 1,10 i «/i = 5.0 efekty nieliniowe sa w przybliZzeniu
o polowe mniejsze niz dla belki o réwnych rozpieto$ciach przeset (4 = 1.0).

4.5. Przyklad 5 — wplyw réznic w szerokosci przekroju belki. W przykladach 5 i 6 zatozono,
Ze belka ma prostokatny przekrdj poprzeczny o wymiarach b i h, r62ny w kazdym przedle.

(?) T T T T

5

Rys. 11. Krzywe szkieletowe belki swobod-
nie podpartej w zaleznoéci od szerokosci
przekroju poprzecznego

Rys. 12. Krzywe szkieletowe belki utwier-
dzonej w zaleznosci od szerokosci prze-
kroju poprzecznego
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W omawianym przykladzie zmianie ulegaja proporcje migdzy szerokoéciami przekroju
b, /b, polami przekroi A4,/4, i momentami bezwladnosci 1, /T, podczas gdy promienie
bezwtadnosci pozostajg takie same i, = i, = i. Wyniki obliczed dla réznych stosunkéw
g = by/bs = 4,/4, = I [T, zaprezentowano na rys. 11 i 12. Dla obu sposobdw podparcia
wplyw nieliniowo$ci zmniejsza si¢ jezeli belka ma w kazdym przgsle inna szerokosé.

4.6. Przyklad 6 — wplyw réinic w wysokoéci przekroju belki. Jezeli w kazdym przeéle Wyso-
kos$é przekroju poprzecznego jest inna i wynosi odpowiednio 4,y i k,, to AyjAd, = &, [hz,
iyfiy = hyfha, It [T, = (hy/h2)?. Na rys. 13 i 14 pokazano krzywe szkieletowe wyznaczone

1 2 ) 4 (%P)Z

Rys. 13. Wplyw wysoko$ci przekroju belki przegubowo podpartej na czestosci drgah wiasnych

@r
Wp
Rys. 14. Wplyw wysokosci przekroju belki utwierdzonej na czestoéci drgan wlasnych

dla belek charakteryzujacych si¢ réznymi stosunkami A = h,/h,. Jako poréwnawczy
przyjeto promienn bezwladnosci i, . Réwniez w tym przypadku obserwuje si¢ zmniejszenie
efektow nieliniowych w belkach o zréznicowanych wysokosciach przekrojéw poprzecznych.

4.7. Przyklad 7 - wplyw liczby przeset. Dla belki przegubowo podpartej krzywa szkiele-
towa podstawowej czgstodci drgan nie zalezy od liczby przeset i jest opisana réwnaniem
(4.1), co w petni potwierdzily obliczenia numeryczne. Réwniez krzywa szkieletowa belki
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Rys. 15. Wplyw liczby przesel na czgstos¢ drgait wlasnych dla belki jednostronnie utwierdzonej
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Rys. 16. Wplyw liczby przgset na czgstodci drgan wlasnych belki obustronnie utwierdzonej

utwierdzonej na jednym koncu w bardzo malym stopniu zalezy od liczby przgsel. Na rys.
15 pokazano przykladowe krzywe szkieletowe dla belki jedno i tréjprzestowej. Parametr «
oznacza tutaj amplitude drgan punktu potozonego w Srodku rozpictosci pierwszego
przesla. Przeprowadzono réwniez obliczenia dla belki utwierdzonej na obu koncach
a wyniki obliczen przedstawiono na rys. 16. Zauwazmy, Ze wystepuje wzrost efektow
nieliniowych wraz ze wzrostem liczby przgset n. Dla belek o nieparzystej liczbie przeset «
oznacza amplitude drgan punktu lezacego na osi symetrii belki.

5. Uwagi koncowe

W pracy podano wariacyjne sformulowanie problemu nieliniowych drgan wilasnych
~ belek cigglych. Podano efektywna metode wyznaczania nieliniowych czestosci 1 postaci
drgan, wyprowadzono dynamiczne macierze mas i sztywno$ci elementu belkowego.
Opisany proces iteracyjny jest szybkozbiezny, a wprowadzenie dynamicznej wersji metody
elementéw skorniczonych wydatnie zmniejsza wymiar zadania.
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Przeprowadzono analizy wplywu réznych parametréw belek na nieliniowe czestodei
drgan wilasnych. Z analiz tych wynika, e nieregularnosci w budowie belki zmniejszaja
efekty geometrycznej nieliniowosci. Podobny efekt wywoluje dziatanie statycznych sit
rozciagajacych oraz zwigkszanie podatnosci skrajnych podpér na przemieszezenia poziome.
Z kolei dziatanie Sciskajacych sit osiowych oraz zwigkszanie liczby przeset w belce obu-
stronnie utwierdzonej zwigksza wplyw nieliniowosci na czestodci drgan wilasnych.
We wszystkich jednak przypadkach czestosci drgan rosna wraz ze wzrostem amplitudy
drgaf. Analizujac inne, bardziej ztozone przypadki mozZna sig s'podziewaé, ze w zalez-
nosci od doboru parametréw belki bedziemy mieli do czynienia z uktadami wykazujacymi
w rozaym stopniu efekty nieliniowe.
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Pesome

AHAJIA3 HEIMUHENHBIX COBCTBEHHBIX KOJEBAHUII MHOTOITPOJIETHBIX
BAJIOK

B Hacrofmeil paGoTe UPEICTABIEHO YHCIIEGHHBIE pPELIeHHe IS HeNMHEHHBIX, COBCTBEeHHBIX Kome-
famuit MEOTOITPOJIETHBIX GalOK, KOTOPBIX KOHIB! YIPYTo ONEPTh! B TOPH30HTANBHOM HAIIPABICHUH.
Panxe CUMTAIOTCS HEeNpPEePELIBHLIMKE CHCTEMAMu, KpoMe Toro B pabore mpeHeOperaeM rOPH30HTAILHEIMY
cHnamMy uHepuuK. IIpHMEHEHO BAPMAMOHHBLIN IIOJXON, METON KOHEUHBIX IJIEMEHTOB, 8 TAXOKE ONHY
HMTEPauMoOBHYIO TIpoUeAypYy VIS onpeleieHus HelwHeHHbrx wacToT ¥ ¢opm xonebanmit. ITpueenens
IpUMEPEl Pacu€ToRn.

Summary

THE ANALYSIS OF NON-LINEAR FREE VIBRATIONS OF MULTISPAN BEAMS

The paper presents a numerical solution for geometrically non-linear free vibrations of continuous
beams with elastically supported ends in the horizontal direction. The horizontaly and rotary inertia forces
can be neglected and the beams are considered as the systems with distributed mass, The variational appro-
ach, finite element method, and the iterative procedure are used for determining the frequencies and non-
linear modes of vibrations. Some numerical results are given.

Praca wplynegla do Redakeji dnia 10 marca 1987 roku.



