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1. Wstep

Stacjonarne fale powierzchniowe (F.P.) stanowia t¢ klase zjawisk fizycznych, ktére
z jednej strony dostepne sa bezposredniej obserwacji i majg dzieki temu duze znaczenie
dla zastosowan praktycznych, z drugiej za$ strony, podobnie jak i inne procesy stacjo-
narne poddaja si¢ stosunkowo latwo opisowi matematycznemu. Szczegdlna prostota
opisu matematycznego F.P. wynika z podwdjnego warunku koniecznego na istnienie
tych fal, narzuconego przez jednorodno$é¢ réwnan pola oraz brak obciazen na powierzchni
brzegowej odrodka.

Ponizej zajmiemy si¢ opisem fal powierzchniowych korzystajac z rownafn unogdlnionej
termosprezystosei, [1]. W teorii tej propagacja impulsu termosprezystego ma charakter
falowy, por. Dodatek A. Nie wystgpuje wigc tutaj znany w teorii klasycznej paradoks
nieskonczonej predkodci rozchodzenia si¢ impulsu termosprezystego.

Znane sa dwie podstawowe teorie uogolnionej termosprezystoscei, teoria z jednym cza-
sem relaksacji, [2, 3] oraz teoria z dwoma czasami relaksacji, [4].

Fale powierzchniowe w poiprzestrzeni termosprezystej z jednym czasem relaksacji
badane byly przez Nayfeha i Nemat-Nassera, [5], (N, N-N). Wyprowadzili oni réwnanie
dyspersji dla F.P. w pélprzestrzeni. Powierzchnia polprzestrzeni byla swobodna od
obcigzett mechanicznych. Jednocze$nie znikala na niej sktadowa normalna strumienia
cieplnego. Analiza réwnania dyspersji pozwolita podaé zaleznoéé predkosei fali termo-
sprezystej od czasu relaksacji ¢° dla réznych czestosci.

Roéwnania "dyspersji F. P. w polprzestrzeni termosprezyste] z dwoma czasami re-
laksacji fo i #; otrzymane zostaly przez Agarvala [6], oraz Chandrasekharaiaha i Sri-
kantaiaha, [7]. Autorzy ci szukali rozwiazan w oparciu o roéwnania potencjatéw Lamego.
Autor pracy [6] przy okazji swojego wywodu uogdlnia spostrzezenie Knowlesa, tzn.
pokazuje stuszno$¢ réwnania dyspersji dla szerszej klasy fal niz fale ptaskie. Autorzy pra-
¢y [7] rozwaZaja powierzchnie z pewnym nieklasycznym mechanicznym warunkiem brze-
gowym, na ktérej jednoczesnie panuje warunek izotermicznosci.

W obecnym artykule badamy fale powierzchniowe réwniez w polprzestrzeni z dwoma
czasami relaksacji, a wigc zajetej przez material Greena-Lindsaya, [4]. Zakladamy, Ze
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cialo jest jednorodne i izotropowe. Ponadto przyjmujemy Ze powierzchnia pdlprzestrzeni
jest swobodna od obciagzern mechanicznych oraz, Ze panuje na niej warunek swobodnej
wymiany ciepla. Wychodzac bezposrednio z réwnan przemieszczeniowo-temperaturo-
wych otrzymujemy zwiazek dyspersyjny zawierajacy czgstosé, dlugosé wektora falowego,
stala sprzeZenia termosprezystego ¢, dwa czasy relaksacji o i #; oraz wspdiczynniki wy-
miany cieplnej na brzegu 7, i 7,. Dla szczegdlnego przypadku warunku brzegowego
rozwazanego przez N, N-N, [5], przeprowadzamy asymptotyczna oraz numeryczng ana-
liz¢ wyprowadzonego rownania dyspersji. Analiz¢ t¢ ulatwia zauwaZona analogia mi¢dzy
réwnaniem dyspersji dla osrodka z jednym a dwoma czasami relaksacji.

2. Zwiazki podstawowe

Dla liniowego, izotropowego i jednorodnego ciala termosprezystego, przy braku sit
masowych i braku Zrédet ciepta, w prostokatnym prostoliniowym uktadzie wspéirzednych
x;, I =1, 2, 3, podstawowe réwnania obu wymienionych teorii sg, [l]:

1
E; = S (uy, 41,4,

Siz, = 0y,

SU = Z(LEU—i-ﬂ.Ekk(sU—(l+tla/at)@6”, (2.1)‘

—qi, = CE(1+toa/3t)é+V@oEkks

(1+1°9/6t)q, = —KO,,.
Powyzej kropka (-) nad symbolem jest réwnowazna pochodnej czasowej (d/dt). Wiel-
kosci u;, Ey;, Si;, g, oraz © przedstawiaja kolejno skladowe przemieszczenia, odksztal-
cenia, naprezenia, strumienia ciepla oraz temperature powyzej temperatury naturalnego
stanu odniesienia ©,. Wspétczynniki ¢, A 1 u, Cy oraz K przedstawiaja kolejno gestosé

osrodka, moduly Lamégo, ciepto wihasciwe przy zerowej deformacji oraz wspdiczynnik
przewodnictwa ciepla. Ponadto

y = (3A+21)y,, (2.2)

gdzie y, oznacza liniowy wspdlczynnik rozszerzalno$ci termicznej, za$ ¢°, ¢4 i ¢, sg cza-
sami relaksacji. Jesli

ty =t,=0 oraz t°>0 (2.3)
mamy osrodek z 1 czasem relaksacji, [2, 3]; jesli
' 4L2to>0 oraz 1°=0 (2.4)

mamy oérodek z 2 czasami relaksacji, [4]. v
Eliminujac E;;, S;; oraz g; z ukladu (2.1) dochodzimy do przemieszczeniowo-tempe-
raturowych réwnan termosprezystosci, ktére dla przypadku (2.4) sa:

py, 55+ (4 +/«‘)uj,ﬂ—'}’(@+t19).t = gy,

} 2.5)
- KO, = Cx(O+1,0)+y0u, ;.
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Niech w kierunku x, rozchodzi sig zaburzenie termospreZyste niezalezne od Xxs,
ui':"ll(xa’t), @:@(xout); ’.=1,2,3, o =1,2.
Wtedy posta¢ r-nn (2.5) jest:

tla, go+ (Ot ) g, =7 (O+1,0) , = oy
ps,gp = Qlis (2.6)
KO, oy = Cp(O+1,0)+yOqity, o
Skladowa u; jest opisywana zwyklym, izotermicznym réwnaniem falowym. Nie jest ona
sprzezona z pozostalymi polami (u,, u,, @) i nie bgdziemy sie nig dalej zajmowad.

3. Rozwiazanie stacjonarne

Szukamy rozwiazania r-n (2.6), ;5 W postaci fali harmonicznej z poprzecznie ttumiong.
amplituda:

(Uy,u3,0) = (U, V,exp [—ax, +i(kx,—21)], (3.1)
gdzie a jest wspoélczynnikiem zaniku na glgbokoséci (w kierunku x,), k jest wektorem fa-
lowym, za$ £2 czgstodcig. Wstawiajac (3.1) do (2.6), ; dostajemy nast¢pujacy uktad réw-
nan na state U, V, ¥:

- p[(R)*+aR U+ (A+ w) [(iK)2U—aikV]— (1 —it, Q) ik = —pQ?U,
pl@k)*+a2)V+ A+ wl—ikalU+a?V]— (1 —-it, ) (—a) = —pf2?V,
K[(k)* +a?]9 = Cg[—iR+1o(—1Q)?]F—yO,i2(kU—aV),
co mozna teZ zapisaé jako:
(W2 +f7 20— ¢ ) U~ (1—B ) aigV —mer 'xig(l —iwT,)# = 0,
— (1= NaiqU+ (w2 + o>~ F72¢*)V +me7  ra(1 —iwT))d = 0, (3.2)
—hwqU—hiwaV+cer ' [o* —q2 4 o(i+100)] =0,
gdzie:
w = Q/Q*, = dc, /2%, q=ke |Q% &=mhx, p*=clc3? (3.3)
' To = 2%y, T, = Q%,, (3.4)
za$ % = ¢ /x jest jednostka czestoéci Chadwicka-Sneddona. Ponadto:
el = (A+2wfe, ¢ = ule, m=yp/(A+2n), h=y0y/K, x=K/Cg, (3.5)
Wyznacznik uktadu (3.2) po prostym przeksztalceniu jest:
| (@707 g%, [0+ B2 (@’ —¢%lig, O
D = i (1=B"Dag?, (w2 +a>—p~2¢Yig, mey' xoig(l—iwT,)|,

—hwg, —hioa, cil[a?—-g*+w(i+Tow)]
lub

w*+f72(a?—¢%, O, 0
D=|(1-$"%¢* w*+oe¥—¢q* mer'x(l—iwt,)
—hoig?, —(@*—¢»hwi, ci'[a*—g>+w(i+Tw)]
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Warunek istnienia niezerowych rozwiazan ukiadu (3.2) jest wigc po. skorzystaniu jeszeze
z (3.3), postaci:

[ +B72(2 = g)][(@? + P) (o + Q) + (o> —¢*) K] = 0, (3.6)
gdzie:
P=w?-q2, 0= —qg4+0’t,+io, R = eo(i+w1,). (3.7
Warto$ci whasne problemu spelniaja zatem zaleznosci:
2 = q*—pw?  G+oi = ~P-0—R, 2o =PO—¢*R. 3.9

Wartoscl te wstawiamy do r-n (3.2) i dostajemy nastgpujace réwnania na U, V, &:

yo = 4 _pyar g =0,
io,
s 2 (3.9
yo = —Hyo, g O UL, g, o3,
ig muig(l —iwT)

4, Fale powierzchniowe

Zakladamy, ze poiprzestrzen x, > O jest nieobcigzona, S3(x,, 0, x5, ¢) = 0, oraz Ze
na powierzchni péiprzestrzeni zachodzi swobodna wymiana ciepta. Zatem dla pol nie-
zaleznych od x;, na powierzchni x, = 0 spelnione sa nastgpujace warunki brzegowe:

Uy, o+, =0, Aul,1+(X+2,u)u2,2—y(@+t1@') =0, u;,=0, “.n

7O+n,00/0x, =0 dla stalych 125, >0, n,=0, 4.2
Aby otrzymad (4.1) skorzystano z r-nia (2.1);. Kladac
Ay = a;c,/x, ' (4.3)

wstawiamy teraz ogdlna postaé naszej fali biezgcej
3

(113, 0) = D] (UD, VO, 9D)exp[— Aty +ilkx, — 21)] (4.49)
’ T &

do r-n (4.1);,, 1 (4.2). Dostajemy po skorzystaniu z (3.9):
(e} +g?) UD 20, 0 UD 4205 063 U = 0,
27U+ (247~ fo?) U+ Qg> — fP0?) U = 0, @3)
(no—m2 e2)(w* + 03— g ) UP + (10 — 1z wa)(@* + a3 —g?) UD = 0,
gdzie:
Mo = Ny %/Cy . (4.6)
‘Warunek istnienia niezerowego rozwiazania ukladu (4.5) prowadzi po pewnych prze-
ksztalceniach do szukanego zwiazku dyspersyjnego (por. [6]):
[9Gn2 (03 + 03 + 0 — g% + oy a3)+70(9” — 0% + ar 3)]* =
= (qGno+1n2 oty &3)*(cd + 03 + 205 003), 4.7
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gdzie zdefiniowalismy:

g [#i+q%\’
G=-"- -

o, ( 2g? )
5, Dyskusja rownania

R-nie (4.7) dla granicznej wartoéci ¢ = 0 dopuszcza rozwigzania

G* = 1-0?/q?, q%= w*10-+im.

59

5.1

Pierwsze z tych réwnan jest klasycznym réwnaniem na predkoéé fali Rayleigha, drugie

jest rownaniem dyspersji fali termiczne;j.

Dla innego szczegblnego przypadku: 7, = 0, 5, = 1, r-nie (4.7) redukuje si¢ do

(por. [7):
G*[q? —w* (1o + 1) —iw(1 4+ &)+ oty a3]* =
= (033/9%)[2¢° —w(1+ 1o+ 7)) —iov(1 + £) + 205 a].

(5.2)

Jesli w — 0 oraz ¢ —» 0 w taki sposéb, Ze w/q — constans, wtedy dla kazdego

T, = 1, > 0 odzyskujemy z (5.2) wynik Locketta, [8]:
G? = (I+e—aw?/g?)/(1+ ¢).
Aby doj$¢ do tego wyniku, ktadziemy:
U.)2
X = "Zz—,
co pozwala zapisaé r-nie (5.2) w postaci:

Gl —X(To+ eT)+ AP = A?2[2—X—X(Ty+ eT,) +24],

gdzie:
4 =G = (1—72X) ((1—62X),

A = (0y05/9%)? = (1= X)(1 - XTo)— eXT,,
oraz:

i i
T = —_—, T = T —_—
o= To+ p 1 1+ p

Jedli teraz w — 0, ¢ = 0, ale X — constans, wtedy

T P BN |

-{Z—X—X[ro+ = +e(rl_+ L)]+2A} -
w w

{-(1-X)X-eX}{~X(+9))

w=0 —{X(1+e))? ’

O e ke | IS

(5.3)
(5.4)

(5.5)

(5.6)

5.7

(5.8)
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albo
I+e—X

G- 1+e °

stad, uwzgledniwszy (5.4) dostajemy (5.3).
Jesdli z kolei mamy przypadek réwnych czasow relaksacji:

T,=17=1 cyli Ty =Ty=1T°= T°+»i;—. (5.9)

r-nie (5.5) przyjmuje posta¢ réwnania dyspersji wyprowadzonego przez N, N-N, por. r-nie
(4.92) w [5], w ramach teorii z jednym czasem relaksacji,

G —Q+)XT°+A? = A2[2—-X—(1+ ) XT°+24], (5.10)
gdzie: ’
A% = (1-X)(1 —XT®)—eXTO.
Tak wigc rowniez dla fal powierzchniowych zachodzi analogia wskazana przez Agarvala,
[9], dla fal ptaskich w przestrzeni nieskoficzonej. Analogia ta, stuszna je$li idzie o réw-
nanie dyspersji, nie obowiazuje w odniesieniu do amplitud: nasze wyrazZenia (3.9) nie sg
przy zatoZeniu (5.9) takie same jak ich odpowiedniki (4.2), (4.3) w [5].
Dokonajmy jeszcze, wbrew zalozeniu 7, > 7,, formalnego przejscia granicznego:

T, = (74, ljw) = (0, 0). G.11y
Otrzymujemy wtedy ten sam wynik co dla ¢ — 0, tzn:
[%— (1 —X)1—XT)[YT—X+y1—XT,|* = 0. (5.12)

Poniewaz ostatni nawias po P.S. nie moZe znikaé, wiec r-nie (5.12) daje:
¥ =1-X, 1-XT,=0, (5.13)

a wiec znow mod fali Rayleigha i mod entropowy. Wynik ten pozwoli lepiej zinterpreto-
waé przebieg numerycznego rozwiazania réwnania dyspersji.

6. Analiza numeryczna

Pelniejsza dyskusja réwnania dyspersji (5.5) moze byé przeprowadzona po analizie
numerycznej jego rozwiazania., Rozwiazanie otrzymano metoda Newtona, tzn. metoda
kolejnych przyblizen wg. schematu:

X:= X~ fX)lf'(X), 6.1)
gdzie [ = df/dX, zas:
JX) =9(1—-XT + A)>*—A*Q-X—-XT +24). 6.2)
Tutaj:
: T = To+seTy. (6.3

za§ ¥ 1 A dane sa formulami (5.6) i (5.7).
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Za zerowe przyblizenie przyjeto dla (1/zo) < ci = 0.2817 warto$¢ X stanowiaca
rozwigzanie modu termicznego (5.13),, za$ dla (1/7¢) > ¢k, warto$é X = (ck,0) sta-
nowiaca rozwiazanie modu Rayleigha (5.13),.

Zbieznoéé kolejnych przyblized byla szybka. Na og6t potrzeba bylo mniej niz 10
iteracji na to, by modul réznicy wartosci X uzyskanych w dwu kolejnych przyblizeniach
byl mniejszy od 107°.

Na rys. 1 przedstawiono wyniki obliczen przeprowadzonych dla wartosci statej sprzg-
senia & = 0.05, wartosci ilorazu (3.3)s f% = 3 (co odpowiada liczbie Poissona » = 1/4),

03
0,287~ T T e e e s x
c? 021
01
| | | 1. 1 AAAAA |
0 0.1 0.2 0.3 o4 05 1,0
4 /1
0'3 - 8=0,05
B%=3 (v=1u)
. w=105
021 x,x’"‘%
) ' - * Ty Tp=1
: Y x Ty/Tp=2
X.
o1
L | e S AN TS
0 01 072 03 o4 05 10
. 1/7,

Rys. 1. Kwadrat predkosci termosprezystej fali powierzchniowej ¢? oraz wspélczynnik jej tlumienia 7
w funkcji odwrotnosci czasu relaksacji (1/70) dla dwu stosunkow 7,/7o = L oraz 7,/7e = 2, w ofrodku
z liczba Poissona » = 1/4 i stalg sprzezenia termosprezystego & = 0.05 dla czgstodei w = 10°

przy zaloZeniu, Ze czestosé jest liczba rzeczywista o wartosci w = 10° i dla dwu wartosci
Hlorazu 7,/7,, Wynoszacych 1 oraz 2.
Pierwszy wykres przedstawia predkosc fali:
w 1

¢ Reg - Re(1/yX)’ ©

za$ drugi — ttumienie fali:
7 =Img = oIm(1/yX). (6.5)
w funkeji (1/7,), tzn. w funkcji odwrotnosci mniejszego z dwu czaséw relaksacji. Zgodnie

Z wynikiem (5.13), dla malejacych wartosci 7, , rozwigzanie zbliza sig do prostych asympto-
tycznych, oznaczonych liniami przecrywanymi.
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Predkosé termosprezystej fali powierzchniowej nie przekracza nigdzie predkosci kla-
syczne] fali Rayleigha cz. Co do przebiegu jako$ciowego, nasze wyniki odpowiadaja
dolnej gatezi rozwiazan podanych przez Tao i Prevost, [10], dla ptaskiej fali termosprezystej
w nieskonczonej przestrzeni z czasami relaksacji, por. takze Dodatek B.

Thumienie fali termosprezystej rosnie z (1/7,), i osiaga maksimum w obszarze, w ktd-
rym zaburzenie to wytraca stopniowo charakier fali termicznej nabierajac charakteru
fali sprezystej. Dla duzych (1/7,) fala ma charakter fali Rayleigha, tzn. charakter po-
wierzchniowej fali sprezystej, ktéra rozchodzi si¢ bez strat z predkoscig cy.

7. Dyskusja wynikow

Dalsza analizg otrzymanych wynikéw umozliwi nam rozwiazanie réwnania dyspersji
(5.5) metoda rachunku zaburzen, por. [5].
Celem uproszczenia postgpowania zauwazamy pajpierw, Ze r-nie (5.5) z 2 czasami

relaksacji moina zapisa¢ formalnie w postaci rownania z 1 czasem relaksacji podanego
przez N, N-N w [5]:

Gl —XTo(1 +E)+A> = A2 2-X—=XT,(1+&)+24], (7.1)
gdzie:
A?* = (1-X)(Q-XT,) —EXT,, (7.2)
zas:
T, ~
& = 8—17. (73)

Teraz jednak nowy wspdlczynnik sprzgzenia & nie jest juZ stala materialowa lecz poprzez
T, i T, zalezy od w: zaréwno & jak 1 T, sa wielkosciami zespolonymi.
Dzielac stronami (7.1), (7.2) przez X? dostajemy:

2
.‘9[%-T0(1+<5”)+&¢] =.g¢2[—_)27-1—1“0(1+£)+2d}x, (7.4)
gdzie:
I i i i
2 _ - 2= I L . e
=g A (X 1)(1{ To) ETor (7.5)

Pamigtamy przy tem, Ze na mocy definicji X, (5.4):

Usuwamy niewymiernos¢ w (7.4) otrzymujac:

l/gl{[l Tlé”z.:dz}ﬂzlelé”\lz——
gz D0+ 0| ot ot | 4 ~1-To146)) | =

, 11 2 _
= {&l —QY[Y—T(,(H(&]} 42, (1.7)
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Matla warto§¢ parametru sprzgzenia 6 sklania do szukania rozwigzan r-nia (7.7) metoda
rachunku zaburzen. Nasuwaja si¢ przy tym, ze wzgledu na wlasnosé¢ graniczng (5.1), dwa
sposoby poszukiwania takiego rozwigzania: 1° szukamy rozwigzania wychodzac z réw-
nania fali Rayleigha:

Y =1-R, (1.8)
gdzie R jest kwadratem predkosci fali Rayleigha

R = cg, (7.9)

7a$ @ = % (X) brane jest w punkcie X = R; 2° szukamy rozwiazania wychodzac z za-
leznodci dla fali termicznej

X=——
T, (7.10)
gdzie T, dane jest przez (5.8);.
7.1. Rozwigzanic od strony fali Rayleigha. Szukamy rozwigzania w postaci X = R/ czyli

(por. (4.15a) w [5])

1_x )
gdzie:
H = 1+Eh +E*h,+ ... (7.12)
Piszac jeszcze:
H o= 1+E6H,, (7.13)

gdzie:
H = h+8h+ ..

nadajemy rozwinigciu (7.11) postad:

__)1{— = H]'{—‘g)Hl. (7.14)
Wprowadzmy jeszcze oznaczenia:
pm 1, s= kT, - (1.15)
R R
Wiedy (7.5) przyjmuje postaé:
o = rs+&a; + 8%q,, (7.16)

gdzie:

1 H (H
ﬂl = T[Hl(r"l"s)—To], a2 = Rl (——El——TO)'

za$ wyraz w nawiasie klamrowym {...} po L. S. r-nia (7.7) daje si¢ zapisaé nastgpujaco:

2
[%—To(l+$’)] +of? = (r+8)s+Ew, +8w,, (7.17)
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gdzie:
' H 1 H H
1‘V[=(I‘+3S)?L—"(2S+’]2—)To, W2=(‘-7;—‘_‘T0)(2—1€——T0>.
Z kolei wyraz w drugim nawiasie kwadratowym po L. S. r-nia (7.7) Wynosi:
2 . H,
Y —1-To(1+&) = "+S+éb(2Tl—To)y (7.18)
za$ wyraz w nawiasie kwadratowym po P.S. r-nia (7.7) jest:
I H |
+ ~To1+6) = s+£(—Ri—To). , (7.19)
Czynnik ¢ rozwijamy w szereg potggowy:
G = gu+ Y +8*F"+ ..., (7.20)
gdzie:
gr = Ylx=r, (7.21)
oraz '
%
@G’ = — . .
G 3 s (7.22)

Korzystajac z (7.21) zapisujemy r-nie (7.8) w postaci:

gr=1-R. (7.23)
Obliczamy pochodna (7.22); mamy: _
3% 39 ox a@a( R )

86 T 90X 86 T 39X 48 \1+&H,
lub '
oY oG 1 aH‘)
2 e Ry~ 2o, .2
Py R(ax) (ENI AL (Hﬁ“"a 28 G
Poniewaz Xlg_o, = R, wiec:
, 09| 8%
7 e (W )
Zapisujemy jeszcze (7.23) w postaci skrétowej:
Y = gR—I-é”g, (726)

gdzie:

g=9+69"+ ...
Wstawiamy (7.26, 7.17, 7.16, 7.18) i (7.19) do (7.7). Ze wzgledu na wynikajaca z (7.23)
i (7.15), tozsamosé:

gr— =1 (7.27)
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spostrzegamy, Ze znikaja wyrazy rzedu 0(6%) = O(l) po kazdej stronie tak otrzymanego
réwnania. Pozostajg wyrazy, ktérych najnizszy rzad po kazdej stronie jest 0(£2). Wspol-
czynnikiem przy &2 po lewej stronie rOwnania jest (£°)?, za$ po prawej stronie (£°)2
4rs. Przy tym:

0%
Z° = —(I‘+s)sh,(l+¥~ +575, (7.28)
aX X=R
zas:
P = sh 1+~3i —~T5. (7.29)
1 X |xor) ° .

Zatem nasze rownanie (7.7) w przyblizeniu 0(£?) jest:
(&£0)? = (#°%4rs,
skad:
L0 = P2 rs.

Po skorzystaniu z (7.28) - (7.29) dostajemy:

(|/7+]/§)2sl11(1+%ﬁ ) (s 2) ) T
Xlxor)
Stad:

n = g LT Y5’

s(14+0%/0X1x-r) ~

(7.30)

Jest to wyrazenie identyczne z otrzymanym wg teorii z 1 czasem relaksacji, por. wzér
(4.15b) w pracy [5]. Zauwazmy jednak, Ze sama pierwsza poprawka w rachunku zaburzen,
wynoszaca éhy, na mocy definicji (7.3) zalezy liniowo od Ty, za$§ od T, zalezy w sposé6b
bardziej skomplikowany poprzez funkcje s, por. (7.15),. '

7.2. Rozwigzanie od strony fali termicznej. Szukamy rozwigzania w postaci (por. wWzOr
(4.14 a) w [5)) '

& = T +86+8%6+ ), (7.31)

gdzie &, &, s3 na razie nieznanymi wspolczynnikami. Kiadac

W= 1+8&+8%%,+ ... (7.32)
lub:
W=1+8W,, (7.33)
gdzie:
W, =& +65+ ..., (7.34)
piszemy:

1

— = To(1+6Wy, (7.35)

i
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czyli

1
To(1+EW)

Po wstawieniu (7.35) do (7.5) dostajemy:
2 = ET [T W(W,—1)— W],
lub po skorzystaniu z (7.32) i (7.34):

X=

H* = T, B,
gdzie:
B=Zy+ETyM?*+E*T,N,
za$:
Zy = (To’“l)gl—To,
oraz:

ToM? = (To— 1), +To6, (&, -1),
N = 5,QE —1+8&,).
W dalszym ciagu, zgodnie z (7.35) znajdujemy:

1
Y—T0(1+é’) = ETo(&;—1+8E,),
oraz:
2
¥ ~ =Ty +&) = To—1+8T, (25, — )+ 262TH &, .
Ponadto z dokladnoscia do wyrazéw liniowych w &:
G = go+8g,
gdzie:
2 4
_d (I_TX)
Eo = £=0 B l—ﬂlX d’:o,

czyli po skorzystaniu z (7.36):

)

(7.36)

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)

(7.41)

Znajomo$¢ g, nie bedzie nam dalej potrzebna. W rezultacie, na mocy (7.39) i (7.35) mamy:

1
gy =goTo+ET54,
gdzie:

=28 +goW1‘TéDg1W1~

(7.42)

Wstawiamy (7.42, 7.39, 7.40, 7.37) do (7.7). Widzimy, Ze o ile P. S. tak otrzymanego réw-
nania zawiera wyrazy co najwyzej rzedu 0 (&), to L. S. zawiera réwniez wyrazy rzgdu
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0 (£°). Zatem suma tych ostatnich wyrazow winna znikaé:
[go To—(To—11)]Z, = 0,

skad:
ZO = 03
lub zgodnie z definicja Z, (por. wzér (7.38)):
- Ty
g1 = o1 (7.43)

Ograniczajac si¢ do liniowego wzgledem & przyblizenia, z rozwinigcia (7.31) otrzymu-

jemy:
1 T,
= To(l +& I _1) ,

lub po skorzystaniu z definicji (7.3):

1 T,
¥ = To(l+e o ) (7.44)
Zatem, podobnie jak w rozwinieciu od strony fali Rayleigha, pierwsza poprawka w roz-
winigciu od strony fali termicznej jest liniowa funkcja 7'y; natomiast zalezno$é od T,
jest w obu wypadkach rézna i nieliniowa.

Biorac pierwiastek kwadratowy z obu stron r-nia (7.44), w liniowym przyblizeniu
manmy:

1 — 1T
71—7 = VT, (1 +"2‘ € V:T:-——l_)’ . (7.45)
lub:
1 — 1 1 i
= YTo(14+ — eB,— — L eB,),
VX V°( 2 " 2w 2)
gdzie:

T, (1o— 1)+ 1/w? T, —To+1
(to—1D*+1jw? ’ (To—1)?+1/0?

Jesli ponadto w > 1, wtedy w liniowym przyblizeniu:

B, = B, =

T =]/‘T;(1+L-. ‘ )

2 WTo
T T —To+1
B I (S

wiec:

Re(1/y/T) = 1/;(1+ P )

2 te—1

m(l/yX) = V7o [LH (To—1)(T1+270) —27, ,o}.

20 | 14 . 215(To—1)?

5%
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Zalézmy jeszcze, Ze T, = To > 1; wtedy na mocy (6.4) - (6.5):

1 1 1 7
T ReQfYX) m(l“?‘rz)’
7 ~—wIm(l/]/X) ————~[1+6(1—%—TL)].

To To

(7.46)

Dla duzych wartoéci 7,, tzn. matych (1/7,) zaréwno predkosé fali termosprezystej ¢
jak i jej thumienie #, ze wzgledu na mato$¢ &, sg praktycznie liniowymi funkcjami (1/|/-%).
Oznacza to zatem, co widaé na rys. 1, ze dla matych (1/7,), wielko$¢ c? jest liniowa funkcja
(1/%,), za$ zwiazek 1 z (1/7,) jest paraboliczny. Poréwnanie wartodci ¢ i % obliczonych
wg formul (7.46) z warto§ciami uzyskanymi na drodze numerycznej (por. rozdziat 6)
wskazuje na ich praktyczna zgodno$é (< 0.01) dla wartosei (1/7,) < 0.2.

Zauwazmy jeszcze, ze W tej granicznej sytvacji (o » 1, 74 2 7o » 1) predkosc fali
i jej wspotczynnik ttumienia sg dla fali powierzchniowej takie same jak dla plaskiej fali
harmonicznej w ciele nieskoniczonym (por. [10], a takze Dodatek B); zatem panujace na

powierzchni péiprzestrzeni warunki erGgowe nie maja wplywu na propagacje fali w tym
zakresie parametrow.

Dodatek A

Elementarne wzbudzenia ciala stalego w modelu typu Debye’a zdefiniowane jako
kwanty podtuznych fali dZwiekowych nosza nazwe fonondéw. Fonony poruszaja sie w kie-
runkach przypadkowych z predkoscia ¢;. Jesli ¢, ¢,, ¢, sa skladowymi predkosci ¢,
w kierunkach osi x, y, zto:

¢t = citel+el,
przy czym:

ey =<6y =Ly = i,

gdzie {...> oznacza $rednia. W zwiagzku z tym predkosci fali termicznej jest:

e = aly3, : (A1)
por. [11], [12]. Wzér (A1) stuszny jest dla ciata, w ktorym przekazywanie energii odbywa
sig na drodze fononowej, a wiec dla dielektryka, por. [12], [13].

Analiza kinetycznego rodwnania Boltzmanna dla fonondw [14], [15] jak i teoria linio-
wej odpowiedzi [16] wykazuja, Ze mozna obserwowaé rozchodzenie sie fal termicznych
w ,,0knie” czestosel

g <o < 1t

gdzie 1y, Tr sa odpowiednio $rednimi czasami zaniku strumienia ciepta i powrotu do
lokalnej réwnowagi termiczne).
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Dodatek B

Falg harmoniczng o stalej amplitudzie opisuje r-nie (3.1), jesli polozymy w nim
a = 0. Poniewaz, zgodnie z (3.3), oznacza to, Ze
« =0, (B1)
wiec r-nie (3.6) redukuje si¢ do:
(0*=p~2q?)(PO~q*R) = 0,
Stad albo:_
w? = g2, (B2)
albo:
(W~ g (—g*+ it +iw)—q?ew(i+wr)) = 0 (B3)
Skorzystalismy tutaj ze zwigzkéw (3.7). R-nia (B2) i (B3) odpowiadaja r-niom (14) i (15)
w [10]. Korzystajac z definicyj (5.4) i (5.8) zapisujemy (B3) w postaci:
ToX?—-bX+1 =0, (B4)
gdzie:
b = 1 + To + ETX .

Pierwiastki tego réwnania sa:

X, = 3170—<b+1/2f), X = —21T0-~(b~v’5), (BS)
gdzie:
A = b*—4T,. (B6)
Stad (por. rys. 2):
Lo oy, oL ayay ®7)
VX, V2 ' V2

Pamigtajmy, ze pierwiastki liczb zespolonych wystgpujace w (B5) i dalej sa obliczane wg
wzZorn :
]/ a+ib = X+iy,

gdzie:

N O X0 VLSS ¢V iy < UL

| ]./ 2 |b]

za8 ¢ oraz b sa liczbami rzeczywistymi.
Pierwiastek kwadratowy z wyréznika (B6) mozemy zapisaé w postaci:

2q1/2°
o 1+T T, '
‘A= — (1 — _tro 2(_ 21 _
4= —( To)[1+2eT1 (AL +e (lv—To)] ,
lub w przyblizeniu liniowym ze wzglgdu na matosé &:
- 1+ T,
VA = (1= Tp)—sT, = 22, (B8)
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« 02 05 10 20 80 1/t

*e

10r //
V4

L €= 0.05
0s \® :
@\ w=10
= SRILE
7 ) x T /Tym2
a :
01F / ’.‘\
=
); ) \-—“ :?:
502 05 10 20 50 /1,

Rys. 2. Kwadrat predkoéei harmonicznej fali termosprezystej ¢* oraz wspolczynnik jej thumienia » w funkcji
odwrotnoéci czasu relaksacji 1/7o. Krzywe oznaczone koleczkami @ lub © zostaly wykreslone odpowied-
nio na podstawie funkcji X, lub X_, z wykorzystaniem wzorow (6.4), (6.5).

Parametry rozpatrywanego osrodka sgq takie same jak na rys. |

Wstawiajac (B8) do (B7) znajdujemy:
1 1 T, ' - 1
S I A U VT, (1—:% T ) (B9)
VX, 2 1-T, VX 2 1-T,
Zauwazmy, iz r-nie (B9), jest identyczne z (7.45).




1.

1L

2.
13.
14.

15.
16.

TERMOSPREZYSTE FALE POWIERZCHNIOWE 71

Literatura

J. IoNAczak, Linear Dynamic Thermoelasticity — a Survey, The Shock and Vibration Digest 13,
3-8 (1981)

. 8. KaLiski, Wave Equations in Thermoelasticity, Bull. Acad. Pol. Sci. techn. 13, 253 - 260 (1965).
. H.W. Lorp, Y. SHULMAN, A Generalized Dynamical Theory of Thermoelasticity, J. Mech. Phys.

Solids 15, 299 - 309 (1967).
A.E. Green, K. A. Linpsay, Thermoelasticity, J. Elasticity 2, 1-7 (1972).

. A. NAYFEH, S. NEMAT-NASSER, Thermoelastic Waves with Thermal Relaxation, Acta Mech. 12,

53-69 (1971).
V. K. AGARVAL, On Surface Waves in Generalized Thermoelasticity, J. Elasticity 8, 171 - 177 (1978).

. D.S. CHANDRASERHARAIAH, K. R. SRIKANTAIAH, On Temperature — Rate Dependent Thermoelastic

Rayleigh Waves in Halfspace with Material Boundary, Gerlands Beitr, Geophys. 93, 133 - 141
(1984).

. F. J. LockerT, Effect of Thermal Properties of a Solid on the Velocity of Rayleigh Waves, J. Mech. Phys.

Solids 7, 71 - 75 (1958).

. V. K. AGARVAL, On Plane Waves in Generalized Thermoclasticity, Acta Mech., 31, 185 - 198 (1979).
. D. Tao, J. H. Prevost, Relaxation Effects on Generalized Thermoelastic Waves, J. Therm. Stresses 7,

79 - 89 (1984).

J. C. WaRD, ). WILKS, Second Sound and the Thermo-Mechanical Effect at very low Temperatures,
Phif. Mag. 43, 48 - 50 (1952).

M. CHESTER, Second Sound in Solids, Phys. Rev. 131, 2013 - 2015 (1963).

M. J. MAURER, Relaxation Model for Heat Conduction in Metals, J. Appl. Phys, 40, 5123 - 5130 (1969).
E. W. ProrOFsKY, J. A. XRUMHANSL, Second — Sound Propagation in Dielectric Solids, Phys. Rev.
133, A 1403 - 1410 (1964).

W. E. Bron, ed., Nonequilibrium Phonon Dynamics, Plenum Press, New York and London, 1985.
A. GRIFFIN, On the Detection of Second Sound in Crystals by Light Scattering, Phys. Letters 17,
208 - 210 (1965).

Peswome

TIOBEPXHOCTHBIE BOJIHBI B TEPMOVIIPYI'OCTH C BPEMEHAMHA
PEJJAKCALMIN

cenemyem MOBEPXHOCTHBIC BOJHBI B U30TPOITHOM OSHOPOIHOM IONYIPOCTPAHCTBE HCIXOIB3YSACH

TeopHeil JIMHEHHOU TePMOYIPYTOoCTH C ABYMA BpeMeHaMmy penaxcanyu. llpeamonaraercs, UTo MOBEpX-
HOCTh MOJYNPOCTPAHCTBA CBOOOJHA OT MEX3HHUECKON HATPY3KH, W UTO HA Hee BO3MOMEH CBoOomHONI
TenjioobmeH. BrIBOAUTCA MUCIIEPCHOHHOE COOTHOUIEHME M NMPEACTaBIACTCA €ro YHCJIEHHON M acmMIITo-
THUECKHA 8HAIM3. YKA3aHA AHAIOTHMA HAWNEHHBIX Pe3yNbraToB C pe3yibTaTaMU TEOPHM C OJHOM Bpe-
Menem penaxcauru. IIpH OTCYTCTBHE CONPSOKEHHS TEPMUTIECKHX W MEXaHHUECKHX IIoJiel IoJryuaercs
KJaccuuecKyio Bojxy Panest. sl HUSKHX 3HAUEHMIT YACTOTHI ¥ BOJHOBOIO BEKTOpA 33Jaya CBOAWTICS
K pemeHnio JIdkarTa.

Summary

SURFACE WAVES IN THERMOELASTICITY WITH RELAXATION TIMES

Surface waves in an isotropic homogeneous semi-infinite space are studied within the linear thermo-

elasticity with two relaxation times. The boundary of the semi— space is assumed to be free of stresscs
and through it there is a heat exchange with environment. Associated dispersion relation is derived and its
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numerical and asymptotic analysis are presented. The analogy of our results with those of a theory with
one relaxation time is discussed. Also, Rayleigh’s classical result for isothermal elastodynamics, and
Lockett’s thermoelastic solution corresponding to low frequencies and small wave vectors are recovered,

Praca wplyngla do Redakcji dnia 20 stycznia 1987 roku.



