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Idea superelementow i rozwiazania operatorowe pewnych uktadow regularnych pozwo-
lity otrzymaé rozwiazania w postaci zamknietej zagadnienia statyki mostéw pontonowych
z wigzami jednostronnymi na obroty.

1. Wstep

Pod pojeciem ukladu z wigzami jednostronnymi bedzie si¢ rozumie¢ réwnania statyki
mostéw pontonowych, posiadajacych jednostronne ograniczenia na wzajemne obroty
pontonéw w polaczeniach. Réwnania te majg postaé [2]:

p=K- z+L-m,
f>L 7, m320, (D

gdzie: p — wektor obciazen w weztach,

m — wektor momentow w punktach zwarcia mostu (reakcje na wigzy f),

z — wektor ugie¢ pionowych przegubdw,

JS— wektor jednostronnych ograniczen na wzajemne obroty pontonéw w prze-

gubach,

K — macierz sztywnosci podloza sprezystego,

L — macierz struktury ukfadu (operator réznicowy).
Cechg charakterystyczna tego ukladu sa jednostronne wigzy w postaci nierédwnosci
w (1.1). Wiezy te interweniuja w postaci reakcji m, w ten sposéb, ze m > 0, gdy f= LT z.
Méwimy wtedy, Ze pontony sa zwarte, tworzac tzw. strefe zwarcia. W ogdlnym przy-
padku obcigzenia lokalizacja stref zwarcia nie jest znana i nalezy ja znajdowaé droga
do$¢ pracochtonnych obliczen na maszynie cyfrowej. W przypadku, gdy obcigZenie mostu
skupione jest w pewnym ograniczonym obszarze, wowczas réwniez strefa zwarcia pojawia
si¢ w otoczeniu tego obszaru. W takiej sytuacji rozwiazanie ukladu rozpada si¢ na dwa
roztaczne obszary:
a) strefe zwarcia, w ktorej m > 0,
b) strefe rozwarta, w ktérej m = 0.

W strefie zwarcia do wyznaczenia z uktadu (1.1) sa ugigcia £ | momenty zwarcia m.
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W strefie rozwarcia tylko ugiecia z z ukladu p = K- z. W punkcie rozdziatu obu stref
dziata sita tnaca wzajemnego oddziatywania w przegubie. Potozenie tego punktu nie jest
jednak znane ‘a priori’ i nalezy je znalezé z dodatkowego warunku zgodnosei ugieé.

Takie podejicie, mimo nicjednoznacznosci w sensie diugosci strefy zwarcia nasuwa
pomyst uzycia metody dwdch superelementéow obejmujacych strefe zwarcia i rozwarcia
jako roztaczne obiekty do dalszej analizy. Metoda superelementu pozwala bowiem wyeli-
minowa¢ duzg ilos¢ niewiadomych, ktére do syntezy ukladu nie s potrzebne. Dotyczy to
przede wszystkim strefy rozwartej, ktéra charakteryzuje si¢ zanikajacym ciagiem ugieé
w miarg oddalania sig¢ od punktu przyloZenia sity. '

2. Pélograniczone pasmo pontonéw (PPP)

Strefa rozwarta jest pétograniczonym ciagiem pontondw, w stanie bezzwarciowym
w przegubach, a jedynym obcigzeniem zewnetrznym jest sita skupiona na jednym brzegu
tej strefy.

Réwnania (1.1) w przypadku » jednakowych pontonéw sprowadzaja .sie do uktadu
p=K-z:

B+a)kzo+(3—a)kz, = p,, 2.1
B—-w)kz_ +20+w)kz,+ (3—o)kz;p; = 0, 2.2)
B—a)kz,_+@B+)kz, =0, i=1,..n-1 2.3)

gdzie:

2.
_ y-a-b _ (e
k=1 “_( )

a — dhugos$é pontonu,

b — szerokos¢ pontonu,

! — odlegloé¢ miedzy przegubami,
y — cigzar wlasciwy wody.

b a_ . d
o
( . v i_j}t_' C X
‘ ’ 1 12 T n
' P
o
Rys. 1.

Uklad réwnai jednorodnych (2.2) z warunkami brzegowymi (2.1) i (2.3) moZna roz-
-wigza¢ metoda operatorowa [1], zaktadajac rozwiazanie w postaci z; = 4. (¢),j =0, 1, ...n,
W rezultacie otrzymamy nastgpujace pierwiastki réwnania charakterystycznego:

I Yieya 0

= = -

r Vi+ya
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oraz
z; = Ay (r}) +4,- (r2). (2.5)
Stale A,, A,, wyznaczone z warunkdéw brzegowych (2.1) i (2.3) wynosza:

— [(B—o)+@+a)r]ri! . Po

A
1 M k ’

~[B=)+B+a)nlri™ | po

Az = M K’

gdzie:
M= [B+x)+B—0)r]l3-0)+ @B+ )r]r3"+
G+ +@B-ayr)I3—w) +B+a)rlri

Moina wykazaé, ze poniewaz r,-r, = 1 oraz r; # r, to:

. 1 p .
llmA = —T_‘—O— = A, llmA = 0.
n—raol 2"/3 ‘/d k‘ lx—>002

Obliczenia numeryczne dla o« = 1 (¢ = ) wykazuja bardzo szybka zbieznosé A, do A,
a A, do zera juz dla niewielkiej liczby pontonéw (patrz tabl. 1).

Tablica 1
n 2 3 -4 5 6
2k
— A 0.58034 0.57756 0.57737 0.577351 0.57735
Do
2k
— Ay 3.1073 2.1 1074 1.5 103 1.1 10-% 7.9 10-8
Do
2k 1
Dlan=c A4, =-—= = 0.57735.
Do 1/3

Z powyzszego zestawienia mozna wnioskowaé, ze dla n > 4 pélograniczone pasmo pon-
tondéw mozna traktowaé jako poinieskoficzone (n = o0). Rozwiazania ukladu (2.2) maja
woéwcezas szczegblnie prosta postaé:

4o L P
C2y3Ye kK (2.6)

z; = 30" I,

Zg =

czyli
— %
ll/3 +‘/“

Wniosek: PPP traktowane jako superclement posiada sztywno$¢ na ugigcie pionowe
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w wezle brzegowym nr. 0 réwna:

ko = 2y/3 V- k, Q.7
tzn. po = ko 2o. '

2.1. Ograniczenia stosowalnoéci superelementu PPP. Superelement brzegowy charakteryzu-
je jego sztywnos¢ na brzegu (ko). Sztywnosé ta jest wielkoscia stala, dopdki wewnatrz
tego elementu nie pojawi si¢ dodatkowe zwarcie, wynikajace z wyczerpania sie luzdw
miedzy pontonami. Warunek ten w sposdb istotny ogranicza zastosowanie elementu
PPP w obliczeniach, zmieniajac jego charakterystyke sztywnosSciowa. W tym sensie ele-
ment PPP posiada charakterystyke nieliniowa (zmienna skokowo).

Z zanikajacego charakteru ugiec¢ weztéw wewnatrz PPP wynika, ze dodatkowe zwarcie
moze pojawié si¢ albo w wezle 1, gdy z, < 0, albo w weizle 2, gdy z, > 0, (patrz rys. 2).

0
0
=
Vi 2
z kg ® —ornacra zwarcie

o — brak zwarcia

- Rys. 2.

Badajac warunek zwarcia w obu przypadkach w odpowiednich wezlach otrzymuje sig
nastgpujace ograniczenie na ugiecie z,:

fl 1. _
= - K20 S~ mg = 2, 2.8
= T mE S -1 @8
gdzie: r = r; wedlug (2.4)
S — ograniczenie katéw obrotu w przegubach,
[ — odlegtoSci przegubdw.
Dla z ¢ (z4, 2,) nalezy zmieni¢ sztywnoé¢ PPP z k, na k, lub k. Wartosm tych sztywnosci
sa nastgpujgce:
kﬂ = ﬁk

3—a ) __ 29)

k E 3 —_——
! (+a 3+a+p

gdzie:

: 1 (9—0a)?
= |1 -
A 2 [ St 15+a+41/371/2]'

Przykladowo dla « = (.8)%: ko = 2.771 k, ky = 6.17 k, k, = 3.073 k. Jak wida¢, szcze-
golnie k,; wzrasta do$é znacznie, powodujac nieliniowo$é PPP, jesli z, < z,.
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3. Synteza ukladu zwartego i rozwartego

Zastapienie czgsci rozwartej ukladu superelementem PPP ze sztywnoscia ko na brzegu,
pozwala sprowadzi¢ zadanie statyki mostu pontonowego do analizy strefy zwarcia, do
ktérej zostana dolaczone na koncach elementy sprezyste o znanej charakterystyce (ele-
menty PPP). Poniewaz, jak juz wczesniej wspomniano, nie znana jest dlugo$é strefy
zwarcia, obliczenia mozna prowadzié zwickszajac stopniowo diugos$é strefy zwarcia,
poczawszy od ustalonej ilosci pontondw i sprawdzajac warunki cigglosci na styku strefy
zwarcia i rozwarcia. Dolaczenie jednego pontonu ze strefy rozwarcia nie zmienia cha-
rakterystyki elementu dolaczonego (PPP), albowiem, jak pokazano w punkcie 2 nie za-
lezy ona od ilosci pontonéw.

Niewiadome momenty zwarcia i ugiecia wewnatrz strefy zwarcia mozna zredukowac
do brzegéw, jak to si¢ czyni w metodzie superelementéw, wprowadzajac macierz brze-
gowa i reakcje brzegéw. Metode te zilustrujemy na prostym przykladzie z jedna sila sku-
piona na modcie swobodnie plywajacym, wyznaczajac rozwiazania we wstepnej fazie
tworzenia si¢ strefy zwarcia. Podobne zagadnienie zwarcia punktowego w poczatkowej
fazie ruchu, przy naglym przylozeniu sily, mozna znalezé w pracy [3].

3.1. Przyklad obciazenia sila skupiona w przegubie frodkowym mostu. Wykorzystujac rozwig-
zania dla PPP z punktu 2, mozna znalezé natychmiast warunki obcigzenia powodujace

P
(PPP)

-3 =1 ) ! 2
Rys. 3.
tzw. punktowe zwarcie mostu pod sita P, (patrz rys. 3). Model mostu sklada si¢ z dwéch
. . . P
symetrycznych elementow PPP, do brzegu ktorych przylozona jest sita skupiona 5

Warunek, przy ktérym pojawia si¢ zwarcie pomiedzy elementami ma postac:

Z_y
1 2 1
Jo = -7 T "T) Zo |>» (3.1
Zy
gdzie: z5 = %, Z_y = 2, = zo-r Zgodnie z (2.6) i (2.7).
0
Warunek (3.1) prowadzi do obliczenia sity powodujacej pierwsze zwarcie mostu:

Py = Va(y/3+Va) K. (3.2)

Dla P > P,, pojawia sie¢ w przegubie 0 moment zwarcia i od tej chwili nalezy wpro-
wadzi¢ inny model obliczeniowy, uwzgledniajacy istnienie strefy zwarcia migdzy PPP
(rys. 4).

Rozwiazemy to zadanie metoda superelementéw. Superelement zwarty obejmuje
przeguby 0-1-2, Po obu jego stronach znajduja si¢ superelementy PPP,

13
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(PPP) | _(¢ep)
————— 5 v - — -_—
. - -
Rys. 4.

|
1
Do GB+wk, G-k, 0 :-—T Zp
1
2
2 B-wk, 26+0k, =0k, | |z
- ‘ (3.3)
! 1
D2 0 (3—06)k> (3+Ot)k,,| -7 Zz
-0 V.- __ e -
1 2 1 |
—f1“ i - T -7 : 0— —m1—

Brzeg elementu stanowig przeguby 0 i 2. Ponadto: po = p, =0, py = P, z, = z;. Po
uporzadkowaniu ukladu (3.3) ze wzgledu na ugigcia brzegowe i wykorzystaniu symetrii
otrzymamy:

.- _ , - - -
1
0 G+a)k, :(3—a)k,—-l- z, | (%)
_ T I - -
]
= i 1
% | 3-wk, ,' (3+o)k, T z G4
!
f 1 1 ,
2l L o7 o [m]®
Redukujgc obcigzenie do brzegu otrzymamy kolejno:
reakcje brzegu
1 P
ry = KblKli P = ——2—-+3kf1,
sity na brzegu
3.5
S0 = Pty = —1;——3kﬂ, -9
macierz brzegowa elementu 0-1-2
K;l) = Kbb_KblKl_llKib = 12k.
Od strony superelementu brzegowego PPP:
2) =
% ’ (3.6)

K®=ky=2)/3ya k.
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Zatem na brzegu réwnanie réwnowagi jest:

045 = (KO KD) - 2, (3.7
skad:
P—6kfl
Zy = 2, = = — — . 3.8
N T 3.8

Z rozwigzaniem z, mozZna wréci¢ do superelementu (strefy zwarcia) i obliczyé pozostate
niewiadome, np. moment zwarcia:

3
m, —%1-61\:2—- +o

kfl12, ' (3.9)
Przyjmujac m; = 0 znajdziemy minimalna sile, przy ktérej znika zwarcie w §rodku strefy:

Pin = (V3 +V )y akfl, (3.10)
warto$é ktorej pokrywa si¢ z rozwiazaniem (3.2).
Moment gnacy m; mozna wtedy przeksztalcié do postaci:

V3itve
ny = ——=—= mln) .
2)/3 +]/ o 2
Zakladajac zwarcie na brzegu miedzy superelementami mozna obliczyé Pp,,, czyli

site, kiedy dotaczy sie nastepny ponton ze strefy rozwartej, albo kres zaloZonego typu
rozwigzania;

(3.11)

-Pmax = 3[2+(V§+]/E)(2‘/§+ |/E)] kf[. - (312)

Zatem zakres rozwigzan przyjetych na wstepie jest ogr amczony do sily P spelniajacej nie-
réwnosé:

Pmln & P & Pmax' (313)

Sprawdzimy jeszcze, czy w calym zakresie (3.13) superelement PPP jest liﬂiowy, tzn. czy
nie interweniuje warunek (2.8). Latwo sprawdzié, Ze:

3(]/ 34+7/a)
4]/ 3
Na koniec, wracajac do (3.8) mozna zauwazy¢, Ze dla sity Py = 6kf! z, = 0, co oznacza,
ze znika oddzialywanie migdzy strefami. Strefa rozwarta jest plaska (z; = 0) i nastgpuje
mizolacja” strefy zwarcia, bo sita wzajemnego oddziatywania spada do zera. Takie zja-
wisko mozna zaobserwowaé dla dowolnej strefy zwarcia, pomiedzy koleinymi przylg-
czeniami pontondw.

ZZ(Pmax) = fl < Z4

4. Podsumowanie

W przykladzie przytoczonym w punkcie 3 pracy, dzieki swej prostocie mozna byto
wyznaczyé podstawowe relacje zachodzace w mos$cie w poczatkowej fazie zwarcia mostu
z sitg skupiona w przegubie. Podobne zwiazki mozna wyznaczy¢ dla sily przylozonej
w $rodku pontonu [2].



198 R. PISKORSKI

Dalsza analiza, przy zwigkszaniu liczby pontonéw w zwarciu nie jest juz mozliwa
w sposéb analityczny. Przeprowadzi¢ ja moZna jedynie na maszynie cyfrowej, wykorzy-
stujac opisana wyzej ideg superelementu. Celem niniejszej pracy bylo naszkicowanie
metody w zagadnieniu statyki mostu z wigzami jednostronnymi, a w szczegdlnosci
zastosowanie elementu PPP.

Dla pewnych uktadéw regularnych mozliwe sa rozwigzania operatorowe rdwniez
w strefie zZwarcia, ale to juz bedzie tematem innej pracy.

5. Wspomnienie

Niniejsza prace pragng poswiecié pamieci Profesora Jézefa Wieckowskiego, ktory
zapoczatkowat prace nad uktadami dyskretnymi i swoim zaangazowaniem dat asumpt do
powstania szeregu prac poswigcconych mechanice mostéw plywajacych.

Dzisiaj niestety nie ma Go juz wsrod nas.
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METOL CVIIEPDJIEMEHTA B CTATHIKE CHUCTEM C OIOHOCTPOHHLBIMH
’ CBA3AMHU

Hpea cynepaneMeHTOB H OIepaTOPHOE MHTETPHPOBAHHE HEKOTOPHIX DPECYJISIPHBIX CHCTEM I03BO-
JIMNBI TIONYYHTE B 3aMKHYTOH (hopMe pesyiIbTaThl B CTATHKE IIOHTOHHBIX MOCTOB C OJHOCTDPOHHBIMI CBA-
3amir npr oBoporax.

Summary

SUPERELEMENT METHOD IN THE STATICS OF SYSTEM WITH UNILATERAL
CONSTRAINTS

Idea of superelement and operator integration solutions of certain regular systems allowed to obtain
in exact form the solutions of the ferry-bridge problem with unilateral constraints on pivot.

Praca wplynela do Redakcji dnia 22 grudnia 1986 roku.



