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1.Wstep

W numerycznej analizie zagadnien dynamicznych (zjawisko rozchodzenia sig fal;
problemy geotechniczne) wprowadzenie sztucznego brzegu powoduje wystgpienie nie-
naturalnych odbié fal, zaburzajacych rozwigzanie. Z praktycznego punktu widzenia istotna
jest wige umiejetnosé ich eliminacji i symulowanie nieograniczonego osrodka. Najprostsze,
ale jednocze$nie chyba najkosztowniejsze, rozwiazanie polega na zbudowaniu modelu
obliczeniowego o odpowiednio duzych wymiarach, pozwalajacego na uzyskanie wynikéw
przed wystapieniem odbic.

Dla eliminacji tego zjawiska mozna na rozpatrywanym brzegu odcinajacym skonczony
obszar zastosowaé odpowiednio dobrany system lepkich tiumikéw [6]. W wielu pracach
wykorzystano rodzine absorpcyjnych warunkéw brzegowych, opracowanych na pod-
stawie uprzednio rozwinietej teorii przez Engquista [2]. Znakomitym narzgdziem do analizy
tych zagadniefi moZe byé metoda elementéw brzegowych [7], w ktdérej budowa nieskon-
czonych elementéw jest bardzo naturalna. Podobnie jak dla metody elementéw skon-
czonych w zagadnieniach statyki [8] mozna zbudowa¢ element nieskonczony eliminujacy
odbicia lub rozwiazywa¢ zadanie poprzez dokonanie odwzorowania obszaru nieograni-
czonego w obszar skonczony.

W pracy przedstawiono trzy koncepcje eliminacji odbié poprzez przyjecie absorpcyj-
nych warunkéw brzegowych typu Sommerfelda, superpozycj¢ rozwiazait i przyjecie dyna-
micznych warunkéw brzegowych. Proponowane algorytmy przetestowano na niewielkich
zadaniach jedno- i dwuwymiarowych, wykorzystujqc mikrokomputer ZX Spectrum +, co
umozliwito wizualizacje wynikéw., ' '

* Praca prezentowana na I Ogélno;;olskicj Konferencji ,,Mikrokomputery w Mechanice”, Warszawa
1986. e ' o .
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2. Absorpcyjne warunki brzegowe

Rozpatrzmy réownanie falowe (1):

Uy = €% Uy, (1)
gdzie: x € [—a, 0], 1 € [0, c0). Dla brzegu x = 0 poszukujemy takiego warunku, ktory
dla fali o zrodie w punkcie x = —a poruszajgcej si¢ w prawa strong pozwoli na jej przejécie

przez brzeg x = 0 bez wywolywania odbi¢. Rozwiazanie réwnania (1) dane jest wzorem (2):
u = A-explilwt —kx)]+ B - expli{w? +kx)], )

gdzie: w — czgstos¢ kolowa, & — numer wektora falowego (w = kc), A — amplituda
Zrodla, B — amplituda fali odbitej. Dokonujac formalnego rozkiadu operatora (1) otrzy-
mamy (3):

0 K, d d
(?;-+Ca—x')(57“037)u20. (3)
Przyjmujac dla x = 0 warunek brzegowy (4) zgodny z (3):
H,+C : uxl.r:O = O; (4)

latwo stwierdzi¢, ze podstawiajgc rozwiazanie (2) do (4) otrzymamy B = 0, co odpowiada
eliminacji odbi¢. Wzor (4) zgodny jest z warunkiem wykorzystywanym przez Engquista,
(dla fali poruszajace]j sie w lewg strong we wzorze (4) wystapi znak —).

Proponowany warunek brzegowy moze by¢ wykorzystany nie tylko w metodzie réznic
skonczonych [2], ale takZe w metodzie elementéw skonczonych [1] lub metodzie czaso-
przestrzennych elementéw skoriczonych [4]. WigZe si¢ to jednak z koniecznoécia budowy
elementéw, dla ktérych na rozpatrywanym brzegu moga byé wyrazone pochodne funkcji u.

ki

Jh_ r——z“[ q; :{ui Wi it }
b |

t=Th

Rys. 1. Element czasoprzestrzenny typu Hermite'a

Rozpatrzmy prostokatny element czasoprzestrzenny (rys. 1) o parametrach weztowych
©)
q: = {uhulx,ult}’ i = 17 2:3y4- (5)

Macierz N funkeji ksztaltu przyjmujemy w postaci wielomianéw Hermite’a:

u(x,t) = N(x, 1) q,,
NG 1) = [N, Na, No, N, ©

Po przejsciu na zmienne bezwymiarowe &, T mozemy N; zapisaé w postaci (7):

N,(§, 7) = [e(&:He(ri1); aw(&i8) o(7i7); ho(6:8) w(T, 7], M
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gdzie:
0(6e8) = 0252 +380—(3),
w(ol) = —0.25,(1+ 80— 03), (8)
fo=10C, i=1,2,3,4, ¢=£¢& 7.
Przyjmujac:
1 d
o dE
€ = Ju = 1 4 |® ®
h dv

wyznaczamy macierz B; = dN;. Macierz sztywnoéci elementu czasoprzestrzennego wyzna-
czamy ze wzoru (10):
11

Ky= [ [BI-E-Bj-ah-dide, i,j=1,2,3,4,
-1 —1

A, B, (10)
K, = [Cc De],
gdzie:
E4 O
E=[0 4 an

W otrzymanej tak macierzy K, podmacierze B, i C, s niesymetryczne, co w polaczeniu
z trzykrotnym wzrostem liczby niewiadomych w pordéwnaniu do zadania rozwiazywa-
nego tylko w wielkosSciach przemieszczen znacznie obniza przydatno$¢ proponowa-
nego algorytmu.

Spetnienie warunku (4) sprowadza sig do kondensacji w macierzy sztywnoéci elementu
czasoprzestrzennego stopni swobody zwigzanych z wielkodciami #, i 4, na brzegu odci-
najacym skonczony obszar.

Ze wzgledu na niska efektywno$é algorytmu wykorzystujacego czworokatne elementy
typu Hermite’a poszukiwano dla elementéw czworokatnych z aproksymacja Lagrange’a
pola przemieszezef 1 (rys. 2) takich modyfikacii funkcji ksztaltu, aby na brzegu § = const

T
j‘“‘_ lgq a;={ui)

3 4

AT

Rys. 2. Element czasoprzestrzenny typu Lagrange’a

spetniony byt warunek (4). Modyfikacji poszukiwano w klasie wielomianow. Postulowano
spetnienie warunku (4) na calym brzegu, w wezlach lub catkowo (12):
u(a, t),+ec-ua, t), =0,
- uil+c'u1x=0) i= 2)4) (12)
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h

| lta, 1), +¢- ua, ndt = 0.

-~
Analize przeprowadzono wykorzystujac mikrokomputer ZX Spectrum +. Uzyskane
w ten sposdb modyfikacje funkeji ksztattu prowadzily do schematéw niestabilnych lub
o znacznie obnizonej granicy stabilnosci. W badaniu stabilnodci wykorzystano warunek
(13) [5]:

B+C—A-D > 0. (13)

Celowe wiece wydaje sig rozszerzenie klas funkcji modyfikujacych na funkcje wymierne,
logarytmiczne lub ekspotencjalne.

3. Metoda superpozycji rozwiazan

Rozpatrzmy ponownie rownanie (1) i jego rozwiazanie (2). Przyjecie na rozpatrywa-
nym brzegu warunku (14):

Ueleo = 0, (14)
daje B = — A, za$ przyjecie warunku (15):
Ulz=o = 0, (15)
1 £ = 2000000 KG/cm?
4 i i o A = 100cm?
4 g = 00072 kg/cm?
for2a—>pe-2a |20 ~ofa-20 | c = E/o = 16666 cm/s
a = 50cm
hg= a/c =0,003s

Rys. 3. Zagadnienie jednowymiarowe — drgania podluzne preta

N 1 TN 1
N=1/6 s=2 20krokéw t N=16 s=2 20krokéw t

——— N N————
—_— T N—
— N
_/—\’_&_—%
P

A=1/6 s=2 20krokéw -t -

Rys. 4. Drgania podluine prgta — superpozycja rozwigzan
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daje B = A. Jak latwo wiec zauwazy¢ superpozycja tych rozwigzan catkowicie eliminuje
zjawisko odbicia fal.

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ takze dla zadania dwuwymiarowego
(tarcza, membrana). Zwigkszeniu ulega wtedy liczba superponowanych rozwigzan — na-
lezy uwzglednié wszystkie mozliwe kombinacje warunkéw brzegowych w naroZach.

Algorytm przetestowano na prostym zadaniu jednowymiarowym — drgan podiuz-
nych preta. (rys. 3). Wyniki obliczen przedstawiono na rys. 4. Istotna wada proponowanej
metody jest wzrost czasu obliczed i zapotrzebowania na pamieé, gdy superponowane
zadania rozwiazywane sa rownolegle.

4. Dynamiczne warunki brzegowe

Do analizy dynamicznej nieograniczonego obszaru £ wykorzystano fS-algorytm me-
tody elementdw czasoprzestrzennych [3]. Macierze A, B, C, D maja budowe (16):

A=D=n7n1-28-5-1/2h-M,

B=C=2 S+1/2h M, (16)
gdzie: p € [0, 1/2], 22 — krok catkowania, S, M — macierze sztywnosci i bezwladnosci.
Uklad réwnan metody elementow czasoprzestrzennych rozwiazujemy korzystajac z zalez-
nosci (17), (18):

A-q,+B-q, =1, Qa7
C'q1_1+(A+D)'qi+B'q‘+1 =f£. (18)
Wprowadzajac dodatkowe oznaczenia (19):

fi = A-q+B-quy,

19
f-=-C-q.;—D-q,, (19)

réwnanie (18) mozna przeksztaltci¢ do postaci (20):
fit = f,4+f. (20)

Wielkosci f i f;~ sa wektorami pedéw starym, obliczonym z przemieszczed q;— i q; oraz
nowym, obliczonym z przemieszczen q; i qi4,. Réwnanie (20) jest réwnaniem réwnowagi
dynamicznej, zapisanym dla chwili i w wielkosciach pedéw. WprowadZzmy dodatkowy

IN—-2Fi
he= b/c =0,0025
2b _ 2
E = 2000 000 kG/ cm
il 6 |~t— o = 0,0072 kg/cm?

o =13

b a = 50cm
|3 L |_*‘ b = 50 cm
S CuiVE 2(1+0)Q =10206 cmfs
__L c";cl\(zn—'o)/H—Z‘o =20 L12cm/s

1 2

20——{

Rys. 5. Zagadnienie dwuwymiarowe — drgania tarczy
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symbol fi*|., oznaczajacy sktadowe wektora f* na brzegu 082 ograniczajacym rozpatry-
wany skoficzony obszar Q*. Przyjmijmy, Ze wezly na brzegu 4£2 sg calkowicie nieobcia-
zone i maja tylko ruchome stopnie swobody: Aby brzeg 42 przy analizie obszaru £*
byl w takich samych warunkach jak przy analizie £2 nalezy spetni¢ na nim dynamiczny
warunek brzegowy (21):

ft|o = 0. : Qn

Przy przyjeciu fil, = 0 odpowiada to warunkowi fi |, = 0. Jest on }atwy' do spetnienia
i wymaga niewielkich modyfikacji algorytmu. W réwnaniu (18) nalezy wyzerowaé sklad-
niki iloczynu € - q;-; + D q; odpowiadajace stopniom swobody na brzegu 942.

e TN e e e e

—— N
TN ———— e,

N
N=1/6 s=1 25 krokéw A 0=025 ss1 25 krokdw

>5gLL

e e e

e o S

e

[

N =0 s=2 50 krokdw

i
A =05 s=1  25krokéw

e ——— e, N e e e
e N\ mr~——e e Y o N N
—/\-\.’%M—f‘—-—" —Av—’\————'——‘_\
J-\-W———‘— /\'\M————
A D=1fb s=2 50 krokbw N___0=025 s=2  SOkrokdw

Rys. 6. Drgania podluzne preta — dynamiczne warunki brzegowe

— 7.8 _— 7'8
—_ 5 AN~ 58
N 34 MNeme—— 34

A_N=1f6 s51 25krokéw " A=1fe s=2 50krok6w1’2

N

MND=1/6 3525 125 krokéw

1.2

Rys. 7. Drgania tarczy — dynamiczne warunki brzegowe
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Proponowany algorytm zostat sprawdzony na niewielkich zadaniach jedno- i dwuwymia-
rowych (drgania podtuzne preta- rys. 3, drgania tarczy- rys. 5). Obcigzenie stanowil impuls
kinematyczny. W obliczeniach wykorzystano mikrokomputer ZX Spectrum +. Wyniki
obliczed dla réznych wartosci parametru 8 i skrécenia s (s = ko/h) kroku calkowania
przedstawiono na rys. 6 i rys. 7.

5. Uwagi koncowe

W rozwiazaniu i analizie postawionego problemu mikrokomputer ZX Spectrum +
okazat si¢ bardzo przydatnym narzgdziem. Prosty program napisany w Basic-u umoz-
liwil automatyzacje¢ badania réznych modyfikacji funkeji ksztattu. Wyjscie graficzne,
cho¢ bardzo niedoskonate, pozwolilo na szybka wizualizacje wynikéw i unikniecie zmud-
nego wykonywania wykreséw. Niewielka pojemnos$¢ pamieci i bardzo wolny interpreter
Basic-a uniemozliwity rozwigzanie wigkszych zadan. Proponowane algorytmy wymagaja
wige dalszych testéw, mozliwych do zrealizowania na profesjonalnym sprzecie.
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Pesome

PEIIEHUE OIVHAMUWYECKUX 3AI0AY B HEOTPAHUYEHHBIX OBJIACTAX

B ByMepHuUecKoM peLIEHHH JUHAMAUECKHX 3alau B HEOrPAHHUEHHBIX OONACTAX MOABJISTIOTCA OTpa-
sxerms, OUueHs BRXKHBIM SABJSIETCSA HCINOUEHHE STHX OTPAYKEHHI ¥ CHMYNALMA HEOrPaBNUEHHOTO IIPoCc-
TpaHcrBa. B pafoTe mpecTaBiieHo HECKONBKO HOBBIX METOROB pemIeHHs 2roft 3amaun. Opmn us HHX
cymeproHnpyer pemerds 3amau Jupmxnera u Hefimana. BeegeHs! To)ce Aunampueciye ¥ abcopGuuoH-
HBEI€ IPAHHYNDBIE YCIOBHA, KOTOPbIe MOXKHA YHOTPEONATE B METOAE KOHEUHBIX BPEMEHHO NPOCTPAaHCTBEH-
HBIX 3JIEMEHTORB.
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Summary

SOLUTION OF DYNAMICAL PROBLEMS IN UNBOUNDED REGIONS

In numerical solutions of dynamical problems in unbounded regions the presence of typical boundaries
introduces reflections. It is very important to be able to eliminate these reflections and to simulate an infinite
region. Some new tecliniques are presented in the paper. One of them solves the problem by adding together
the solutions of Dirichlet and Neumann problems. Dynamical and absorbing boundary conditions, which
can be used in space-time finite elements, are also introduced.

Praca wplynela do Redakcji dnia 9 kwietnia 1986 roku.



