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1. Wstep

Przeprowadzajgc analize drgan wymuszonych walu korbowego z czterolopatowym
$miglem (rys. 1) lotniczego silnika gwiazdowego, przy zastosowaniu metody elementéw
skonczonych, rozpatrywany uklad rzeczywisty odwzorowano w postaci jego modelu
fizycznego skladajacego si¢ z elementéw befkowych i elementéw walu, wirujacych ze

Rys. 1
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stalg predkoscia katowa 2. W rozwazaniach pominigto wplyw ruchu samolotu na wymu-
szone drgania rozpatrywanego ukladu z uwagi na to, Ze czgstosci ruchu samolotu sg nizsze
od rozpatrywanego zakresu czgsto$ci drgan wymuszonych. Przyjety model uwzglednia
odksztalcalnoéé uktadu, ktérego poszczegblne elementy podlegaja zginaniu w dwéch
wzajemnie prostopadlych do siebie plaszczyznach oraz skrgcaniu wokot osi sprezystogci
elementow. Wykorzystano przemieszczeniowa wersj¢ metody elementéw skofczonych
przy zalozeniu jednowymiarowej dyskretyzacji rozpatrywanego ukiadu. Uwzgledniajac
wlaéciwosci konstrukcyjne rzeczywistych watéw korbowych, przyjeto liniowa zmiang
parametréw geometrycznych, masowych i sztywnodciowych w belkowych elementach
skonczonych oraz stale parametry w elementach skonczonych watéw. Jednoczeénie zato-
zono mozliwo$é skokowych zmian parametréw konstrukcyjnych na brzegach elementdw.
Dzialajace na wat korbowy obciaZzenia wymuszajace zostaty okreslone poprzez roztoZenie
w szereg harmoniczny wyznaczonych do$wiadczalnie obcigZen promieniowych (R, i R,)
i stycznych (T,) pochodzacych od sit gazodynamicznych dziatajacych nma wat korbowy
lotniczego silnika tlokowego.

2. Zalezno$ci wyjSciowe

Rozpatrujac deformacije elementu belki (rys. 2) i watu (rys. 3) w ich lokalnych uktadach
wspotrzednych Oxyz, zwiazanych z ich nieodksztalcona osia sprezystoéci przyjeto, Ze
wystepuja male odksztalcenia sprezyste o® zginania w dwdich wzajemnie prostopadtych
do siebie plaszczyznach (przemieszczenia — u, w — dla belki; u, v — dla watu) i skrecania
(p) wokot osi sprezystosci. Ponadto, belka mozZe byé wstepnie zwichrzona (skrecona)
konstrukcyjnie o kat @(y). Catkowite odksztalcenie wzdtuzne dowolnego wiékna belki
lub walu w wybranym przekroju okre§lonym przez jego lokalny uklad wspdtrzednych
gtéwnych 0,&9¢ (uktad wspdtrzednych zwiazany z gtéwnymi osiami bezwladnosci prze-

- Rys. 2 Rys. 3
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kroju i odksztatcona osia sprezysto$ci) mozna wyznaczyé okreslajac przemieszczenie
érodka sztywnosci i obrot nieodksztalcalnego przekroju. Wykorzystujac zaleznosci przed-
stawione w [1], [2] i [3], calkowite odksztalcenie wzdtuzne dowolnego widkna w wybra-
nym przekroju okre§lono nastepujgco:

dla walu —
& = e, —u —no” PR))

dla belki —
e’ = e~ &' 'cos® —w"'sin@) — £ (u"'sin® + w''cosO) + (2 + (2O’ ¢’ (2.2)

gdzie przez ( )’ i ( )" oznaczono pierwsza i druga pochodna wzgledem wspolrzednej
osi spreZystosci.
Wystepujace w powyzszych wzorach odksztalcenie

Se
e = T4 2.3)
jest odksztalceniem rozciagajacym od znanej sity S, natomiast
1
K= [ [ e 4
A

jest zredukowanym promieniem bezwiadnosci czynnego sprezysécie przekroju — A.
Dysponujac okre§lonymi w postaci zwiazkéw (2.1) lub (2.2) odksztalceniami walu lub
belki, mozna wykorzystujac proporcjonalno$é naprezen i odlsztalcen

o= Fs¢

gdzie E — jest modulem sprezystosci Younga

wyznaczyé momenty sprezyste — Mg, M,, M, w lokalnym ukladzie wspétrzgdnych prze-
krojow. Uwzgledniajac za$§ zwigzki pomiedzy lokalnym uktadem wspéirzednych gidwnych
rozpatrywanych przekrojow wyznaczono momenty sprezyste w lokalnych ukladach
wspoirzednych elementu belki lub walu — Oxyz.

Dla walu:
MY = EI.0"
M} = EJ " 2.5)
M} = Gl,¢'+S.rk¢

przy czym

2= [ [ @vnaedn 2.6)
4 '

natomiast Jg, J, sa momentami bezwladnosci przekroju wat: wzgledem gldéwnych osi

‘bezwladnodci a J, jest biegunowym momentem bezwladnosci przekroju.
Dla belki:

M} = (EJzcos?O+ EJysin*O)w'’ + (EJ;— ET) u'’ sin@cos® +
+ EB, 0’ ¢'sin®+ S.(e,sinb + ¢, pcos@ +kZO'u') ‘ 2.7

10*
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M? = [GJo+8, k2 + EB,(0)21¢ — EB,0 (u''cos®— w"sin®) + @7
—S.(t'e,5in@ —w'e,cosO — k20") [ed]
Mt = (EJsin?0 + EJ cos*O)u" + (EJ; — EJ;) w''sin® cos® +
— EB,0'¢'cos® — Si(e,cosO — e, psin@ — k}O'w’)

1 o
gdzie: e = _/f.[f £d&dd,

B, = [[@+O)@-C—kDdeds, By = [[ @ +DE—eddedt @)
A A4

Rozpatrujac ruch wirnjacego z ustalona predkoscia katowa £2 watu korbowego ze
$miglem i uwzgledniajac odksztalcalno$¢ przyjetego do rozwazan modelu fizycznego,
wyznaczono przemieszczenia, predkosci i przy$pieszenia dowolnego punktu przekroju
poprzecznego elementu belki lub watu w wirujacym wraz z nieodksztalcona osia watu
korbowego ukladzie wspoirzednych, Pozwolito to na wyznaczenie obciazen objetosciowych
dzialajacych w rozpatrywanym przekroju elementu belki lub walu. Pomijajac obcigzenia
powstajace w wyniku dzialania sit Coriolisa oraz dokonujac umownego podziatu obcigzen
objetosciowych na obcigzenia bezwladno$ciowe (indeks ,,b) i obcigZenia ods$rodkowe
(indeks ,,£2”"), okreslono je w nastgpujacej postaci:

dla walu —
Piy = —mil, pyj=—mi, gqup= —Li,
Gy = —(mro+1)%, gz = Ip,
Pro = 2mu, pip=2mv, gl = —%mr,u, 2.9
dla belki — ‘
Ph = —m(ii—e,psin®), pb, = —m(w—e,pcosd),
gby = —Ip+mep(WeosO +iisin®),
DPig = mQ*(u+te,psin®), q¢by = —mR2?e,ypsin®, (2.10
G = m%e,[—usin® + y(u'sin® + w'cos@)] + 2*(I;— 1) pcos 20,
qta = —mQ%e,,ypcos®@
gdzie:

en = ’:—Zl‘fgdédé

jest mimosrodem masy, y — odleglofcia rozpatrywanego przekroju od osi obrotu, m —
biezaca masg elementu, I, I, I, — biezacymi masowymi momentami bezwladnosci
wzgledem gtownych osi bezwladnosci przekroju, J— biegunowym, biezacym momentem
bezwladnosci, 4, — catkowitym polem przekroju poprzecznego, r,, — promieniem wy-
korbienia. Przez ,,("")” oznaczono druga pochodng przemieszczen wzgledem czasu.

Na rozpatrywany wat korbowy lotniczego silnika ttokowego dzialaja jeszcze wymusza-
jace sity gazodynamiczne (rys. 1). Sily te okreflono za pomoca szeregu trygonometrycz-
nego o postaci:
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T=Ty+ {T.sin[3,5k (2t + @)},

k=1 .
Q.11)

R =Ry+ {R,sin[3,5k (L2t + @)}

k=1

W skiad rozpatrywanego ukladu watu korbowego wchodza rowniez antywibratory
w postaci tlumikéw Taylora. Przyjmujac najprostszy model oddzialywania tlumikéw tzn.
ttumienie drgan skretnych watu, ich oddzialywanie mozna uwzgledni¢ wprowadzajac

zredukowany do osi obrotu watu korbowego moment bezwladnoéci, zalezny od do-
strojenia thumikow.

7'2/1.2
I* = [‘,-f-r"l‘m,“~ (212)
przy czym
y = w
)
g2 o I—(P—d)
D—-d
gdzie — I, — jest masowym momentem bezwladnosci antywibratora wzgledem jego Srodka

masy,
m, — mas3 antywibratora, r-—— odlegloscig $rodka masy ttumika od osi obrotu,
(D —d)—~— mimo$rodem jego ruchu.

3. Rozwiazanie problemu drgan wymuszonych

Polozenie dowolnego punktu lezacego na osi sprezystoéci rozpatrywanych elementéw
mozna okresli¢é poprzez skladowe wektora f, o postaci

fa =f(X, t)e = Ncﬁe (31)
gdzie N, jest funkcjg ksztaltu a B, wektorem przemieszczen wezlowych elementu, przy czym
Ne = [Nie) Nje]

3.2)
Be = [ﬂle’ Bje]T
gdzie 7, j sa numerami wezléw elementu.
Wykorzystujac wprowadzone na rys. 2irys. 3 oznaczenia, funkcje ksztaltu i wektor prze-
mieszczen wezlowych zapisano nastepujaco:
belka —

dw ,
X = 'Ty—y g]xk = —d_;- = wk’ '}ka = (Pk’ '}I =y = Uy, (3'3)

wiec

ﬁu = [uk: O, W, kaa Wyh y7:!;]
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oraz
[H, 00 0 0 K|
0 00 0 0 0
0 OH K. 0 0
Ne =15 o HE KE 0 0 (3.9
0 00 0 L, 0O
| H, 00 0 0 K
dla k=i, j
Wat —
Z=TZ¢'> g/xkz%:=v;s Y/yk:%=u;’ y/zk:‘Pk:
wiec
[Bde = [ths D> 0 Pty s i (3.5
oraz ~ ’
"H, 0 00 K 0]
0 H, 0K 0 0
00 00 0 O
Ne=|g mox o o (3.6)
H, 0 00 KO
0 0 00 0 I
dla k =i, j

gdzie I, — jest dlugoscia elementu
Wystepujace w macierzach funkcje ksztattu (3.5) 1 (3.8) wyrazy, okreslono wykorzystujac
liniowa funkcje Lagrange’a
Li=1-y, Lj=1y 3.7

oraz dwie funkcje Hermite’a

Hy = 1-39%+2y%, H, = 3x*—24% 8
K= @222+ 22+, K = (-x*+21)), i
i ich pochodne.
Wyznaczajgc réwnania dynamicznej rownowagi elementu w oparciu o zasadg prac wirtual-

nych

' OU,+ 6Ug = dWa+ W, + 6W, + W, + 6 W, (3.9)

gdzie U, jest wariacja energii sprezystej odksztalcenia elementu, U, — przyrostem
wariacji energii sprezystej w polu sit odérodkowych,

dWa, OW,, OW,, 6W,, W, — odpowiednio, praca sit odérodkowych, bezwladnosci,
krawedziowych, wymuszajacych i thumiacych na przemieszczeniach wirtualnych.
Otrzymano je dla lokalnego ukladu wspdirzednych elementu w klasycznej postaci [7]
macierzowego ukiadu réwnan

Eeﬁe+é—eﬁe+ﬁeﬁ‘e = Zkad'Qe | (310)
k=1 .
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gdzie:
K, = K., +2°K,, — K3, +X,,
M, = Moy +M,..
C. = Cee+Copye+ Cume @3
Fuie = [Ty, R, 0,0, 0, 0]7sin (3,5k(2¢ 4+ ¢,))
0. = (@, Qul}

Macierze (3.11) wchodzace w skiad rownania (3.19) wyznaczono z zasady prac wirtual-
nych (3.9) wykorzystujgc metodyke przedstawiong w [7] (dla macierzy sztywnosci sprezy-
stej K, i macierzy mas M), lub w [4] (dla pozostatych macierzy).

Wprowadzajac quasi-diagonalng macierz transformacji

H;
H = 1, (3.12)
gdzie podmacierz
cos¥, sin¥, 0O
H, = | —sin¥?, cos¥, 0 3.13)
0 0, 1

natomiast y jest azymutem osi sprezystoéci elementu belkowego (dla elementu watu
v = ()), okreslono macierzowe réwnanie dynamicznej rownowagi elementu w globalnym
ukladzie wspdirzgdnych

K.6,.+C,&,+M, qil = ,; Fret+ O, (3.14)
przy czym:
K, = H'K,H,
C, = H'C,H,
M, = HM,.H,
®. — K5, (3.15)
Fye = H'F
Q.- H'Q..

Dokonujac sktadania macierzy i wektoréw réwnania (3.14) dla calego ukladu droga
klasycznego sumowania w wezlach [7] otrzymano rdéwnanie dynamicznej réwnowagi
walu korbowego ze $miglem o postaci

"
KB +CB+MS = D) Fou. (3.16)
k=1
Zakladajac, Zze zespolony wektor przemieszczed weztowych dla k-tej harmonicznej przyj-
mie postac

B,(t) = Boysin[3,5%Qt+¢,)] dlaj=1,2 (3.17)
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otrzymano rownania dynamicznej réwnowagi ukladu okreslone zaleznoscia

D) (B+i3.5kQC — (3,542 "M By, = Foy, (3.18)
k=1

lub inaczej
. Zk ('Q) d’;ok =
=1 k

o

Foi. (3.19)

=

I}

Réwnania (3.18) Iub (3.19) sa ostateczna forma matematycznego zapisu rozwigzania
problemu drgan wymuszonych walu korbowego ze $miglem. Pozwalaja one na okreslenie
charakterystyk rezonansowych ukladu czyli zmiany wielkosci przemieszczefi weziowych
w funkcji czgstosci wymuszajgcej

B(w) = ) dy(w). (3.20)
k=1

Wykorzystujac zaleznosci (3.20), moZna okreslic zmiany amplitud i przesuniecia
fazowe dla poszczegélnych przemieszczen. Przyktadowo, dla przemieszczenia ,,2” w do-
wolnym wezle ,,j” ukiadu otrzymano:
dla k-tej harmonicznej

{‘Jk(,) =Aykei3,sk(m+ej,), (3.21)

wiec amplitude okreéla wyrazenie

l Aty =V Re@w)]* + (@) (3.22)
a przesunigcie fazowe zalezno$é
0% = arctg[Im(i,)/Re(t)]+ i (3.23)

wiec

Re(l) = ), Alcos(0%)
k=1

) (3.24)
Tm() = I‘Z;Aj‘ksin(@jk)
1 ostatecznie w wezle ,,j” -amplituda wynosi
43 = Y [Re(@)P + Im @)1 (3.25)
oraz przesunigcie fazowe
64 = arctg[Im(,)/Re(#,)] (3.26)

4, Przykladowe wyniki obliczeh

Przedstawione zalezno$ci wykorzystano do opracowania algorytmu i programu obli-
czeniowego w jezyku FORTRAN na EMC R-32. Opracowany program pozwalal na
wyznaczenie charakterystyk rezonansowych walu korbowego z jednym wykorbieniem



L0

30

20

Rys. 4

L Ay w107
Ay x10°
A} x10¢
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i $migtem, lotniczego silnika ttokowego. Ze wzglgdu na ograniczong do 512 kb pamigé
EMC, $migto odwzorowano w postaci sztywnego elementu skoriczonego, uwzgledniajac
jednakze jego momenty giroskopowe. Dla przedstawionego na rys. 4 walu korbowego
z dwoma thumikami Taylora opartego na trzech sprezysto-ttumiacych podporach wykonano
obliczenia amplitud przemieszczen wezlowych w funkcji czgsto$ci wymuszajacej dla usta-

L0 1 1 I T i
U S
A5x105 Wwezet nr5
Asx10 Q =26,66 Hz
AL x10°
w_
20{~
10k
| | | | |
0 0 80 120 0 20 wihz
“Rys. 6
20 T T T T F
Agx108 wezet o7
v .4 ezet nr
A7x10 02656 Hz
A', «10°
A}
o T N -
3
—-Y
iy \ \ | |
0 0 80 120 i60 200 wlHz

Rys. 7
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lonych predkosci obrotowych. Na przedstawionych, przykladowych wynikach obliczen
dla predkosci obrotowej £2 = 26,66 Hz, pokazano przebiegi amplitud ugieé i skrecania
wahu korbowego w wezle nr 3 (rys. 5), wezle nr 5 (rys. 6) i w wezle nr 7 (rys. 7). Z analizy
przedstawionych wykresow wynika, ze w rozpatrywanych weztach wystepuje ttumienie
drgaf skretnych dla czgstosci odpowiadajacyeh dostrojeniu thumikéw. Jednoczesnie,
w wyniku sprzezen pomigdzy zginaniem i skr¢caniem rozpatrywanego ukladu wystepuje
czgéciowe tlumienie drgaf gigtnych, wyrazZniejsze w plaszczyznie prostopadiej do plasz-
czyzny wykorbienia watu. Tlumienie to réwniez wystepuje dla czgstoscei drgan odpowia-
dajacej dostrojeniu ttumikéw Taylora.
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Peswome

AHAJIVI3 BBIHY)KIEHHBIX KOJIEBAHUYM KOJIEHUATOI'O BAJIA M3
BO3OYIIHBIM BMHTOM IIPH TIOMOIIKI METOIOA KOHEUHBLIX SJIEMEHTOB

B pabore npeAcTaBieHA METOAMKA AHANM3a HATHOHO-KPYTHIIBHBIX KONeGaHwil KoJNeHYaToro Banis
MOPHIHEBOTO J{BUTATENA M3 BO3NYIIHLIM BUHTOM. JluHampuecKkass MOHOENb CHCTEMBI OIIpEJelieHa
MeTONOM KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB IPHMEHSS OJHOMEDHYIO JMCKPETH3ALHMIO C HCIONb3OBaRMeM HethopMH-
pyeMbIX 3JieMeHTOR 0alioK M BasoB.

B paccMaTpuBaeMoi MOHENM YUTEHO BIIMSHHWE AeM(HUPOBAXMUA B ONOPAX M AHTHBHOPAIHOHHLIE
ycTpolicTBa, Bo3Mynmbid BHHT pacCMOTPEHO KaK JKECTKUHM SJIEMERT H YUTEHO €r0 THPOCKOTAUECKHH
MOMEHT.

IIpencrasnessbl NpHMEPHBIE PE3YNRTATE! PACYETOB B BH/E PE30HAHCHLIX XAPAKTEPHCTHK CHCTEMBEI.

Summary

THE FINITE ELEMENT ANALYSIS OF FORCED VIBRATIONS
OF A CRANKSHAFT WITH AN AIRSCREW

In the paper a method is presented for the analysis of flexural-torsional vibrations of a crankshaft
of aircraft piston engine with an airscrew.

The dynamic model of the system is determined by means of the finite element method making use
of the one-dimensional discretization and the deformable beam and shaft elements.

In the model the damping at the supports and the vibration eliminators are taken into account.

The airscrew is considered as a rigid element its gyroscopic moment being taken into account.

Calculation results are presented in the form of the resonance characteristics of the system.

Praca wplynela do Redakcji dnia 8 kwietnia 1986 roku.



