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1. Wstep

W ciagu ostatnich kilku lat ukazato si¢ kilka obszernych monografii, kompleksowo
omawiajacych zjawiska filtracji przez osrodki porowate i metody ich modelowania ([1],
[2], [3], [4]). Przy matematycznym opisie zjawisk filtracji ustalonej pojawiaé sig musi
problem sformutowania warunkéw brzegowych, Kazda z cytowanych powyzej monografii
poswigca temu zagadnieniu sporo uwagi.

W zagadnieniach filtracji pod ci$nieniem wyréznia si¢: a) warunki na granicy kontaktu
z zadanym zwierciadlem wody (ci§nieniem), b) brzeg z zadanym przepltywem (w szczegdl-
nofci brzeg nieprzepuszczalny) oraz ¢) warunki na brzegu péiprzepuszczalnym [1]. W sen-
sie matematycznym odpowiadaja one warunkom brzegowym Dirichleta, Neumanna
i Cauchy’ego. W problemach filtracji swobodnej wyréznia si¢ nadto warunki brzegowe
na powierzchni swobodnej oraz na powierzchni wysaczania. W oérodkach ze skokowo
zmienng przepuszczalno$cia wyréznia sig¢ jeszcze warunki ciagtosci (ci$nienia i przeptywu)
na granicach warstw.

Wszystkie analizowane w pracach [1], [2], [3], [4] i wymienione tu warunki brzegowe
sa warunkami liniowymi.

Okazuje si¢ jednakze, Ze przy rozwigzywaniu probleméw praktycznych moga sig
pojawiaé nieliniowe warunki brzegowe. Otrzyma¢ je moZna przy linearyzacji nieliniowych
réwnan filtracji pojawiajacych si¢ w zagadnieniach opisanych nieliniowymi réwnaniami
konstytutywnymi, a takZze przy obliczeniowej idealizacji niektérych ztoZonych zadan
filtracji.

Celem pracy jest zwrdcenie uwagi na mozliwoéé pojawienia si¢ nieliniowych warunkdéw
brzegowych w rzeczywistych problemach filtraciji, podanie charakterystycznych przyktaddw
oraz adaptacja znanych metod numerycznych do iteracyjnego rozwiazywania takich
probleméw. Tematyka nieliniowych warunkdéw brzegowych nie byta dotad dyskutowana
w odniesieniu do praktycznych, inZynierskich problemdw filtracji przez o$rodki porowate
(por. nf>. brak wzmianek na ten temat w monografiach [1], [2], [3], [4]).
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2. Linearyzacja nieliniowych rownan filtracji

W wielu waznych problemach technicznych rozwiazania oparte o liniowg zaleznog§é
pomiedzy predkoscig filtracji o gradientem ci§nienia (prawo Darcy’ego) mozna traktowaé
wylacznie jako pierwsze przyblizenie. Dotyczy to zaréwno przeplywu wody przez o$rodki
gruboziarniste [5] jak i filtracji przez gliny i ity [6]. Nieliniowe efekty pojawiaja si¢ przy
przeplywach roztworéw wodnych soli mineralnych [7] jak réwniez przy filtracji cieczy
wykazujgcych tzw. pseudoplastyczne efekty (np. ropa naftowa) [8]. Jednakie przyjecie
nieliniowego prawa filtracji prowadzi do modelu opisanego nieliniowym réwnaniem roz-
niczkowym rzgdu drugiego, ktérego analityczne rozwigzanie napotyka na powazne trud-
nosci rachunkowe, Do nieliniowego réwnania filtracji prowadzg takze problemy z uwzgled-
nieniem $ci$liwosei cieczy. Nieliniowe dwuwymiarowe réwnania filtracji otrzymuje sig
rowniez przy rozpatrywaniu przestrzennych problemdéw filtracji analizowanych przy
zatozeniu Dupuit,

Niektore z tak otrzymanych réownan nieliniowych mozna zlinearyzowaé wprowadzajgc
odpowiednio dobrany potencjal. Przy takiej linearyzacji pojawiaé sie moga nieliniowe
warunki brzegowe. Linearyzacja rownania kosztem warunkow brzegowych umozliwia
czgsto uzyskanie rozwigzania Yatwiej i mniejszym kosztem niZ rozwigzania problemu
wyjéciowego (por. np. p. 4).

Rozpatrzmy trzy charakterystyczne przyktady:

1. Najczgstszy przypadek lineryzacji, wykonywanej zreszta standardowo, pojawia sig
w problemach filtracji opisanych réwnaniem Boussinesq’a. W przypadku stacjonarnym
konieczne jest wowczas rozwigzanie réwnania rézniczkowego

o [kl an a( oh
g = -0

gdzie /i jest wysokoscia potoZenia powierzchni swobodnej nad poziom warstwy nieprze-
puszczalnej, k, i k, sa wspolczynnikami filtracji odpowiednio w kierunku osi x i y. Zakla-
dajac dla uproszczenia, ze k, = k, = k i wprowadzajac potencjal zdefiniowany nastg-
pujaco:

h
kh?

= - - — 2

H of khdh = =5 -, @

otrzymujemy, ze funkcje H(x, y) w obszarze filtracji £ speinia¢ winna réwnanie réznicz-
kowe Laplace’a:

VZH =0, (x,y)ef. (3
Typowe warunki brzegowe

h=g1 (x,y)eFl, (4)

'vn:qﬁ (xyy)e-r'21 (5)

gdzie v, jest predkoscia normalna do brzegu, a g i ¢ sa zadanymi funkcjami odpowiednio
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na czesciach Iy i I', brzegu, sa dla funkcji H takze liniowe. Maja one postaé:

k
H:7g2> (xﬁy)epla (6)
JH
W—: —q, (x’y)EFZ: (7)

Jezeli jednak uwzgledni¢ uogélniony problem brzegowy [1] z warunkiem brzegowym
trzeciego rodzaju na czedci I, brzegu

v,+ah = g, : 8)

gdzie a jest zadana funkcja, to dla funkcji H otrzymujemy nieliniowy warunek brzegowy

oH 2H
7%‘“1/'E‘="q )

2. Rozpatrzmy ptaska nieliniows filtracje w osrodku uwarstwionym. Dla uproszczenia
zalézmy istnienie tylko dwoch warstw oraz, ze granica warstw jest prosta o rdéwnaniu
y = y;. Prawo filtracji dla obu warstw przyjmijmy w postaci:

vy = _kl(pi)gra‘dph (x7 y) EQI’ i= 19 2, (10)

gdzie v;, p; sa odpowiednio wektorem predkosci oraz rozkladem cisnienia w i-tej warstwie.
Wykorzystujac rOwnanie ciagtoscl otrzymamy dla kazdej z. warstw nastgpujace row-
nanie rézniczkowe:

d op; d o | .
“a?lk‘(p‘)_a?] +W[kz(P1)W] =0, i=1,2. (an

Warunki cigglodci przeptywu i ciénienia wzdluz granicy warstw maja postac:

p, _ p2
ki(p.) 3y s, = ky(p2) D |y, s (12)
oraz
Pl(x,yl)ZPZ(x,yl)- (13)

Wprowadzajac dla kazdej z warstw potencjaly predkosci wediug nastepujacych formut:

Py
P = [ kippdp, i=1,2, (14)
0

rownania rozniczkowe (11) przeksztakcaja si¢ w réwnania Laplace’a
ViP =0, (x,»)ef, i=12 (15)

a warunki brzegowe (12) i (13) przechodza odpowiednio w rdwnania

p, _ 0p2
dy y=>, Sy ,v=.vl, ' (16)
oraz v
flr[Pl(x, ¥l = f2[Pa(x, yOl, an

gdzie fi(P;) jest funkcja odwrotna do P;(p;), wyznaczong na podstawie réwnania (14).
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Roéwnanie (17) jest w ogdlnosci takze réwnaniem nieliniowym. Przykladowo, jezeli
przyjaé za pracg [9] dla przepuszczalnoécei oérodka nastgpujace funkcje:

ki(p) = koiexp(ap), i=12, (18)

gdzie kgo; oraz o; sa stalymi, wéwczas na podstawie (14) uzyskujemy:

1
, P = ;;'kOlexp(“ipl)’ (19)
skad
1 (X[Pi
i =—1 .

SiP) P (20)

3. Rozpatrzmy nieliniowa filtracj¢ ustalona $ci§liwej cieczy barotropowej w anizo-
tropowym o$rodku porowatym [10]. Na czgéci I'; zadane jest cisnienie p,, a na pozostatej
czesei I, brzegu przepltyw ¢. Rownaniami podstawowymi problemu sa:

— prawo Darcy’ego (bez udzialu sit masowych)

v = —kgradp, (21)

w ktoérym tensor wspétczynnikéw filtracji k& jest znang funkcja wspotrzednych (v i p jak
poprzednio),
— réwnanie stanu (g-gestoéd):

o = o(p), (22)
oraz rownanie ciagloéci przeptywu ‘
div(pv) = 0. (23)
Warunki‘ brzegowe sa nastgpujace: -
p=po, (x,y,2)ely, (24)
=g, (x,y,z)el}, (25)

gdzje po i ¢ sa zadanymi funkcjami.
Podstawiajgc zalezno$ci (21) i (22) do réwnania ciagloéei (23) uzyskamy nieliniowe
réwnanie rézniczkowe rzgdu drugiego

divie(p)kgradp] = 0, ' (26)

pozwalajace wraz z warunkami brzegowymi (24) i (25) na wyznaczenie funkgcji p(x, y, z).
WprowadZmy jak poprzednio w miejsce p nowa zmienng P wedtug zaleznosci

P = fg(p)dp. 27

Na podstawie zaleznosci (27) mozna mapisaé
ov = —p(p)kgradp = —kgrad P, ' (28)
skad rédwnanie (26) przechodzi w liniowe réwnanie rézniczkowe

div(kgrad P) =0, (29)
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Warunek brzegowy dla P na brzegu I", otrzymuje-si¢ z (24) nastgpujaco:

Po
P = [ o(p)dp = P,. (30)
0 .
Warunek brzegowy na brzegu I', na podstawie zaleznoéci (25) i (28) mozna napisaé
nastepujaco:

—kgradP - n = go[f(P)], : (31
gdzie f(P) jest funkcja odwrotng do funkcji P(p) okreslonej rownoscia (27), a n jest jednost-
kowym wektorem w kierunku normalnej do brzegu.
Roéwnanie (31) jest znowu nieliniowym warunkiem brzegowym.
Dla cieczy stabosci§liwych moZna na przyklad przyja¢ rownanie stany w pos'taci
nastepujacej [3]
0 = goll+a(p—po), (32)

gdzie g, jest ggstoscia przy cisnieniu py, a « jest wspotczynnikiem liczbowym. Na podstawie
zalezno$ci (27) uzyskamy

o 2
P = eo[<1—apo)p+ ’ ] (33)
skad

1) = %h/ (A—po+25P ~(1+ apo_)]. (34)

3. Obliczeniowa idealizacja zlozonych probleméw filtracji

Rozwiazanie wielu praktycznych probleméw filtracji wymaga pewnej idealizacji
w stosunku do geometrii obszaru filtracji, warunkéw, brzegowych jak i rzeczywistego prawa
filtracji rzadzacego przeplywem 1 to zaréwno priy analitycznych jak i numerycznych
metodach rozwigzywania.

Mozna pokazaé, ze w pewnych problemach idealizacja taka moze prowadzi¢ do nie-
liniowych warunkéw brzegowych. Dotyczy to zagadnief, gdzie pojawiaja si¢ cienkie
przewarstwienia gruntu z nieliniowym prawem filtracji, probleméw z przegrodami czes-
ciowo przepuszczalnymi, niektérych zadan z drenazami, pompowan z nieliniowymi
charakterystykami pomp, niektorych zadan dotyczacych przemystowych urzadzen fil-
tracyjnych itp.

Rozwazmy kilka charakterystycznych przykiadow.

1. Rozpatrzmy problem filtracji pod fundamentem w warstwie o ograniczonej migz-
szoéci w przypadku wystepowania podloza czeéciowo drenujacego. Zatdézmy, ze pomiedzy
warstwa drenujaca a pokladem przepuszczalnym znajduje si¢ cienka w stosunku do migz-
szosci pokladu warstwa gruntu o nieliniowych whasciwosciach filtracyjnych (rys. la).
Niech to bedzie na przyklad grunt opisany prawem filtracji z gradientem poczatkowym [11]

) .
—klmgrad}l, |gradh| > }., (35)

v =

0 , |gradh| € 4,
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w ktérym £ jest wysokoScia piezometryczng v = |[v|, 4 = k, G, gdzie k, jest wspolczyn-
nikiem filtracji, a G progowa wartoscia gradientu.

Poniewaz ¢ € 7" mozna dla uproszczenia przyjac, ze ruch wody w tej warstwie bedzie
si¢ odbywal wzdluz prostych pionowych, a gradient ci$nienia wzdtuz grubosci warstwy
bedzie staly. Przyjmujac idealizacj¢ problemu jak na rys. 1b i zakladajac w warstwie dre-
nujacej wysoko§é piezometryczng réwng 1 = H mozemy napisaé, ze w przewarstwieniu

oh Alx,0)—H ah
— ___(_) S = (. (36)

, ————

dy t ox
Warunek brzegowy wzdiuz prostej y = 0 bedzie mial teraz postaé
o %[i(-’-‘f—??ﬂ— | v o-m>a
=Tk, .
dy 0

(37
[h(x, 0)—H] < Gt.

H

a)
=T
H e
HZ
‘L RS R :-'.'.\I"'.- B
ST <ﬂ¢a—kx
b)
Ay
oh _
h=TaHy By 0 haT My
oh .
%_0 hix,y} &'0
o= fintxon h

1. Filtracja pod fundamentem: a) ogdlny schemat zadania, b) obliczeniowa idealizacja problemu

W zaleznoéci od wartosci A wigksza lub mniejsza czesé brzegn y = 0 bedzie praktycznie
nieprzepuszczalna. Przy okre§lonej wartoéci 4 dtugoéé strefy, przez ktorg woda nie bedzie
si¢ przesacza¢ do warstwy drenujacej zaleze¢ bedzie od proporcji pomiedzy H,, H,, T, ¢

oraz k;, k. 1 k.
Jezeli warstwa stabiej przepuszczalna opisana jest nieliniowym réwnaniem filtracii,

np. w postaci {12]
v = —k(l +c|gradh|)gradh, (38)

gdzie k i ¢ to wspolczynniki okreslone przez wyniki eksperymentu, wowczas warunek
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brzegowy wzdtuz prostej y = 0 bgdzie mial postaé:

oh k [1 h(x, 0)—~H

+§|h(x,0)—H|] BRI (39)

Yk
Podobnie bedzie dla innych typdw nieliniowosci.

2. Rozpatrzmy filtracje wokdt | przez przegrodg czgéciowo przepuszczalng (Scianka
szczelna, ekran itp.), jak na rys. 2. Dla uproszczenia zalézmy, ze w ekranie o grubosci s
linie pradu ukladaja si¢ poziomo [13]. Niech prawo filtracji dla materiatu ekranu ma postaé
(35), tj. prawo filtracji z gradientem poczatkowym. Ekran wylaczymy Z obszaru filtragji.

SRR RN
é hix, yi

Hs

/ / / S
2. Filtracja wokot i przez przegrode czeSciowo przepuszczalng

—
,’t'mﬁ—
~

W takim przypadku wzdiuz prostej x = O nastgpowaé bedzie wyplyw, a wzdluz prostej
x = s zasilanie obszaru filtracji tym samym wydatkiem. Przeplyw przez ekran na glebo-
kosci (0 € y < 5) zalezeé bedzie od jego grubo$ci, gradientu progowego G i rozZnicy
naporéw: A(0, y)—h(s, y) > 0. W prezentowanym tu przypadku wyplyw na jedno-
stke dlugosci wzdituz prostej x = 0 i zasilanie wzdluz prostej x = s bedzie réwne:

k(i—-0), i>aG,
q-—_:

0 , i@, ¢0)

gdzie:

s

Roéwnanie (40) jest nieliniowym warunkiem brzegowym, wiaZzacym ciSnienia piezome-
tryczne wzdhuiz punktéw lezacych po obu stronach ekranu. W zaleznodci od geometrii
obszaru filtracji oraz wartoéci H,, H,,1 G wieksza lub mniejsza cz¢§é ekranu moze byé
praktycznie nieprzepuszczalna.

3. Wezmy pod uwage problem plaskiej filtracji stacjonarnej do ukladu drenéw,umiesz-
czonych na warstwie nieprzepuszczalnej, zasilanych przez infiltracj¢ w. Z uwagi na symetrig
wystarczy rozpatrzyé tylko obszar filtracji jak rys. 3. Jezeli infiltracja jest mala i cafa
doplywajaca wode moze drenaz przejaé, wéwczas na granicy drenu mozua przyjaé p = 0.
Dla pewnej wartoéci w drenaz zaczyna pracowaé pod ciénieniem, a ci$nienie w drenazu
jest, generalnie méwiac, funkcja zasilania drenazu Q czyli p = f(Q). Przed rozpoczgciem

13 Mech, Teoret. i Stos. 3/86
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obliczen nie mozna na ogdt roztrzygnal, z ktérym przypadkiem mamy do czynienia.
Realniejsze modelowanie pracy drenazu, traktowanego jako upust punktowy, polegaé
bedzie na przyjeciu nieliniowego warunku brzegowego:

_ O H Q < QO’ (41)
p= f(Q)’ Q 2 QO’
gdzie Q, jest graniczna warto$cig, przy ktdrej dren zaczyna pracowaé jako przewdd pod
ciénieniem.
IHHH HH _lzj_-,
I . ~'. g
7 //7’ //47
3. Doplyw filtracyjny do systemu drenéw
al -
Hy .
| = %
e e W
T
J kix,y)
Y ez 2, 222
b}
by
h=T+H h=T+H
b N ’
m:o i Dﬁ:o
b—'l:o oy oy Q_b.:
bx Ox
L kix,y)
X
dh _ o
. 57_0

4. Filtracja pod jazem z drenazem: a) schemat problemu, b) obliczeniowa idealizacja zadania

Bardziej-zfozone warunki pojawia si¢ w przypadku, gdy interesuje nas gléwnie rozklad
ci$nied i predkosci w bezposrednim sasiedztwie drenazu. Nalezy woéwczas rOZpatrzyé
rzeczywiste potoZenie zwierciadia wody w drenie.

4. Przeanalizujemy na koniec problem filtracji pod jazem z drenazem przy ograni-
czonej migzszosci warstwy przepuszczalnego gruntu niejednorodnego (rys. 4a). Obliczenia
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(zwykle numeryczne) prowadzi si¢ przyjmujac obszar filtracji i warunki brzegowe jak na
rys. 4b, zakladajac w punkcie P (drenaz) cisnienie p = 0 [14] lub lepiej wysoko$¢ piezo-
metryczng b = T+ H,. W przyjeciu takim tkwi zatozenie, Ze cala doptywajgca do drenaiu
woda jest przez drenaz odprowadzana bez zakldcen.

Alternatywnie punkt P mozna traktowaé jako ujemne Zrédio punktowe (upust)

o wydatku, ktéry generalnie moéwigc, jest funkcja réznicy ci$nied na wlocie i wylocie
drenazu

q = f(4H), (42)
gdzie

AH = h(P)—(T+H,),

oraz strat miejscowych na wlocie i wylocie oraz wzdluz dlugosci drenazu. W ten sposdb
mozemy uwzglednié rzeczywista mozliwo$é przeprowadzenia wody przez drenaZz.

Funkcja f(4H) jest jednak nieliniowa funkcja AH, a zatem warunek (42) w punkcie P
bedzie nieliniowym warunkiem brzegowym.

Taki sposéb potraktowania drenazu wydaje si¢ wlasciwy wdwczas, gdy interesuje
nas gléwnie rozklad ciénien i predkosci w poblizu drenazu, a takze wtedy, gdy zamierzamy
sprawdzié warunki filtracji dla pietrzenia H, wigkszego niz to, dla ktérego drenaz zapro-
jektowano.

Problemy podobnego typu moga si¢ réwniez pojawiaé w zadanlach filtracji dla zapér
posadowionych na powierzchniowej warstwie nieprzepuszczalnej [15] przy kontrolowanym
odprowadzeniu wody z warstwy przepuszczalnej.

4. Numeryczne calkowanie probleméw filtracji z nieliviowymi warunkami brzegowymi

Efektywne rozwigzanie naszkicowanych wyZej probleméw dla realnych warunkéw
filtracji bgdzie mozliwe jedynie na drodze numerycznej. Wséréd numerycznych metod
calkowania réwnan filtracji najwicksze uznanie zdobyly: ‘metoda réznic skonczonych
(MRS) [16], metoda elementéw skorficzonych (MES) [17) oraz rozwijana w ostatnich
latach metoda elementéw brzegowych (MEB) [18], [19].

Numeryczne calkowanie liniowych probleméw filtracji wymienionymi wyzej metodami
sprowadza zagadnienie do rozwigzania uktadu algebraicznych réwnan liniowych.

W przypadku nieliniowych warunkéw brzegowych MRS, MES i MEB prowadza do
rozwiazania nieliniowego ukladu réwnan algebraicznych postaci:

AX = B(X), 43)
gdzie A jest nieosobliwa macierza wspolczynnikéw liczbowych, X wektorem wartosci
poszukiwanej funkcji w wyréznionych ‘N punktach obszaru filtracji i/lub brzegu a B(X)
wektorem ktérego kazdy wyraz jest w ogdlnym przypadku funkcja wszystkichx;(i =1,
.. N).
Uklad réwnan (43) mozna zapisaé inaczej w postaci

X = AT'B(X), (44

z ktérej w sposéb naturalny wynika ogélny wzér rekurencyjny metody iteracji bezposred-

13*
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nich
X"t = ATIB(X"). 45)

Znajac (szacujac lub zakladajac) X° otrzymamy jednoznacznie okreslony ciag przy-
blizen X', X2, X?, .... Jezeli tak otrzymany ciag X" przy »n — oo zmierza do pewnej gra-
nicy X*, to X* jest rozwigzaniem réwnania (43) [20].

Metoda iteracji bezposrednich wymaga jednokrotnego zbudowania macierzy A i ob-
liczenia jej macierzy odwrotnej A™!, ktéra z reguly mozna zapamigta¢ w miejsce zwol-
nione przez A. Na kazdym kroku iteracji wystarczy zatem wyliczy¢ wektor B(X"™) i wyko-
naé mnozenie opisane zalezno$cia (45). Metoda obliczen jest efektywna, jezeli macierz
A jest dobrze uwarunkowana. ;

Taki sposéb prowadzenia obliczen pozwala na istotne oszczednosdci czasu pracy EMC
w stosunku do bezposredniego calkowania numerycznego probleméw filtracji prowa-
dzacych do nieliniowego réownania rézniczkowego. W takim przypadku zagadnienie
sprowadza si¢ bowiem do nieliniowego uktadu réwnan algebraicznych, w ktorym wspét-
czynniki macierzy ukfadu rownai sa funkcjami rozwiazania. Na kazdym kroku itera-
cyjnym musimy wowczas budowaé macierzy A(X) i znajdowac jej macierz odwrotng [21].
W zagadnieniach nieliniowych z powierzchnia swobodna powstaje problem wyznaczenia
nieznanego brzegu obszaru filtracji. Rozwigzanie mozna uzyskaé poprawiajac jedno-
czesnie wektor X" i polozenie powierzchni swobodnej [22] lub formulujac problem z wyko-
rzystaniem teorii nieréwnosci wariacyjnych [23].

Metoda iteracji bezposérednich jest wygodna metoda rozwiazania réwnaf (43) o ile
proces iteracyjny jest zbieiny. Zbiezno§¢ metody mozna oszacowaé wykorzystujac wyniki
pracy [20]. Oznaczamy przez a;; elementy macierzy A~! i wprowadZmy funkcje

. |
g(X) = D) ayby(X). (46)
j=1

Zatézmy, ze gdy X i X' naleza do obszaru D zawierajacego wszystkie wektory X" to ist-
niejg liczby dodatnie ¢;;(7,j = 1, 2, ... N) takie, Ze

N
80 —g X < D culxy—xil. @7)
j=1
Proces iteracyjny opisany formuta (44) jest zbiezny o ile norma X macierzy C spelnia
warunek [20]
N

K = ||€]| = max (D leul) < 1. (48)

i=1

Jezeli funkcje g,(X) sa rozniczkowalne, a ich pochodne ograniczone w obszarze D, to

% ’
axj < Cijs (49)

czyli liczby ¢;; ograniczaja z géry pochodne 3g,/'(9xj.
Im norma X jest mmiejsza (wyrazy ¢ blizsze zera), tym zbieznos¢ szybsza.
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Zwrdci¢ nalezy uwage, ze w problemach praktycznych z nieliniowymi warunkami
brzegowymi tylko czg$¢ wyrazéw wolnych b; jest funkcjg i to ograniczonej liczby niewia-
domych x;, pozostale wyrazy wolne sg statymi. Wéwczas na podstawie (48) zdecydowana
wigkszo$¢ wyrazéw c¢;; moze by¢ wprost rowna zeru,

W zreferowanych w niniejszej pracy przykladach postuzono sic konsekwentnie
metoda iteracji bezposrednich.

5. Przyklady obliczen

Rozpatrzmy dwa proste przyklady numerycznego catkowania probleméw opisanych
w p. 213 (poréwnaj réwniez przyklad analizowany w [24] za pomoca MEB).

1. Pierwszy przyklad dotyczy jednowymiarowej filtracji w warstwie wodonosnej
o jednostkowej migZszosci z odcinkowo zmiennymi wladciwosciami osrodka (rys. 5a).

a)

p
2

-+
X
td
Y

1201

1005— : S~

5. Nieliniowa filtracja w warstwie wodonosnej z odcinkowo zmienng przepuszczalnoscia : a) ogblne warunki’
zadania, b) siatka réznicowa, c) rozklad ci$nien wzdluz dlugoSci warstwy

Przepuszczalnosci okreslone sg formulami (18). Przyjeto nastepujace wartosci wspolczyn-
nikéw ko = kg = 1, o, = 0,005 i «, = 0,01. Warunki brzegowe dla funkeji p,(x)
dla 0 < x < a1i p,(x) dla @ £ x £ b sa nastgpujgce

p1(0) = 200, p,(b) =100, pi(a)= Plz(a)a

l60-005p1 apl] =[emh ?2] | : (50)
0X |xea X |x=a
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Roéwnania rézniczkowe problemu maja postaé

é 0,005p 811 )
, L= =0 0< < a,
5 (e 5 s X a

(51
9 | o.01p, P2
— ’ [ R——— S < . .
s (e e 0, a<x<b

Jest rzecza oczywista, ze w analizowanym tu elementarnym przykladzie rownania (51)
mozna scalkowaé bezposrednio. Dla ilustracji zastosujemy jednak opisane poprzednio
przeksztalcenia linearyzujace. Wprowadzajac nowe zmienne P, i P, wedlug formuty (14)
uzyskujemy réwnania rézniczkowe

o%P . %P
_a_x—;-=o, O<x<a i W;"ZO’ (a < x < b). (52)

Warunki brzegowe dla funkeji P, i P, beda mialy postaé nastepujaca:
P,(0) = 200e, P,(b) = 100,

PH@) = 400Py(a), 0@ _ 9@ (53)

ax ax

Do rozwiazywania problemu zastosowano metod¢ réznic skonczonych. Rozmiesz-
czenie wezldw i ich numeracj¢ pokazano na rys. 5b. Zastosowano klasyczne operatory
réznicowe oparte na réznicach centralnych. Uklad réwnan réznicowych ma postaé:

—X1_1+2X[—X1+1=0 I = 1’2: 3; 6’ 7’8; (54)
gdzie:
' x,=P(is) dla i=0,1,2,34
oraz
X, = P[(i—-1)s] dlai=5,6,728,09.
Warunki brzegowe (53) w postaci réznicowej maja postaé nastepujaca:
XO = 2008, Xg = 1003,

— (55)
Xe=20VXs, X,—X,=X¢—Xs.

Wprowadzajac warunki brzegowe (55).do ukladu réwnan (54) otrzymujemy dogodny
~do iteracji ukfad réwnan algebraicznych (43) z nieliniowoécia w wektorze wyrazéw wol-
nych. Uklad mozna prosto rozwiaza¢ korzystajac z formuly (45) po przyjeciu startowej
wartosci p,(a) = pa(a) = 0,5 [p;(0)+p,(b)] = 150, skad x = 448,6. Po o$miu iterac-
jach uzyskano rezultaty, w ktérych xf—x/ < [p;(a)—p.()]/100. Uznano je za rozwig-
zanie analizowanego problemu nieliniowego i pokazano na rys. 3¢ (w ci$nieniach rzeczy-
wistych). W tabeli 1 zestawiono wartosci P, i P, otrzymane metoda réznic skoniczonych
oraz wartoéci §ciste otrzymane przez scalkowanie réwnan (51) z warunkami (50), a takze
rzeczywiste cisnienia p; i p,.

Zwroécié nalezy uwage, 2e w analizowanym problemie otrzymane za pomoca MRS
wartoci ci$nied P, i P, zmierzaja do warto$ci rzeczywistych, gdyz funkcje P; i P, $3
funkcjami liniowymi, a réwnania (54) odzwierciedlaja ten fakt w sposob dokladny.
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Druga uwaga dotyczy zbieZnosci. Oszacowana na podstawie (48) norma macierzy C
wynosi w tym problemie X = 0,76, stad stosunkowo wolna zbiezno$é metody.

Tabela 1
] Wartoéci P, i P,

Nr Wartosci ciénien

wezla x(b Metoda réznic Warto$ci $cisle rzeczywistych
skonczonych

1 0,125 . 509 509,03 186,84

2 0,250 474 474,39 172,74

3 0,375 440 439,76 157,58

4 0,500 ' 405 405,14 141,18

5 0,500 410 410,35 141,18

6 0,625 376 375,72 132,37

7 0,750 341 341,09 122,70

8 0,875 306 306,46 111,99

@

2. Przyktad drugi dotyczy problemu filtracji analizowanego jako pierwszy w p. 3.

Konkretne obliczenia wykonano przyjmujac nastgpujace proporcje dla obszaru
filtracji T/L = 1, H,/L =1, H,/L =0, H/L = 1/2, t/{L = 1/20 i ograniczajac obszar
~ filtracji z lewej i prawej strony fundamentu na odleglo$é 3L. Dla cienkiej warstwy ogra-
niczajacej od dotu obszar filtracji przyjeto k, = 0,001k, gdzie k jest wspdlczynnikiem
filtracji w obszarze oraz G = 12 jak dla itéw [25].

Do obliczen zastosowano metodg elementéw brzegowych [18], przyjmujac elementy

dwuwezlowe o liniowej zmiennosci 4 i %i wzdluz brzegdw. Wzdtuz dolnej granicy obszaru
n

filtracji przyjeto 15 wezléw rozmieszczonych réwnomiernie co 0,5 L. Wzdiuz dolnej
i gérnej wody wezly zaggszczono zdecydowanie w poblizu fundamentu (najmniejsza
odlegloé¢ 0,01 L, a najwigksza L). aby uzyskaé poprawny rozktad —z% Calkowita'liczba
wezlow wynosila 46. W rozwiazaniu startowym przyjgto, Ze dolna granica obszaru fil-
tracji jest calkowicie nieprzepuszczalna., W dalszych iteracjach poprawiono rozklad

oh . . -
by w poszczegdlnych weztach podzialu na elementy korzystajac z formuty (37). Po pigciu

. . , . Oh " . . -

iteracjach wartosci —87 ustalily sic we wszystkich wezlach z dokladnoécig do pigeiu cyfr
znaczacych. Wartosci wysokosci piezometrycznych ustalily si¢ z dokladnoscia do pigciu cyfr
znaczgcych juz po trzech iteracjach. Na rys, 6 pokazano ostateczny rozklad wysokosci piezo-

metrycznych i funkcji -gf? wzdhuz prostych y = 0iy = T. Obliczenia wykazaly, ze w odleg-

}osciach wigkszych niz / = 0,75 L od fundamentu od strony wody dolnej cienka warstwa
itu jest praktycznie nieprzepuszczalna przy powyZej przyjetych parametrach filtracyjnych
i geometrycznych. Obliczone catkowite zasilanie obszaru wynosito 0,556k, wyptyw ponizej
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dhixT)
dy

ohix.T}
oy

h(x.T)

hix.0

Ry {4
I~
=
g%
=]
—
J'——-<

6. Rozklad wysokosci piezometrycznych i funkcji 9h/dy wzdluz prostych y = 0 i y = T dla problemu
filtracji pod fundamentem przedstawionego na rys. 1

fundamentu 0,499k, a pozostaly przez warstwe itu ograniczajaca obszar filtracji od warstwy
drenujacej (g = 0,058%). '

Obliczenia poréwnawcze wykonane metoda elementéw [22] prowadzily do prawie
identycznych rezultatéow (I = 0,73L, g = 0,058k).

W przeliczonych zadaniach tego typu (por. [22]) ciag przyblizen X°, X!, X2, ... mial
charakter oscylacyjny, zaréwno dla MES jak i MEB a rozwigzania uznane za poprawne
uzyskiwano po 3-8 iteracjach.

6. Podsumowanie

Przeprowadzona dyskusja i przytoczone przyklady wykazaly, Ze przy rozwiazywaniu
probleméw filtracji ustalonej pojawiaé si¢ moga zadania z nieliniowymi warunkami
brzegowymi. Ma to miejsce przy linearyzacji probleméw z nieliniowymi réwnaniami
konstytutywnymi oraz przy obliczeniowej idealizacji zlozonych zadan filtracji.

Linearyzacje opisang w p. 2 mozna wykonad, jezeli przepuszczalno$é osrodka (rozu-
miana szeroko) zaleZy wylacznie od poszukiwanej funkcji. Postgpowanie linearyzujgce
jest celowe i z reguly korzystne, a standardowe metody linearyzacji sprowadzaja si¢ do
wprowadzenia odpowiednio dobranego potencjalu. W takim przypadku nieliniowosci
pojawiajg si¢ w warunkach brzegowych zawierajacych pochodne poszukiwanej funkcji,
tj. warunku drugiego i trzeciego rodzaju na brzegach zewngtrznych i warunek ciaglosei
przepltywu na granicach warstw o rdéznej przepuszczalnosci, Zwrécié nalezy uwage, Ze
dla innych typéw nieliniowosci (np. przepuszczalnos$¢ zalezna od gradientu funkcji poszu-
kiwanej) znalezieniec podobnego przeksztatcenia nie wydaje sie w ogélnodci moZliwe.

Obliczeniowa idealizacja ztozonych probleméw filtracji moze prowadzi¢ do nielinio-
wych warunkdéw brzegowych, w ktérych cisnienie jest jawna funkcja przeplywu, pochodna
normalna do brzegu (przeplyw) jest funkcja ciénienia badz do nieliniowych zwiazkow
pomigdzy ciénieniami w pewnych punktach obszaru filtracii. v

Rozwigzanie realnych probleméw filtracii z nieliniowymi warunkami brzegowymi
wymagaé bedzie prawie zawsze zastosowania metod numerycznych. Mozna je wykona¢
wykorzystujac powszechnie znane metody numeryczne. Przeprowadzone obliczenia
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przykladowe wykazaly pelna przydatnos¢é MRS, MES i MEB do rozwigzywania analizo-
wanych problemdw.

ni

Algebraiczny uktad réwnan nieliniowych otrzymany w tych metodach ma w przypadku
eliniowych warunkéw brzegowych postaé (43), z ktérej w sposéb naturalny wynika

formula iteracyjna (45). W kolejnych iteracjach macierz ukladu réwnan pozostaje stala,

a

zmienia si¢ wylacznie prawa strona. Jest to bardzo korzystne z punktu widzenia kosztow

prowadzenia obliczen numerycznych.

SZ

Zagadnienia zbieznosci MRS, MES i MEB, ich dokladnosci oraz efektywnosci w po-
czegblnych typach zadan filtracji z nieliniowymi warunkami brzegowymi wymagaja

dalszych badan i wielu obliczen poréwnawczych.
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Pesome

HEJWHENHLIE KPAEBLIE YCJIOBHS B 3AJAUAX YCTAHOBUBLIENCS PUILTPALIH

B pafore noxasaHo, uro B 33fauyaX YCTAaHOBHBIIEHCS (DHNIBTDALMM MOTYT NOABJISATECA HETHHE -
Hble Kpaesble yenoBus. 11poaHaNn3HPOBAHO TUNHYHBLIE NPUMEPHI TAKUX 3a4ad.

Tl pernenus 3agay QHISTPALUK C HCNUHEHHBIMH KPAEBLIMY YCIIOBHIMHA NPENIION(EHO H3BECTHBIE
UKCTIEHHBIE METOABI (METOM KOHEUHBIX DPA3HOCTEH, METOMl KOHEUHLIK AJIEMEHTOB, METOJ IPAHHUHbIX 3JE-
MeHTOB). BOIIPOC CBOJAWTCA K PELUEHHIO CHCTEMBLI HeJIMHeHHbIX anrebpauueckux ypaBueHuit (43), mero-
oM NIPAMBIX urepauuit (45).

TlpuBenensr pesynbTaTbl PacutToB IBYX THIIMUHLIX 3aJau.

Summary

NONLINEAR BOUNDARY CONDITIONS FOR STEADY SEEPAGE PROBLEMS

It is shown in the paper that nonlinear boundary conditions can appear for steady seepage problems.
Characteristic examples of the problems are discussed.

Known methods (finite difference method, finite element method and boundary element method)
are proposed for solving steady seepage problems with nonlinear boundary conditions. The discretized
system can be written as a set of nonlinear algebraic equations (43), which is solved by direct iteration
technique (45).

Results for two typical problems are included.

Praca wplynela do Redakeji dnia 2 lutego 1984 roku



