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Uktady mechaniczne tworzone przez czlowieka spelniaja swoja rolg tym lepiej im
korzystniejszy jest ruch tych ukladéw. ZaloZzeniem konstruktoréw jest zbudowanie ukta-
déw optymalnych, w tym przypadku ukladéw poruszajacych si¢ w sposob najkorzyst-
niejszy. Zezwalaja na to rozwijajace si¢ metody optymalizacji, zapoczatkowane w ramach
wariacyjnych zasad mechaniki i rozwijane aktualnie'w teorii sterowania.

Cecha charakterystyczna ukladéw mechanicznych, tworzonych przez czlowieka jest
celowos¢ ich ruchu, realizowana najmniejszym kosztem. Takie przynajmniej zaloZenia
przy$wiecaja pierwotnym koncepcjom kazdego tworzonego ukladu. Uklady takie realizuja
ruch wedhig opracowanego wczeéniej programu poprzez sterowanie tymi ukladami.
Sterowane uklady mechaniczne bedziemy w dalszym ciggu nazywali uktadami mechanicz-
nymi celowego dziglania.

Optymalny program ruchu mozZna opracowaé znanymi metodami optymalizaciji
w postaci ekstremal. Bardzo czgsto uzyskuje si¢ takie ekstremale jako zbiér krzywych
kawatkami ciaglych. Realizacja takiego 'progrz‘imu wymaga bardzo czgsto gwaltownej
zmiany potozenia réwnowagi ukladu, co pociaga za sobg niekorzystne procesy przejéciowe.
Celem zlagodzenia tych proceséw stosowane sa odpowiednie podukiady sprzegajace,
ktérych elastycznos$é tagodzi niebezpieczhe zmiany potoZenia réwnowagi. Zlagodzenie to
jest tym plynniejsze im wlasciwiej dobrana jest charakterystyka podukladu sprzgga-
Jjacego. Charakterystyke taka mozna okre$laé mianem zwigzkéw sprzegajacych.

Rozwazania niniejsze stanowia metode syntezy ukladéw mechanicznych celowego
dzialania, zmierzajace do wyznaczenia zwigzkéw sprzegajacych, ktére zapewniajg naj-
szybsze tlumienie ukladu, Tak zaprojektowane sprzezenie ukladu mechanicznego z ukla-
dem sterowania daje’spokojny przebieg proceséw przejéciowych wywolanych zmiang
potoZenia réwnowagi. Oddala rowniez niebezpieczefstwo wynikajace niekiedy z awaryj-
nych przerw w ukladzle sterujgcym, wywolanych przerwami zasilania uktadu.

1. Wyjéciowe réwnania ukladu mechanicznego

Oddzialywanie ukladu sterowania na uklad mechaniczny sprowadza si¢ z zasady
do zmiany sit dzialajacych na uklad. Model matematyczny ukfadu mozna zapisaCw prze-
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strze-nil konfiguracji (Q — przestrzeni) za pomocg wspdtrzednych uogdlnionych. Uklad
opisujacy dynamiczne efekty sterowania przyjmie wigc postal

= Q,(Gys s Gus 15 -, 4), i=1,...,1. (L.1)

Rozwazania niniejsze ogranicza si¢ do liniowej zaleznosci sit od przemieszezen i pred-
kosci uogdlnionych a wigec réwnanie liniowego ukiadu dynamicznego zapisaé mozna
w formie

: n n
gy = 21: ij(lj"'zdquj’ (1.2)
j=1 - i=1
gdzie macierz € = {ci;} jest macierza sprezystosci uktadu, zas$ macierz D = {di;} jest
macierzg thumienia

Cze$é elementéw macierzy € i D mozna przyjaé jako poszukiwane wielkosci. Sa to
te elementy, ktdére reprezentuja charakterystyke ukladu sprzggajacego, a wigc sztywnosci
i thumienia ukladu sterowania, oraz wspdlczynniki wzmocnienia tego ukladu. Zdaniem
syntezy jest wyznaczenie takich ich wartosci, aby tlumienie ukladu bylo jak najszybsze.
Poszukiwane elementy mozna wyodrgbnié specjalnym oznaczeniem.

Synteze ukladu liniowego (1.2) mozna przeprowadzié¢ drogg czysto algebraiczng, lub
droga po$rednia, ktéra nazwiemy metods macierzowg. Droga czysto algebraiczna polega
na przeksztalceniu wielomianu charakterystycznego odpowiadajacego réwnaniu wyjscio-
wemu I wyznaczeniu odpowiednich warunkéw na pierwiastki tego wielomianu, Metoda
macierzowa polega na odpowiednim przeksztalceniu macierzowego réwnania jednorod-
nego odpowiadajacego ukladowi dynamicznemu, a nastgpnie wyznaczenie warunkdw
na nierosnace rozwigzania ukladu przeksztalconego. Obie metody nabieraja ogdlniej-
szego charakteru je$li réwnania ruchu opisujace uklad mechaniczny sprowadzimy do
formy macierzowe;. ' '

Forme macierzowa réownowazng ukladowi (1.2) uzyskamy w przestrzem fazowej

wprowadzeniem nastgpujacych oznaczeh

X =4y, Xs—1 = Gi; KXm—1 = Gu;

. . . . . . (1.3)
Xy = xl = ql) Xy = 'xs—.l = qk; Xy = xm—l = qn’
gdzie s = 2k = 2,4, ..., m = 2n.
Uklad réwnan (1.2) w przestrzeni fazowej ma postad
5‘5—1 = X,
. " . ,
Fo = D) Cuyaga+ D, dgay. (1.4)
J=1 J=1
Form¢ macierzowa powyzszego uktadu mozna zapisaé nastepujaco:
x = Ax (1.5)
gdzie
;"1 . Xy
X = 5 X =

Xom Xom
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za$ macierz

O 1 0 0 .. 0 O
e du e diz o di
0O 0 0 O 0 1
Cu1 dnl Cn2 an vve Can dnn

Macierz A w ukladzie (1.5) bedacym odpowiednikiem uktadu (1.4) posiada do$é
specyficzng formg. Nieparzyste wiersze macierzy A posiadaja 2n—1 zer oraz jedynki
na kolejnych parzystych miejscach. Wiersze parzyste sa kombinacja wspdtczynnikéw
sztywnosci i thumienia na przemian. Wprowadza to pewne uproszczenia do przeksztalcen
dokonywanych w procesie badafi. Poniewaz jednak przeksztalcenia opracowano dla
ogélnej macierzy A zatem w dalszym ciagu elementy macierzy A oznacza si¢ odpowiednio
przez a;;. Wskazniki i, j, przyjmujg ze zbioru liczb naturalnych zarédwno wartoéci nie-
parzyste jak i parzyste czyli

Lhji=12,....,m
Co wigcej dla ogdlnosci rozwazaii m moze byé réwniez liczba parzysta jak i nieparzysta.
Rownanie macierzowe .
x = Ax, . (1.5

moze wigc mie¢ postaé ogdlniejsza w odniesieniu do réwnania (1.4). Zatem macierz A

@11 812 ... afy

Zaklada sig, ze wszystkie elementy macierzy A sg stale i rzeczywiste.
Elementy macierzy A oznaczone gwiazdka mozna dobiera¢ w taki sposéb aby roz-
wigzanie spetnialo odpowiednie warunki.

2. Poszukiwanie rozwiazan o najszybszym tlumieniu
z wielomianu charakterystycznego

Niech macierz A w zakresie zmiennoéci {a¥,} spetnia warunek stateczno$ci uktadu.
Zgodnie z warunkami Sylvestra

det A >0, dlam paizystego,
det A < 0, dla m nieparzystego,

z7as
Tr A < 0.

Wartosci wlasne macierzy A wyznacza sie z wielomianu charakterystycznego
' W(A) = [A=11] = 0.
Jezeli elementy macierzy A sa stale i rzeczywiste wowczas wartosci wiasne macierzy

3 Mech., Teoret. i Stos. 3/86



274 : S. DuBIeL

sa rzeczywiste lub zespolone parami sprzgzone. Spelniaja one réwnanie charakterystyczne

W) = (—1)"[A"+p, A" +p, A2 A D1 A D), (2.2)
gdzie .
P = "2011 = —TrA,
=1
m—1
ay ay N .
P2 = > I >0,
=1 % Ay

m-21811 Gy Gy
__1 . .
P3=(—1)32 ap @y ag|, k>j>1i,
=1 lay ay G

P = (—1D™ det A.

Kolejne wspdlczynniki p; wielomianu charakterystycznego sa sumami wszystkich
wyznacznikéw minoréw gléwnych i-tego stopnia. Dla ukladu statecznego wspoélczynniki
te sa-wszystkie jednakowego znaku. Spelniaja ponadto warunki Hurtwitza w calym za-
kresie zmienno$ci wspolczynnikéw {a},}. >

Wartoéci wlasne macierzy A spelniaja zwiazki Viety

2 Zi = =Dy,

{=

[y

m—1 m

Z kM = D2,

k=l I=k+1

-2 m

N
Z A Agr1 Ay = —ps,

I=k42

3

=
—

=

m

[ = (=vmp,.

i=1

Wyrazenia powyzsze lacznie z zaleinoéciami na wspdlczynniki {p;} daja interesujace

zwiazki migdzy pierwiastkami réwnania charakterystycznego, 4; a elementami macierzy A.

Przy ich pomocy mozna przeprowadzi¢ wielce pozyteczne badania jakosciowe liniowego

ukladu. JuZz pierwszy zwiazek daje mozliwo$ci wyznaczenia takich pierwiastkéw, ktére

dadza rozwiazania o najszybszym tlumieniu. '
Pierwiastki réwnania charakterystycznego (2.1) i (2.2) maja ogélna postacé

Msmnys = —0Osting, s=2,4,..,2,. 2.5)

Pierwiastki powyZsze sa parami sprzeZzone zatem pierwizy ze zwigzkéw Viety moZna

wyrazi¢ za pomoca sumy czeci rzeczywistych

m n 1
A= — 6, = — = v, = =M, 2.6
'—__21‘ 1 2; k D, k 1,25 2L p) m ( )

Czgéci urojone daja w sumie zero.
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Uklad, ktérego ruch jest ruchem statecznym posiada wszystkie czedci rzeczywiste
ujemne co w wyraZzeniu (2.5) podkreslono znakiem minus. Sposréd wszystkich czesci
rzeczywistych interesuje nas pierwiastek ktorego modul jest najmniejszy. Pierwiastek
taki nosi nazwe pierwiastka dominujacego. Decyduje on o predkosci thumienia, a wiec
predkosci zanikania proceséw przejéciowych. Oznaczmy pierwiastek dominujacy przez
ds, @ wige '

dq < {3,

dla wszystkich & z wyjatkiem k = d.
Skrécenie czasu trwania proceséw przejsciowych (zwigkszenie predkosci tlumienia) -
sprowadza sig wigc do zwigkszenia modulu czgdci rzeczywiste] pierwiastka dominujg-
cego. Jest to réwnoznaczne ze zwigkszeniem dekrementu logarytmicznego tlumienia
rozwigzania szczegblnego, najwolniej thumionego.
Latwo wykazaé, Ze najwigkszg wartos¢, jaka moze osiagnaé modul czedci rzeczywistej
pierwiastka dominujacego

P (2.8)

6‘lnmx =

Ma to miejsce wowczas, kiedy wszystkie czeéci rzeczywiste pierwiastkow sa jednakowe.
Zgodnie z réwnaniem (2.6)

%=@=m=¢=%. (2.9)

Mozna wiec sformulowaé bardzo wazne twierdzenie,

Twierdzenie: '

Uklad dynamiczny (1.5) bedzie uktadem najszybciej thumionym, jezeli wszystkie czgsci
rzeczywiste pierwiastkéw rownania charakterystycznego (2.1) bgda jednakowe i ujemne.
Dowéd:

Jezeli by ktérykolwiek z pierwiastkéw mial czeéé rzeczywista wieksza o bardzo mala

liczbe & > 0, a wigc np. & = %+a to w mys$l réwnania (2.6) inny pierwiastek mu-

siatby mie¢ czg$¢ rzeczywista mniejsza o &, a wigc 6y = %_ e i ten bylby czescia rzeczy-

wista pierwiastka dominujacego.

Nalezy wigc ustali¢ warunki na poszukiwane elementy macierzy A a;y, przy ktorych
uzyskuje si¢ pierwiastki ze wszystkimi cze$ciami rzeczywistymi réwnymi. Wprowadza si¢
w tym celu nastgpujace podstawienic do wielomianu charakterystycznego

A=o0c-9,
dzie 8 = 2+
gdzie P
Otrzymuje si¢ w ten spos6b réwnanie charakterystyczne o postaci

6" +b, 0™ 2+ b30™ 3+ ... +b,_o+b, =0. (2.10)
Poszczegdlne wspdlczynniki réwnania (2.10) wyznacza sie z zaleznoscei

3x
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m—k .
b, = Z(i—k)pk(—a)l “

by = —m-d+p, = 0.
Pierwiastki wielomianu charakterystycznego (2.5) beda mialy jednakowe czesci
rzeczywiste jezeli pierwiastki réwnania (2.10) beda pierwiastkami tylko urojonymi lub
réwnymi zero. Zgodnie ze zwigzkami Viety

przy czym

Z o =0,

k=1
a zatem uklad dynamiczny, ktoérego réwnanie (2.10) jest rownaniem charakterystycznym
nie posiada rozwiazania tylko malejacego. Moze posiadaé rozwiazanie co najwyzej nie-
rosngce i to tylko w takim przypadku kiedy wszystkie pierwiastki sa czysto urojone Iub
réwne zero. Pierwiastki takie mozna uzyskaé jezeli:

b, = 0, dla i nieparzystych,
b, > 0, dlaiparzystych. @11)
Réwnanie (2.10) przy warunkach (2.11) zapisze si¢g w postaci zawierajacej tylko

parzyste potegi dla m parzystego (lub tylko nieparzyste dla m nieparzystego).
Dla m parzystego

o™ +b, 0" 24 by o™ 4 L +b,_ 0% +b, =0, _ 2.12)
za§ dla m nieparzystego ‘ :
(0™ +b,6™ 2 +by ™ 5+ . +by_30*+b,_)o = 0. (2.129)
Réwnanie (2.12) posiada m = 2n pierwiastkéw i mozemy wprowadzi¢ oznaczenie
o =b, ¥, (2.13)

otrzymuje si¢ wowczas réwnanie n-tego stopnia gdzie n = %1
P e T R ey T L b ke, = 0,
— b4 . . bG R . _ b2i
_Ha 3"'@"": l___b_‘;'
Réwnanie (2.12) bedzie posiadaé wszystkie pierwiastki urojone lub réwne zeru, jesli
wszystkie pierwiastki réwnania (2.14) beda pierwiastkami rzeczywistymi niedodatnimi.
Takie pierwiastki zapewniaja nastepujace warunki wystarczajace.

Cy (2.14)

n—_l

2n 7
n—D(r-2)

<- 31n2 ’

< E=De=D) . @it @19

0<ey <

0 <ey
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Pierwiastki réwnania (2.14) bgda mieé postac

PN
=~ =5
Zas pierwiastki réwnania (2.12)
Os(s+1) = iiws: w = I/IbZ : I" s

Rozwiazanie réwnania wyjSciowego ma postaé

n
xX(f) = e 10 3[4, cosw,(t — to) + Bysinw,(t— 1o)]. (2.16)
s=1
Najszybsze thumienie uktadu wymaga aby wspoélezynnik p, byl jak najwickszy, a to jest
réwnoznaczne z wymaganiem najwigkszej warto$ci modutu §ladu macierzy A. Warunek
statecznosci wymaga bowiem, aby slad macierzy A byl mniejszy od zera.

3. Wyznaczenie warunkéw najszybszego thumienia
z formy macierzowej

Przeksztalcenic wyznacznika charakterystycznego |A—Al] do wielomianu charak-
terystycznego wymaga do$¢ zmudnych obliczen. Proces wyznaczenia warunkow naj-
szybszego tlumienia mozna znacznie uprosci¢é odpowiednim przeksztalceniem réwnania
(1.5). Wprowadza sie nastepujace przeksztalcenie

x =y, 3.1
gdzie
a 0 = LTrA.
. m
Pochodne

. k= (p+ dy)edtto),
prowadzg do rownania

dla ktorego macierz B = A—14, '
a wiec
by s ... atn
B =% ba .. ain|, (3.3)
@z Az -+ b
gdzie

. by = ay—9,
za$ $lad macierzy B jest rowny zeru, czyli:
TrB = TrA—md = 0.

Rozwigzania y nie moga byé rozwigzaniami malejacymi, co najwyzej nierosnacymi.
Takich wiasnie nierosnacych rozwiazan nalezy poszukiwaé, aby rozwiazanie x(f) byly

'
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rozwigzaniami najszybciej thumionymi. Rozwija si¢ w tym celu wyznacznik macierzy
(B—§1,) ktéry daje bezposrednio wielomian charakterystyczny odpowxedm wielomia-
now1 (2.10).
det(B—-ol) = D(0), 3.49)
Do) = (=1)"(0™+b, 0" 2 +b30" °+ ... +by_10+b,),

gdzie poszczegblne wspblczynniki

m

b= —TrB = — ) (a,~0) =0,
=1

m—1

b2 =
i=1

by ay ..
J> 1,

b K
ay by;

m=2|bu @y ap

b3=—2 an by ap|, k>j>i,
=1\ gy ayy b

za$
b, = (—1)"detB.
Warunki konieczne na to aby pierwiastki réwnania charakterystycznego
D(o) = 0" +by0" 2 +b30™ "3+ ... +by_0+b, =0, (3.5

byly urojone i réwne zéro sa analogiczne jak dla réownania (2.10)

b, =0, dla k nieparzystych,

b, > 0, dlak parzystych. - (3.5)

Zaproponowany sposéb przeksztalcenia macierzy A na macierz B upraszcza znacznie
proces obliczeniowy. Odpada przejécie od rownania charakterystycznego (2.2) do réw-
nania (2.10). Wspélczynniki b; uzyskuje si¢ bezpodrednio z rozwinigcia wyznacznika
charakterystycznego macierzy B.

Warunki (3.5") sa niezaleZne od tego czy m jest parzyste czy nie. Dla m — parzystego
uzyskuje si¢ rOwnanie

0'2"+b20’2("—1)+b402(n_2)+ ses +b2("_1)02+b2,, = 0, (3.6)

za$ dla m nieparzystego
(02" +b, 62" D4 b 02Dt | 4 byya2y0 +bau_ry)0 = 0. (3.6")

Zatem jeden z pierwiastkéw o = 0 dla m nieparzystego. Wielomian w nawiasie réwnania

(3.6") posiada analogicznie jak réwnanie (3.6) tylko parzyste potegi. Warunki dajace

pierwiastki czysto urojone lub réwne zero dla obu réwnan beda podobne.
Podstawienie dla obu réwnan o2 = b,r, daje

PP e, "R ey P24 L ey e, =0, (3.7

gdzie: ¢; = bb—zl;

Przy analogicznych warunkach (2.15) dia wspotczynnikow by, uiyskuje si¢ pierwiastki
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r rzeczywiste i ujemne, a zatem

Osery = Hiwg; o = Vb, r, (3.7)
s=1,3,..,2(n-1).

Rozwigzania réwnania wyjsciowego (1.5°) majg postaé:
x(t) = =21 3[4, cosmy(t— to) +B,sinosy(t—£o)]. (3.8)
s=1

Poniewaz wielko§¢ & jest zarazem wielkoscia dominujaca o najwigkszej wartosci
zatem i czas uspokojenia procesu zakiéconego bedzie najkrétszy. Oznacza sie go przez
t.— jako czas regulacji. Jego warto§¢ wyznacza. zalezno$é [3]

1, 1 _
o= 5 In—, (3.9)

gdzie A warto$¢ odchylen zatozona dla wyznaczenia czasu procesu przejéciowego. Stanowi
ona zazwyczaj

4 = 0,02+0,05,

w stosunku do poczatkowych wartosci dla ¢ = ¢,.

Podsumowanie

Sposéb wyznaczania rozwiazan najszybceiej zanikajacych, zaproponowany w niniejszym
opracowaniu, wyprowadzono ze zwigzkéw czysto algebraicznych. Warunki ukladu naj-
szybciej thumionego sg tym samym latwiejsze do wykazania, a wigc bardziej oczywiste.

Podano dwie drogi wyznaczania tych warunkdéw. Korzystniejsza w ujeciu ogdlnym
jest metoda uzyskana bezposrednio z zapisu macierzowego. Skraca bowiem wyraZnie
proces obliczeniowy znacznie dla ogdlnej postaci macierzy A. Je§li jednak ilo$é stopni
swobody jest mniejsza, np. 2—3, to dla ukladu mechanicznego prostsze moze okazaé
si¢ wyznaczenie warunkéw koficowych z réwnania charakterystycznego jak w punkcie 2.
Czytelnik sam osadzi kiedy stosowanie jednej lub drugiej metody jest bardziej oplacalne.

Wyznaczenie warunkdéw najszybszego tlumienia nie jest jeszcze réwnoznaczne Z pro-
blemem minimalno-czasowym. Nalezy dodatkowo rozwiaza¢ problem - oscylacyjnosci
poszczegdlnych rozwigzan, Dla celéw praktycznych nie zawsze jest to konieczne, choé
waznym zadaniem jest unikniecie stanéw krytycznych.

Literatura

1. A. H. TonyGeuues; Humezpansuvie semodst ¢ ounasuxe, Kaen 1967.

2. Y. Takanaskr, M. J. RaBins, D. M. AUSLENDcR; Sterowanie i uklady dynamiczne; WNT Warszawa
1976

3. T. Kaczorek; Teoria sterowania, T. 1 PWN Warszawa 1977,

4. S. DuBBL: O pewnej modyfikacji metody A.N. GOLUBIENCEWA optymalizacji liniowych ukladow
dynamicznych. Biuletyn WAT nr 5 1984,



280 S. DugleL

Peswome

JIMHEMHEBIE MEXAHMYECKHE CHCTEMBI C HAMBOJIEE BBICTPBIM 3ATYXAHUWEM

B paboTe paccMOTpeHBI YCNOBHA HanGonee OBICTPOro 3aTYXaHMA FJIA JIHHEHHBIX MEXaHMUYCCKHUX
CHCTEM. DTH YCIIOBHS BhIBEAEHB! anredpauyeckum MeTofom IJist nuHelroro nuddepesnmansaoro ypas-
HEHUA H-TOTO NOPAAKA, & I JHHeHHo! MexanmdecKo# cucTeMpl B MaTpHuHOH (hopMe, METONOM HEKOo-
Toporo npeoGpasobanus cucrembr QudbepeHNMANPHBIX YPaBHEHHA ITEPBOTO MOPAAKA.

Summary

LINEAR MECHANICAL SYSTEMS WITH SUPREME DAMPING
In the paper are determined the conditions for supreme damping of linear mechanical systexﬁs. The
conditions have been derived by algebraic approach for linear differential equations of n-th order, and next

for systems of linear equations, presented in matrix form, by a method consisting of a transformation
of the system of first order differential equations.

Praca wplynela do Redakcji dnia 14 lutego 1986 roku



