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W pracy [1] wyprowadzono stowarzyszone réwnania calkowe dla réwnania Helm-
holtza i pokazano ich zastosowania do rozwiazywania zagadnien odwrotnych przewod-
nictwa cieplnego. Przez zagadnienia c‘)d"W"rbtne'rozumie_siQ przy tym zagadnienia wyzna-
czania strumienia ciepta lub temperatury na brzegu i wewnatrz pewnego obszaru 2 < E™,
m =1,2,3, na podstawie tzw. wewngtrznych odpowiedzi temperaturowych lub stru-
mieniowych, [1]. Z tego typu problemami mozna si¢ spotka¢ w wielu dziedzinach techniki;
doczekaly si¢ one takie dosy¢ bogatej literatury (por. [8, 9, 10]). W niniejszej pracy
omoéwiono trzy typy jednowamiarowych zagadnieft odwrotnych, a mianowicie zagadnienia
dotyczace warstwy plaskiej, kuli i warstwy kulistej ordz walca i warstwy walcowej. Do roz-
wigzywania tych zagadnien zastosowano réwnania calkowe wyprowadzone w pracy [1].
Roéwnania te w wymienionych przypadkach mozZna bylo rozwiaza¢ w postaci zamknietej,
co pozwolito otrzyma¢ wzory rekurencyjne okreslajace pewne uklady funkcji, ktére
stanowig przyblizone rozwiazania tych zagadnien. Analiza tych wzoréw doprowadzita
do interesujacych wnioskéw dotyczacych wplywu bledu danych na wyniki obliczéxi.
Whioski te znalazly swoje potwierdzenie w przykladach liczbowych. '

1. Pojecia podstawowe

Zagadnienie rozwigzania rownania przewodnictwa cieplnego w pewnym obszarze
2x ff, gdzie 2 < E™, m =1, 2, 3, 72 T = 0, 1.), t, < + 00, jest pewnym przedzialem
czasowym, mozZna sprowadzi¢ do zagadnienia rozwiazywania kolejno po sobie naste-
pujacych rownan Helmholtza w obszarze £2. W tym celu w rownaniu przewodnictwa
cieplnego,

(vz_%%)z‘(x,t)=F(x,t),(x,.t)e!.?x T, (1.1
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(w ktéorym »x oznacza wspblczynnik dyfuzyjnosci temperaturowej, T jest temperatura
wzgledna, mierzona od pewnej temperatury odniesienia, za§ F = —Q/4, gdzie Q jest
intensywnogcia zrodia ciepla, a A -— wspélczynnikiem przewodnictwa cieplnego) nalezy
w miejsce pochodnej 20 /dtr podstawi¢ pierwsza réznicg wsteczna. Jesli oznaczymy

&
fo= D T O®) & T(x, 1), p = (#1216 = 0,
I=1
13 x (1.2)
1
@) = =piOus @4 — [ R ndt == D,
S g 1=l

gdzie 7, jest krokiem czasowym, to w chwili # mozna w migjsce rownania (1.1) rozwazaé
réwnanie Helmholtza postaci, [1], '

(V2= p)Ou(x) = fi(x), x € Q. (1.3)
UKlad funkcji {@4}g-1....x, otrzymanych w wyniku rozwigzania rownania (1.3) dla
k=1, .., K,stanowi¢ bedzie przybliZone rozwigzanie réwnania (1.1).

Oczywiécie oprocz rownania (1.1) znany musi byé takze warunek poczatkowy oraz
warunki brzegowe (w przypadku Zagadmen poczgtkowo-brzegowych, nazywanych takze
prostymi), lub tzw. wewngtrzne odpowiedzi, (1 (w przypadku zagadnien odwrotnych).

Niech funkcje To(&, 1) i ¢.(¢, 1), (&, r) € 002 x T okredlaja odpowiednio temperaturg
i jej pochodng normalna na brzegu 98 rozwazanego obszaru, tzn, .

oT(x, t)
T,(&,0) = Im TG, 0, 48, 1) = lim =5 0,

gdzie n(§) jest normalng zewngtrzng do 082, Niech funkcje T*(x*, £) i q*(x¥, £), (x* t) e
€ ¥ xT, £* < 2, opisuja odpowiednio wewnetrzne odpowiedzi temperaturowq
i strumieniowg (w skrocie WOT I WOS), [I], spelniajace warunki

oT(x, t)
—x* 3 ( *)
gdzie x e @\ 2Q*, te JA‘, za§ n(x*¥) jest normalng zewnetrzna do J02*. Niech funkcja
Oo(x), x € 2, opisuje poczatkowy rozklad temperatury w obszarze 0, tzn.

Op(x) = lim T(x, 1), | (1.6)
=0

er,tef‘, 1.9

TH(x*, 1) = lim T(x, 1), §*(x*, 1) = lim (1.5)

za$§ funkcja T,(&, 1), (&,1) e 2 x T— temperature otoczenia.

Rozwigzujagc zagadnienia odwrotne przewodnictwa cieplnego przy wykorzystaniu
réwnania-(1.3) dla k£ = 1, ..., K, poshigiwaé si¢ bedziemy pewnymi ukladami funkcji
zmiennych przestrzennych, wprowadzonymi w miejsce T*, g*, czy T,, T, i §». Funkcje
te beda okre$lone nastgpujaco:

Op(&) = To(&, 1, qeu(&) = G(&, 1),
Ou(8) = T8, 1), OF(x*) = T*(x*, 1), ¥ (x*) = q*(x*, 1),
Eco,x*eo*, k=1,..,K. Gdy na brzegu 92 bedzie miata miejsce swobodna

(1.7)
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wymiana ciepla ze wspélczynnikiem wymiany a(&,?), to przy rozwigzywaniu réwnania
(1.3) wprowadzimy zamiast funkcji & uklad funkcji

() = at, 1), Eed, k=1,. 'K (1.8)

W pracy [1] pokazano, ze gdy obok réwnania (1.3) dana jest funkcja @F (x*), x* € dQ*
wowczas rozwiazanie réwnania (1.3) istnieje w postaci

Ou(®) = Su(®, Pl + V¥, pil ), x € Tnt £ = /30, (1.9)
o ile istnieje funkcja %, na 082, ktdéra spelnia réwnanie
Sn(X*, pilhi) = OF (x*) =V, (x*, pl ). (1.10)
Tutaj, [1],
Su@, plh) = [ Gu(x—8, PhEASE), (L.11)
F:lvd . : )
Vax, o) = — [ Gulx—p, PY3) dV(3), x € 2, (1.12)
0
gdzie m = 1,2, 3, oraz
_1,_e—p|x—.vl ' gdym = 1,
2p
1
G,(x—y,p) = EKo(plx—yl) gdym = 2, (1.13)
ﬁl—e‘”’x‘y’ gdy m = 3.
47|x—y| .

Catka S,, nazywana jest potencjalem warstwy pojedyriczej dla réwnania Helmholtza,
catka V,, — potencjalem objetosciowym, za$ funkcja G,,, jest rozwigzaniem podstawowym
réwnania (1.3), [1].

W pracy [1] pokazano takze, ze gdy obok réwnania (1.3) dana jest funkcja g*(x*),
x* e 002*%, wéwcezas rozwiazanie tego réwnania istnicje w postaci (1.9), o ile istnieje funkcja
h, na 992, ktora spelnia réwnanie

OSm(x*, Pl wr oy OV n(X™s Dl fi)
ey 4 (x*)— o) (1.14)

Réwnania (1.10) 1 (1.14) sg dla m = 2, 3 calkowymi réwnaniami Fredholma, przy czym
réwnanie (1.10) jest I rodzaju, za$ (1.14) moZe by¢ rOwnaniem I lub IT rodzaju zaleznie
od tego, czy 0€* i 0f2 maja czg§é wspdlnag czy nie. W przypadku m = 1 réwnania (1.10)
i (1.14) przyjmujg posta¢ ukladu réwnan algebraicznych (por. [11).

W dalszych czedciach pracy skupimy uwage na rozwigzaniu réwnan (1. 10) i (1.14)
dla probleméw jednowymiarowych. Przy opisie tych probleméw wspdtrzedne przestrzenne
oznacza¢ bedziemy literami lacinskimi lub greckimi bez podkreslenia.
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2. Warstwa plaska

Niech obszar 2 bedzie warstwag plaska, ograniczong plaszczyzmami x = a i x = b,
Poniewaz roz /azamy zagadnienie jednowymiarowe, wigc be¢dziemy utozsamial obszar
Q2 z odcinkiem (g, b) <= EY. Niech 2* = (x,, x,), przy czym a € X4 < x, < b. Brzegi
obszarow £ i 2* < 02 okreSlone beda nastgpujaco: 22 = {a; b}, 9% = {x,;x,}.

Dla warstwy plaskiej rozwazymy dwa typy zagadnien odwrotnych:

1 W puanktach x = x, i x = x, dane s3g WOT:

2° W punkcie x = x,; dana jest WOT, za§ w punkcie x = x, — WOS.

W obu przypadkach zakladamy, Ze znany jest warunek poczatkowy dla temperatury
oraz Ze w obszarze 2 brak jest Zrédet ciepta, Zakladamy takze, Ze znane sq wspofczynniki
% i A. Wspdlezynnik wymiany ciepla, @, nie jest znany, natomiast znana jest temperatura
otoczenia.

Funkcjami poszukiwanymi' sg tuta_| T(x,t), (x,1) e.QxT Ty(a, t), Ty, 1), gs(a,t),
gn(b, t) oraz a(a, t)ia(b,t), te T. Funkcjami danymi sg T*(x,, t) i T*(x,, t) (w zagad-
nieniu 1°) lub T*(x,, ¢) i g*(x,, t) (W zagadnieniu 2°). Zamiast wyZej wymienionych
funkcji postugiwaé sie bedziemy ukladem funkcji {0} oraz ukladami wielkosci {@¢},
{2y, {q83, {qb}, {of}, {of}, oraz (O}, (O3 i {qgk} zdefmlowanych zwigzkami:

O = Oy(a), 0f = Ou(D), 9% = 9u(@), 92 = gu(), @.1)
q:k = ql‘?(xy)a dﬁ = Mk(a)7 CX!,: = “k(b)’ @:k = ;;k(xd)’ @gk = @k (xy) -
Catki S, i ¥, oraz pochodna 4S,/én maja tutaj postaé, [1],

S1(x, plh) = —i—;[e“""‘”’h(a)+e""b*x)l1(b)], x € (a,b), (2.2)
| b .

Vi, olf) = =5 [ o)y, 2.3

aSla(:(’xI;M) - n(l) [e=P*=Oh(a)~e "= hB)), x € (a, b), (2.4)

gdzie a(x) = +1 lub —1.

2.1. Proypadek dwéch WOT. Wykorzystujac zwigzki (2.2) i (2.3) mozna sprowadzi¢
réwnanie (1.10) do postaci ukladu dwéch réwnan z niewiadomymi h(a) i A (b):
e~ ba= Oy (@) + e~ 2t Dhy(b) = 2p [O% — V (x4, 2l /O],
e 5= D (@) + e~ =2y (b) = 2p, [OF — V', (%y, Pilf)].

Rozwiazujac ten ukfad réwnan oraz wykorzyétujqc zwiazki (1.2)., (1.9), 2.2), (2.3)
I (2.6) otrzymujemy nastgpujaca postaé funkcji :

b
sinh [ p,(x,—x)] DPr Pl X —y A v
Ou(x) = - W[ :k—”j'fe Pul%a |0k—1())d}A +

(2.5)

a
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. b .
sinh[p,(x—x,)] P - 1 ]
Tsinh(d) ”*_7;,’ TGOy |+ 26

b

+ p'zk f e~ n¥=20,_ (y)dy,

a

gdzie I = x,~xy, x€(@,b), k=1,..., K
Wielkodci ¢ 1 ©F mozna wyznaczyé bezposrednio ze wzoru (2.6), kfadac w nim odpo-
wiednio x = a lub x = b. Podobnie, rézniczkujac wzoér (2.6) i kiadac nastepnie x = a
Jub x = b mozna wyznaczy¢ wielkosci ¢f i gi. Przy znanych funkcjach T,(a, t) i Ty(b, t)
wspolczynniki wymiany ciepla na brzegach x = @ i x = b mozZna wyznaczy¢ ze wzorow
a b
Ry R | S N | - Q.7

a a ! b »
zk T Yk zk—_@k

gdzje ng = Tz(a’ [k)s 051( = Tz(bs tk)-

Wzér rekurencyjny (2.6) ma duZe znaczenie dla identyfikacji temperatury w catlej
warstwie na podstawie WOT pochodzacych np. z pomiaréw. Wowczas jednak powstaje
pytanie, jaki jest wplyw na btad obliezen takich wielkosci jak odlegtosé pomigdzy punk-
tami, w ktorych zadane sa WOT, krok czasowy i dokladno$¢ pomiaru WOT.

W dalszych rozwazaniach odcinek, zawarty pomigdzy punktami, w ktérych dane s3
wewngtrzne odpowiedzi, nazwiemy b a z g zagadnienia odwrotnego i oznaczymy przez U.

Zalézmy, z¢ WOT w punkcie X, € (a, b), w chwili 7, obarczona jest bledem &%, oraz
ze funkcja T%(x,, #) obarczona jest bigdem &}, . Dla uproszczenia przyjmiemy, ze x, = b,
za$ baze (x4, b) oznaczymy UX. Blad obliczeh temperatury @,, ktéry oznaczymy & (x),
bedzie zatem spowodowany bledami e}y, ¢f, oraz bledem e ((x), gdzie k = 1, ..., K,
Wrykorzystujac (2.6) otrzymujemy nastgpujaca postaé bledu g:

/]

sinh b—x) ~
ek(X) = _ﬁ"(%l_)_’_]_ [e:k_ %k—sk—l f e“"::‘"‘a*yldy] -+
k .

b

sinh [pi(x—x,)] .E* Pe ~ f pylb—| ] 2
e ———————— _ - .8
+ sint ( kl) l dk ) Ex—1 ek (IV + ( )

a

b

+ %’ifsk_l f e=PE=Ydy,

gdzie &, jest wartoscia érednia bledu &,_ (%), x € (a, b) (por. [2], rozdz. 4.7). Polézmy

b—a I} X,— Xg
U = — =

L=b—-a,P,=pL =- , ,
k pk 1/%Tk L b—a

(2.9)

gdzie v jest bezwymiarowa dlugoscia bazy U; ue (0, 1). Diugo§é bazy U® = (x4, b)
oznaczymy u®.
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Policzmy wartoé¢ funkeji ex(x) w punkcie x = a (punkt najbar_dziej oddalony od bazy
UR). Wobec (2.9) otrzymujemy ' _ .

sinh P,  sinh[P(l—u®)] , [sinth—sinh[Pk(l-—uR)] B 1]&

@) = smh(P u® T T Sinh () T sinh (P u®) kot

' (2.10)

Latwo mozna sprawdzi¢, ze dla u® e (0 1) i P, > 0 wspolczynnik przy s,,k jest WIkazy
od wspoélczynnikéw stojacych przy &5, i 841, przy czym im wieksza JCSt wartosé P, tym
blizszy jedynki jest stosunek wspotczynnika przy &5, do wspoélczynnika przy Ere - Wymkd]q
z tego nastgpujace wnioski:
— éredni blad z chwili fi_(, &y, odgrywa mniejszg role przy oblxczamu bledu b,\(a)
niz blad &},
— im krétszy krok czasowy 7y, tza. im wiqksze P, tym wickszy jest wplyw bledu & _,
na blad g(a). : :

Przeanalizujmy teraz wplyw bledéw e}, ief,_, na ek(a) Jedli &5, = 0, to wykorzystujac
wzér (2.6) i zakladajac, ze Py = Py =P dla k=2,..,K, otrzymujemy

sinh P o Psinh P

— R By . L
&(@ = Smh(PuR) Cakt ZSmh(P R) [uR ctgh (Pu®) —~ctgh Pleg, _s (2.11)

Pominigto tu skladnik zawierajacy &._,, jako nieistotny, [3]. Aby obliczenia, prowﬁd’;one
przy wykorzystaniu wzoru (2.6), byly stabilne numerycznie, wplyw bledu &f ,_, na g(a)
powinien by¢ mniejszy niz wplyw bledu e, . Przy danym P najmniejsza w1elkosé bazy UR,
dla ktorej to zachod21, moze zostac wyznaczona z rieréwnoéci

_ —2 < Plufctgh (Pu®)—ctghP] < 2. : -(2 12)
Najmniejsza warto$¢ u®, dla ktorej spetniona jest nieréwnosé (2.12) dla danego P, 0zna-
czymy uf, za§ sama bazg UR,

Prowadzac podobne rozwazania dla bazy U* = («, x,;) o dlugoéci u”, jako warunek
stabilnosci numerycznej obliczen takze otrzymujemy nieréwnosé (2.12). Wynika stad, ze
uh = uf, pdzie ul jest najmniejsza dlugoscia bazy U%, dla ktérej spetniona jest nieréw-
nos¢ (2.12) przy danym 2. Dla duzych P, co w praktyce oznacza P = 5, mozna napisaé
nastgpujacy przyblizony wzér na uf:

u x (P=2)JP. (2.13)

Whnioski z nieréwnosci (2.12) sa nastepujace:
— wielkoé¢ uf dazy do 1 gdy P dazy do nieskorficzonosci, tzn. gdy krok czasowy dazy
do zera,
— przy ustalonej dtugosci u® bazy U® wspdlczynniki przy &l i przy &f ,_, roan co do
warto$ci bezwzglednej wraz ze wzrostem P, ;
— wspdtczynniki przy &, i ef;_; maja przeciwne znaki, a wiec jeéli bgda one tego
samego rz¢du, to blad g(a) bedzie oscylowat wokét zera.
Jak wynika z powyzszego, prowadzenie obliczeri z matym krokiem czasowym (duze P)
wymaga bardzo dokladnych danych opisujacych WOT, przy czym musza one byé tym
dokladniejsze im mniejsza jest bezwymiarowa dlugosé bazy zagadnienia odwrotnego.
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Niespelnienie przez dlugo$¢ u® bazy UF nieréwnoéci (2.12) nie oznacza niemoznosci
wyznaczenia rozwiazania zagadnienia odwrotnego. Przypadek taki oznacza tylko bardzo
duzy wplyw biedu danych na wynik obliczen.

Gdy znane sa wielkosci «f i u%, mozna takze wyznaczyé dlugo$¢ u, bazy U = (x,, x,),
dla ktorej obliczenia dotyczace temperatury beda stabilne. Przypadku tego dotyczy wzér

u, = uluk [ —ufuk+uly, (2.14)
2.2. Przypadek WOT i WOS. Wykorzystujac zwigzki (2.2), (2.3) oraz (1.10) i (1.14)
mozna ten problem sprowadzi¢ do zagadnienia rozwiazania ukfadu dwdch réwnan alge-
braicznych z niewiadomymi h.(a) i h.(b):
e—pk(xd_a)hk(a)+e—.pk(b_xd)hk(b) = 21’/:[@:&— Vl ('xlh pk'ﬁc)]) .
(2.15)

e~ "% D (a) — e~ Pd= Ny (b) = —2[43‘k~ ,?Y%%_Pklﬂ) ]
Rozwiazujac ten uklad réwnan, a nastgpnie wykorzystujac zwiazki (1.2),, (1.9), (2.2)
i (2.3), otrzymujemy

b
cosh[p.(x,—x p
0.0 = %)l[ S5 eninr O, ()ay | +

sinh [pu(x — x4)]

b
i
: ~ P —X)e=Pul, 1
pecosh(pal) 1997 2 f 581 (¥, —x)e s ’Qk—L(y)dy]+ (2.16)

a

)
+ %“J e~ -0, (y)dy,

a

xe(a,b), k=1,..., K.

Wielkosci @4, @k, g i g mozna latwo wyznaczy¢ ze wzoru (2.16), zaé wspolczynmkt
wymiany ciepla na brzegach x = ¢ i x = b — ze wzordw (2.7) (o ile znane sa funkcje
T.(a,t) i T.(b,1)).

Jesli zatozymy, ze WOT i WOS obarczone sg bigdami, odpowiednio, &y i &, i skupimy
uwagg na wplywach bledéw z chwil # 1 4_, na bledy obliczen w punktach a i b (koficach
przedziéﬂu (a, b)), to przy zaloZeniu, ze P, = P,_, = P dla k = 2, ..., K, otrzymujemy
(por. (2.9))

— dla bazy U= U®iprzy ¢5;=0,/=1, .., K

coshP + PcoshP
cosh (Pu®) ™ 7 cosh(Puf)

gla) = [uRtgh(Pu®)—tghPle} ., .17
— dla bazy U= U"iprzy e =0, /=1,

o ShE e S e g puty + L —ctgnp | 2.18
e(b) = PW 8gk+ 2cosh (Pub) u* tgh (Pu )+—}7—Cg &g k=1 (2.18)

Pominieto tutaj skladnik zawierajacy &,_,, [3].
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Warunkiem koniecznym stabilno$ci numerycznej rozwiazania zagadnienia odwrot-
nego, danego wzorem (2.16), jest spelnienie przez dtugoéei u” i u® baz U* i UR nastgpu-
jacych nieréwnosci:

—2 < PuRtgh(Pu*)—tghP] < 2, 2.19)
-2 < Plu" tgh (Pu™) + 71,— - ctghP] < 2. (2.20)

Dla duzych P (wigkszych od 5) wielko$¢ uX mozna wyznaczy¢ ze wzoru (2.13), za$ wiel-
ko&é uf — ze zwiazku

ut ~ (P-3)/P. 2.21)

W przypadku bazy U wielko$¢ 1, wyznacza sig ze wzoru (2.14).

3. Kula

Niech obszar £ = E* bedzie kula o promieniu R, za$ obszar % — 2 — kula o pro-
mieniu +* < R. Poniewaz rozwazamy zagadnienie jednowymiarowe, wigc wszystkie
rozwazane funkcje beda zaleze¢ tylko od odleglosci od $rodka kuli (i od czasu).

Calki S, i V3 mozna w tym przypadku rozwazaé dla punktéw x o wspoélrzednych
x, =0, x =0, x3=r, re(0,R), za§ powierzchni¢ kuli mozna sparametryzowaé
przy pomocy dwdch katdw, ktadac &, = Rsind;cos?,, &, = Rsind;sind,, 3 = Rcosd,
gdzie &, € [0, 2:7), ¥, € [0, ®). Poniewaz ggstosé 4 potencjatu S5 zalezy tylko od wartosci
promienia kuli na jej brzegu, wigc jest po prostu liczba, ktérq oznaczymy /in. Stad

Sa3(x, pl) = hg——55~ , 3.1
p!

r r

Vilx, plf) = — ~p—r—{c""’fzsinh(pz)f(z)dz+sinh(pr) j ze—"“f('z)dz} =V(r,plf). (3.2)
0 b

Dla kuli rozwazymy nastepujace zagadnienie odwrotne.

Dana jest WOT w punkcie r = r* (punkt ten utozsamiamy ze sfera r = r*). Znajgc
warunki poczatkowe dla temperatury w obszarze £ oraz wspotczynnik dyfuzyjnosci
temperaturowej », wyznaczy¢ nalezy temperature wnetrza i brzegu kuli przy braku Zrédet
ciepla w jej wnetrzu. Funkcjg poszukiwang jest 7(r, £), (, t) € (0, R) x (0, t.), oraz
T(R, t) = Tp(r). W migjsce tych funkcji poszukujemy ukiadu funkcji {6}, okre§lonych
wzorem (1.2),.

Gesto§¢ g potencjatu Sy, okreslonego wzorem (3.1), wyznaczymy z réwnania (1.10).
Wykorzystujac (1.2), i (3.1), a nastepnie (1.9), otrzymujemy’

o
Our) = P [0, O N -pE V0O, ()
k =1,.., K. Uklad funkcji {6} stanowi przyblizone rozwiazanie zagadnienia odwrot-
nego. Przyblizone wartodcei funkcji T,(t) w chwilach ¢, okreslonych wzorem (1.2), mozna
uzyskaé bezposrednio ze wzoru (3.3). -
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4, Warstwa kulista

Niech obszar £2 < E® bedzie warstwa kulista o promieniu wewnetrznym a i zewngtrz-
nym b, za$ obszar 2% < — warstwa kulista o promieniu zewngtrznym r, oraz wewnetrz-
nym ry, gdzie 0 < a < ry < ry € b. Zakladamy, ze wszystkie rozwazane funkcije zaleza
tylko od odlegloéci r od érodka kuli; r e (a, b).

Calki S, 1 V5 rozwazymy takze i w tym przypadku tylko dla punktéw x o wspélrzed-
nych (0,0, r). Otrzymujemy tutaj

asinh (pr) ; bsinh (pr)

SS (x’ pl/z) = h p'.eﬂa“__ p —;DI‘CPB » (4 ])

: ' r . i b
Vateoplf) = = ,-)‘-,-;-{e“”" [ zsinh 2 fdssinnpr | ze-“ﬂz)dz} = Ve 0lf).  (42)

r

383 (x, plh) _
Can(x)

(4.3)

()I/ b[preosh (pr)—sinh (pr)) ) asinh(pa) (1 +pr) |
1 prieft e T T pp2epr {
Tutaj #(r) moze przyjmowaé warto$é¢ +1 lub —1; &, = A(a), h, = h(b).

Dla warstwy kulistej rozwazymy dwa zagadmema odwrotne, w ktorych znajac wa1unk1
poczatkowe dla temperatury w catym obszarze £2 oraz wspdlczynnik x nalezy wyznaczyé
temperature wngtrza 1 obu powierzchni warstwy, gdy
1° w punktach r = r, i r = r, dane s3 WOT,
2° w punkcie » = r; dana jest WOT, zas w punkcie ¢ = r, — WOS.

W obu przypadkach zakladamy brak zrédet ciepta w obszarze.

4.1. Przypadek dwéch WOT. Wykorzystujac zwiazki (4.1) i (4.2) mozna przeksztaici¢
réwnanie calkowe (1.10) w uklad dwéch réwnan algebraicznych z niewiadomymi 4, i A,
Rozwigzujgc ten uklad 1 wykorzystujac (1.9) otrzymujemy

hipa(r,
Ou) = OtV pl0- ) T SO

FgSinh [p(r—ry)] e -
+ [0, +piVilry, Pl Ok 1)] “m—(ml) e ALY ACN T (4.4)

gdzie [ = ry—ry, re(a, by, k=1,..,K. Wielkosci O(a) i Oy(b) mozna wyznaczyé
bezposrednio ze wzoru (4.4). Podobnie, dokonujac rézniczkowania funkcji &, po + i mno-
zac wynik przez n(a) = —1 lub przez n(b) = 1 mozna wyznaczy¢ g,(a) i q.(b). Przy zna-
nych funkcjach T.(a, t) i T,(b, t) wspdlczynniki wymiany ciepla na brzegach r = a
i r=>5 mozna wyznaczy¢ ze wzoréw (2.7).

Analiza wplywu bledéw wewngtrznych odpowiedzi na btqd obliczenn temperatury
w punkfach brzegowych jest analogiczna do analizy przedstawionej w punkcie 3.1 pracy
i prowadzi rowniez do nierdwnosci (2.12) jako warunku stabilno$ci numerycznej obliczen
temperatury. '
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4.2, Przypadek WOT i WOS. Post¢gpujac podobnie jak w poprzednich przypadkach
otrzymujemy '
ra{patsCOshIpu(ry= )=S0 [P, =N} ru 2y
r{ppr,cosh(p,l)—smh(p.!)} [0+ PV sra, PO )]+

4 rgsimhip(r—r)]
r{pyr,cosh(p,l)—sinh(p,/)}

O(r) =

‘ [ruq;kk"f'rgplf V(o pilOrk D=0k Vi(r, 0l @5 1), (4.9)

gdzie

Ve, plf) = ‘1;1,5" {e"”(l +pr) J zsinh(pz) f(2)dz +

b
+[sinh(pr)—prcosh(pr)]} ze“””f(z)dz}. (4.6)

Analiza wplywu blgdéw wewngtrznych odpowiedzi z chwil /4 i r,_ na bledy obliczen
temperatury na obu powierzchniach warstwy prowadzi do wnioskéw podobnych jak
w czedel 2.2 pracy.

5. Walec

Niech obszar £2 ¢ E3 bedzie walcem o promieniu R, za$ obszar Q* c £ — walcem
o promijeniu r* < R. W tym przypadku do zbudowania reprezentacji caltkowej przybli-
zonego rozwigzania zagadnienia odwrotnego wystarczy znajomosé catek S, 1 V,. Roz-
wazaé je bedziemy dla punktow x o wspodlrzednych x, = r, x, = 0, re (0, R), xeE?,
lezacych w dowolnym przekroju walca prostopadtym do jego.osi. Punkty brzegowe tego
przekroju mozna sparametryzowac przy pomocy jednego kata, ktadac &, = Rcosd,
&, = Rsiné, ¢ € E2, ¥ € [0, 2n). Poniewaz gesto§é 4 potencjatu S, zalezy tylko od war-
tosci promienia walca na jego brzegu, wigc jest ona po prostu liczbg, ktdrg oznaczymy hy.
Wykorzystujac wzor 8.4313 Z tablic [4], zwigzki 9.191 i 9.351 z monografii [5] oraz tw.
Fubiniego ([2], rozdz. 4.68) znajdujemy

Sz (x, plh) = Rhz Ko( PR)IO(P")

5.1)
Vax, plf) = —{Ka(pr) f 2lo (p2)f (@) dz+ I, (pr) f 2Ko (p2)f @)dz} = Vulr, pl1), (

gdzie 1,(3) i K,(p) sa to zmodyfikowane funkcje Bessela, [6].

W przypadku walca gdy dana jest WOT w punkcie r = r*, to przy znanym warunku
poczatkowym i wspélczynniku » oraz przy braku zrédet ciepla znajdujémy — postgpujac
analogicznie jak w poprzednich przypadkach — nastepujaca postaé funkcji @, , okre$lajgcej
w sposdb przyblizony pole temperatury w walcu w chwili ¢, k = 1, ..., K:

Io(Pr)

O (r) = T (p ) [OF +pi Vo (r*, O, DI=08 Vit il @xy). (5.2)
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6. Warstwa walcowa

Niech obszar 2 < E3? bedzie warstwa walcowa o promieniu wewngtrznym a oraz
zewnetrznym b, za$ obszar 2% = 2 — warstwa walcowa o promieniach: wewnetrznym
ry I zewngtrznym r,, gdzie 0 < @ < ry < r, £ b. W tym przypadku catki S, i V,, rozwa-
zane dla punktéw x = (r, 0) € E?, przyjmujg postacie nastgpujace:

S2(x, plh) = bh, Ko(pb) Io(pr) +ah, Ko(pr) Lo (pa),
b

i - (6.1)
Vae,plf) = —{Ko(pr) [ 2lo(p2)f @) dz+To (pr) | zko(p)f(2)dz} = Vilr, pIS).
Ponadto
L. — n(rp Ko (P01, (pr)— 0 K (1) 100 (62)

gdzie n(r) moze przyjmow¢ warto§¢ +1 lub —1.

Dla warstwy walcowej rozwazymy dwa zagadnienia odwrotne, sformulowane podob-
nie jak dla warstwy kulistej (por. czes¢ 4 pracy).

6.1. Przypadek dwoch WOT. Wykorzystujac zwigzki (6.1) mozna przeksztalci¢ rownanie
catkowe (1.10) w uklad réwnan algebraicznych z niewiadomymi 4, i 4,. Rozwigzujac ten
uklad i wykorzystujac zwiazek (1.9) otrzymujemy

M(r,
Or) = [0+ pRVe(ra, pel @iyl M—:((I%L:)j
' g
M (ry,
L [O%PIVulry, pilOp_ ) D) 2y o 10, ), (6.3)

Mi(ry, rg) Pk
gdzie o

M(x, ¥) = Io(pex) Ko(piy) — Io(pry) Ko(piX) - (6.4)

Analizy wpltywu bledéw WOT na bledy obliczen temperatury w warstwie prowadzi do

wnioskéw podobnych do przedstawionych w czesci 2 pracy. W przypadku, gdy a » 1,
wzor (6.3) moZna przeksztalci€ do nastgpujacej postaci przyblizonej:

b _ —
~|o% _ Px /2 pire rq sinh[pu(r,—r)]
@k(r) ~ [ dk 2 l/ ry e Pl ZQk_l(Z)dZ:I V r sinh (Pkl) +

b o S
* _ Pr Z e—nlr,-1 1/ fe *Sinh[p"(r_rl)l
o[oa-4 : Vo emronma] |/ R

b - .
+5 Jr l/é e~ =10, (2)dz. (6.5)

Wprowadzajac do wzoru (6.5) x = r—a latwo mozna pokazaé, ze gdy a — oo, wzdr (6.5)
przechodzi w (2.6). :
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6.2. Przypadek WOT i WOS. Wykorzystujac zwigzki (1.10) i (1.14) oraz (6.1) i (6.2),
a nastepnie zwigzek (1.9), otrzymujemy

Ny (r, r,
O = OhpVilea O s
1, - M(r, r . .
+ l;“];k AL pkl@k~1)] TV_,"EE",, r:; —PeVe((r, ;lO;_y). ‘(6-6)

gdzie
Ni(x, ¥) = L(pX) K, (py) + Ko(pxX) L (DY),

. ! : (6.7)
Vo, pIf) = Ki(pr) [ 2lo(p2) f(2)dz~ Ty (pr) [ zKo(p2)f (2)dlz.
W przypadku, gdy a > 1, wzdr (6.6) mozna zapisa¢ w postaci przyblizonej:
s Z il /ra coshipy(r,~n)] _
O.(r) = I l/ e~ P o,.. 1(z)a'] r " cosh(p)
sinh[p,(r—ry)]
Ik = — lrg—2| ~g TRV T
[ gk+ l/ sgn (ry—2) e~ Pula =10, 1(Z)d]]/ pecosh(pd)
+ P J Ze"i’kl"‘zlg (z)dz. i (6.8)
2 r . k~1 . .

7. Jednowymiarowe zagadnienia ustalone

Przejscie do ustalonych zagadnien odwrotnych przewodnictwa cieplnego uzyskuje
si¢, kladgc we wzorach przedstawionych w poprzednich czg¢éciach pracy py = 0. Dla
ustalonych zagadnieni otrzymujemy stad nastgpujgce postaci rozwiazan:

a) warstwa plaska, przypadek dwéch WOT (por. (2.6))

O0) = 01 1T 407 17 xe(a, by

b) warstwa ptaska, przypadek WOT i WOS (por. (2.16))
O(x) = Of +(x—x)q;, xe(a,b);
c) warstwa kulista, przypadek dwoch WOT (por. (4.4)

O(r) = OF rd((’ r; +@;’; :g(gr:’r‘:;, re(a,b);

d) warstwa kulista, przypadek WOT i WOS (por. (4.5))

2 ——
0 = 0t +gs =) 1 (a,p);
d
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e) warstwa walcowa, przypadek dwoch WOT (por. (6.3))

() oy G
00 = O irary T8 Tntrafry”

f) warstwa walcowa, przypadek WOT i WOS (por. (6.6))

rea,b):
() = Of +g¥r,in——, re(a,b).
d

8. Przyklady liczbowe

W celu zilustrowania mozliwosci wykorzystania wzordw przedstawionych w pracy,
dokonano obliczert numerycznych, dotyczacych identyfikacji temperatury brzegéw i wnetrza
warstwy plaskiej na podstawie wzoréw (2.6) i (2.16). Dla obu przypadkéw w pierwszym
etapie wyznaczono numerycznie rozwigzania pewnych zagadnient poczatkowo-brzegowych
(prostych). Wyniki obliczen, dotyczace punktdw wewnetrznych warstwy, zostaly nastep-
nie wykorzystane do dalszych obliczenn jako WOT, przy czym w celu sprawdzenia efek-
tywnoéci wzordow (2.6) i (2.16) wprowadzono je do dalszych obliczenr badz w postaci
bezpoérednio otrzymanej z rozwigzania zagadnienia prostego (,,dane dokladne), badz
w postaci obarczonej celowo wprowadzonymi bledami (,,dane zafalszowane™).

8.1. Obliczenia wykorzystujace wzér (2.6). Zagadnienie proste rozwigzano w oparciu o na-
stepujace dane bezwymiarowe: a = 0, b =1, T.(a,t) = 2, T,(b,t) = 10—104, t € (0, 1).
Bezwymiarowe wspolczynniki wymiany ciepla (liczby Biota) mialy postaé:
of = Biy(0) = 14+2[0\_ (@))%, o = Bi,(1) = 1+60,_,(b).

Warunki poczatkowe przyjeto zerowe.

Tablica 1. Niektore dokladne i zafalszowane WOT wykorzystane w obliczeniach, prowadzonych
z bezwymiarowym krokiem czasowym réwnym 0.02

70.1, 1) 702, 1) 7(0.8, 1) 7(0.9, 1)
. . S
dokl. zafalsz, dokt zafalsz. dokt. zafalsz. doki. zafalsz.

0.02 0.1437 0.1069 0.0742 0.1182 0.3128 0.8294 0.6329 1.2425
0.04 02760 0.2577 0.1777 0.2669 0.9418 1.5657 1.6802 2.2887
0.06 0.4162 0.4394 0.3096 0.4391 1.7650 22157 | 2.8752 3.1607
0.08 0.5831 0.6407 0.4792 0.6284 2.6028 2.7857 3.9284 3.8788
0.10 0.7855 0.8523 0.6905 0.8291 3.3274 3.2817 4.,7081 4.4615
0.14 1.2691 1.2765 1.2079 | 1.2449 4.3227 4.0743 5.5593 5.2874
0.18 1.7229 1.6666 1.7340 1.6527 4.8522 4.6364 5.8630 5.7562
0.22 2.0527 1.9961 2.1587 2.0274 5.1111 5.0063 5.9207 5.9641
0.30 2.4230 2.4365 2.6747 2.6144 5.2372 5.3027 5.7663 | 5.8879
0.50 2.6107 2.6003 2.9345 3.0043 4.6240 4.6277 4,7931 4.7290
0.70 2.4584 2.4638 2.6863 2.6179 3.4590 3.4281 3.4195 3.4560
0.90 2.2203 2.2009 2.3170 2.3885 22722 2.3056 2.1019 2.0682
0.98 2,1209 2.1194 2.1666 2.1365 1.8392 1.8176 1.6315 1.6405
1.00 2.0963 2.1399 2.1297 2.0154 1.7367 1.6841 1.5210 1.5727
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Rozwiazujac zagadnienie odwrotne wyznaczono nie tylko rozklad temperatur w prze-
dziale [0, 1], lecz takze odtworzono liczby Biota na obu brzegach warstwy (Bi(0) i Bi(1)).
Obliczen dokonano dla nastepujacych baz: (0.1, 0.9), (0.4, 0.6), (0.8, 0.9), (0.1, 0.2),
przy czym brano do obliczen WOT dokladne i WOT zafaiszowane. Niektére dokladne
i zafalszowane WOT przedstawiono w tablicy 1.

T T T ] ] I T T T I
BOH A

T4t

obliczenia doktadne

--------- wyniki identyfikacji
dla U=(0,7;09}

WOT zaiatszowane

P -

i |
T T T T R B

: obliczenia doktadne

Tty veseeas wyniki identyfikacji
B e : dla U={04;08),

WOT zafatszowane

Rys. 1, Temperatury brzegbw x = 0 x = 1 warstwy, zidentyfikowane na podstawie réznych par WOT

Z obliczen dotyczacych temperatur brzegdw warstwy wynika, e lepiej identyf ikowana
jest temperatura na tym brzegu, ktory jest blizej bazy. Poniewaz parametr P byl réwny
7.071 (co odpowiada stalemu bezwymiarowemu krokowi czasowemu réwnemu 0.02),
wige uy = u® = 0.717 oraz u, = 0.559 (por, (2.13) i (2.14)). Tylko dtugosé bazy (0.1, 0.9)
jest wigksza od u, — i dla tej bazy otrzymano najlepsze wyniki (por. rys. 1a). W przypadku
pozostatych baz diugoséé ich byla mniejsza od u,, co natychmiast odbito si¢ na wynikach.
Jednakze w punkcie brzegowym bliZszym bazie otrzymywano zawsze wyniki lepsze niz
w punkcie brzegowym bardziej od bazy oddalonym. Jest to zrozumiale, gdyZ w stosunku
do punktu brzegowego bliZzszego bazie mozna baze rozpatrywaé w odniesieniu do odcinke
od dalszego punktu bazy do rozwaZanego punktu brzegowego (np. dla punktu x = 0
baza (0.1, 0.2) moze by¢ rozpatrywana wzglgdem odcinka (0, 0.2) — i wtedy jej bezwymia-



Bi I | f | ]
80—

[V Bil1,t) -

ul08;09
[08;08) 80,t) doktadna

20— ]
: 8il1 tdoktadna )
0 I + = T t ot— ——
~20F Bjl0,t) —
u=(0,8;09]
-L0— —]
_60-— —
-80— —]
! | { | !
07 04 08 T

Rys. 2. Wartosci liczb Biota na brzegach x = 0 i x = | warstwy, zidentyfikowane na podstawie WOT
: w punktach x* = 0.8 i x* = 0.9, WOT dokladne

T T I T T T 1 I —
o= —
s PR Bil1.4),UI0B; 09) —
100}~ —
' 8;(0.1), U=108;09)
BO— —
60— —
40 . —
B {1,})doktadna } 8i(0, | I doktadna
20— -
_zATA N VN /\
s TN VNS T YN U
0 f IV { — — t f + {
20 \ | | | | \ L | \ |
0,1 02 03 o 05 06 07 08 03 01

- Rys. 3. Wartosci liczb Biota na brzegach x = 0 i x = 1 warstwy, zidentyfikowane na podstawie WOT
w punktach x* = 0.8 i x* = 0.9. WOT zafalszowane

2 Mech, Tcorct. i Stos. 1—2/86 [17)



18 - K. Grysa, H. KaMINsK1

rowa dhlugo$¢ wynosi 0.5). W przypadku, gdy dane dotyczace WOT s3 niedokladne,
a punkt brzegowy odlegly od bazy, obserwujemy oscylacje temperatury wokot wartosei
dokladnych, przy czym sg one tym wicksze, im wigkszy jest blagd danych. We wszystkich
rozwazanych przykladach oscylacje te wygasaty, gdyz bigdy WOT ukladaly sie w sekwencje
o takich samych znakach (por. tablica 1), co powodowalo réwniez staloznakowe biedy
obliczen w podprzedziatach czasu (por. rys. lb).

Obliczenia dotyczace liczb Biota wskazuja na ich znacznie wigksza wrazliwo$§¢ na
niedokladno$é¢ danych. Wynika to stad, Ze pochodna temperatury po zmiennej prze-
strzennej moze wykazywaé znaczne odchylenie od wartosci dokladnych mawet wtedy,
gdy temperatury brzegu zidentyfikowane sa stosunkowo dokladnie, Ponadto na biad
w identyfikacji liczb Biota ma istotny wplyw réznica temperatury otoczenia i temperatury
brzegu (por. 2.7)), szczegblnie wtedy, gdy jest ona mala. Wyniki identyfikacji liczb Biota
na brzegach warstwy przedstawiono na rys. 2 i 3.

Z powyiszych rozwazan wynika konkluzja, iz liczba Biota jest znacznie trudniejsza
do zidentyfikowania metodg przedstawiona w pracy, niz temperatura brzegu, szczegdinie
wtedy, gdy jest ona (tzn. liczba Biota) funkcja temperatury.

Obliczenn dokonywano glownie przy bezwymiarowym kroku czasowym réwnym 0.02,
oraz przy podziale przedzialu (0,1) na 25 czgéci (podzial ten by} niezbedny do obliczania
calek). Obliczenia dokonywane z bardziej gestym podzialem (na 55 czgéei) jak i z podzia-
tem nieco rzadszym (na 15 czgdci) daly wyniki nieznacznie réznigce sie od przedstawio-
nych na rysunkach. Natomiast obliczenia dokonywane z krokiem czasowym rownym
0.04 1 0.08 daty wyniki, ktére w poczatkowej fazie obliczed byly zanizone w stosunku do
w;;nikléw otrzymanych przy kroku réwnym 0.02, lecz w toku obliczed réznice te zacie-
raly sie.

8.2. Obliczenia wykorzystujace wzér (2.16). Zagadnienie proste rozwigzano w oparciu o na-
stepujace dane bezwymiarowe: a =0, b= 1, T(a,t) =2, q(b,t1)=0, te(0,1).
Warunki poczatkowe przyjeto zerowe.,

Rozwigzujac zagadnienie odwrotne wyznaczono tylko rozklad temperatury w przes
dziale (0, 1). WOS przyjmowano przy tym zawsze w punkcie x = 1; bylo to wigc wiasci-
wie zagadnienie odwrotne z jedna wewnegtrzng odpowiedzig. Obliczed dokonano dla
nastepujacych baz: (0.3, 1), (0.5, 1), (0.8, 1). Rozwazono przy tym przypadki, gdy WOT
byla dokladna, gdy byla zafalszowana i gdy blednie zmierzona byla odleglo$é od x* do
brzegu warstwy. Wyniki obliczer, prowadzonych z bezwymiarowym krokiem czasowym
rownym 0.02 przedstawiono na rys. 4. Na rysunku tym pokazano zmiany w czasie tem-
peratury zidentyfikowanej w punkcie x = 0 na podstawie WOT z punktu x* = 0.5 oraz
z punktu x* = 0.8, przy czym ta ostatnia zostala wykorzystana do obliczed jako WOT
w punkcie x* = 0.81. W dwbch przypadkach WOT byly zafalszowane, m.in. taka byla
WOT w punkcie x* = 0,81,

Tutaj réwniez P = 7.071, skad «® = 0.717. Jedynie baza pierwsza ma dlugosé bliska
tej wartosci. Wyniki otrzymane dla tej bazy byly obarczone bledem mniejszym niz 1%.
W przypadku pozostalych baz wyniki posiadaty podobne cechy jak rezultaty przedsta-
wione w czgdel 8.1 pracy.

Z otrzymanych rezultatéow wynika, ze gdy dana jest jedna WOT, to jesli btad pomiaru
WOT i btad pomiaru odleglosci od punktu x* do brzegu sa rzedu kilku procent w stosunku
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Rys. 4. Temperatura brzegu x = 0 zidentyfikowana na podstawie WOT w puncie x* = 0.5 (WOT dokladne
i zafalszowane) oraz w punkcie x* = 0.81 (WOT zafalszowana z punktu x* = 0.8)

do danych dokladnych, to blad otrzymanych rezultatéw nie przekracza 109, nawet w przy-
padku, gdy dhugo$¢ bazy jest rzedu 1/3 grubosci warstwy.

9. Uwagi koncowe

Wykorzystanie wzoréw (1.9) i (1.10) do rozwiazywania jednowymiarowych zagadnien
odwrotnych w warstwie ptaskiej, walcowej i kulistej dato w rezultacie wzory rekurencyjne
na wartoéci temperatur w rozwazanej warstwie w kolejnych chwilach czasu. Przedysku-
towanie wptywu bledéw WOT na blad obliczonej temperatury brzegu' oraz dokonanie

2%
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obliczen dla bezwymiarowych danych czasowych i przestrzennych pozwolilo ustali¢
pewne relacje pomigdzy krokiem czasowym i dtugoscig bazy, na podstawie ktérych mozna
dokonywaé wstegpnych ocen biedu obliczen przy znanej dokladnosci urzadzen mierzy-
cych WOT. Analiza przytoczona w czgéci 2.1 pracy, w powigzaniu z faktem, ze znak
wspdlczynnika przy & ,_ jest przeciwny do znaku wspdtczynnika przy &y (por. (2.11))
prowadzi do wniosku, ze oscylujacy wokot rozwigzania Scistego blad danych spowoduje
oscylacje rozwiazania zagadnienia odwrotnego, przy czym jesli dtugoéc¢ bazy U bedzie
mniejsza od u,, moga to byé¢ oscylacje o rosnacej amplitudzie. Wynika z tego wniosek,
ze przy opisie danych dotyczacych WOT przy pomocy funkcji cigglej niekorzystne jest
stosowanie splajnéw badz takich funkcji, ktore w chwilach czasu 7, osiggaja wartodci
réowne zmierzonym (danym). Lepiej jest dobieraé takie funkcje opisujace WOT, ktére beda
najlepiej ,,wpasowane” w uklad punktéw otrzymanych z pomiaréw i jednoczesnie nie
beda mialy charakteru funkeji oscylujacej. Do opise WOT mozna wiyé np. kombinacii
funkcji wykladniczych, [7].

Dla jednowymiarowych ustalonych zagadnien odwrotnych otrzymano przy okazji
wzory, opisujace rozktad temperatury w warstwie plaskiej, walcowej i kulistej przy zna-
nych WOT I WOS,

Przykiady liczbowe daly dobre lub zadawalajace wyniki nawet w tych przypadkach,
gdy wstgpna ocena wplywu bledéw danych na rezultaty koncowe wypadata dla tych
ostatnich niekorzystnie. Jak z tego wynika, procedure cechuje duza stabilno$é numeryczna.
Jednoczednie czas realizacji obliczen na minikomputerze SM-1 byl stosunkowo krotki
I przy podziale przedzialu a, b na 25 czeéei (niezbednym do obliczania calek) byt réwny
ok. 2 sekundy na jeden krok czasowy.
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Peszwme

O TIPUBIMDKEHHBIX PEMIEHMAX ODHOMEPHDLIX OBPATHLIX 3ADAY
TEINNONIPOBOLHOCTHL

B craTen ApeCTaBleHb! IPUOIHIKEHHbIE PeIIeHNA 0OpaTHBIX 3a4ad VIS MUIOCKOro, LAIHIPHUEC-
1K0ro H chepHYECKOro CNOEB. DTH PELUCHHS HMEIOT BUA PeKyppeHTHBIX (hopmyn. PaccmaTpero BiauAnMe
MOrPELIHOCTY BHYTPEHHBLIX XaPaKTEPHCTHK TEMIEPaTyphl HA HOTrPEILHOCTh AHANMTHYECKHX pacyeron
KAcAIoIUX TeMnepaTypbl. Ha ocHome BhIBeAEHLIX HOPMYJ NPOHM3BEJEHLBI HYMEPHUECCKHE BhIUHCICHHS
JUISL HECKOJNIBKUX HAG0pOB BHYTPCHHBIX XapaKTEPHCTHK. DTH BLIYHCIIEHHS HPOABJIAIOT XOPOILyIo HY~
MEepHYECKYI0 CTabMIILHOCTE, JaXKe B CIIYYae HETOUHBLIX BHYTPEHHHX XapAKTEPUCTHI .

Summary

ON APPROXIMATE SOLUTION OF ONE-DIMENSIONAL INVERSE HEAT CONDUCTION
PROBLEMS

Approximate solutions of inverse problems have been determined for a flat layer and a spherical
and cylindrical thick shell. They have been formulated in the form of recurrent formuiae. The influence
of an inaccuracy of internal responses on an error of the derived temperature field has been discussed.
The obtained formulae have served as the basis for numerical calculations. Remarkable stability of (he
calculations has been observed even in the case when the internal responses were inaccurate.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 23 maja 1984 roku.



