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1. Wstep

Zastosowanie metody elementow skofczonych stwarza szerokie mozliwo$ci nume-
rycznej analizy probleméw statyki i dynamiki zloZonych konstrukcji (por. [1]+ [8]).

W niniejszej pracy przedstawiono dynamiczny model odksztalcalnego samolotu do
badania czgstosci i postaci drgan wiasnych, stosujac w odrdznieniu od artykuléw [4] = [7]
inny sposéb formulowania réwnan réwnowagi na poziomie elementu oraz metode ich
skladania. W konsekwencji uzyskano mozliwoé¢ budowy jednolitego matematycznego
modelu do analizy drgan wlasnych struktur o dowolnej konfiguracji geometrycznej
1 masowej.

Przyjeto, ze skrzydio, Srodkowa czgsé kadiuba i usterzenia sa odksztalcalnymi zespo-
lami, ktérych parametry masowe i sztywnoéciowe zmieniaja si¢ w sposéb ciggly i skokowy
wzdhuz dlugosci. Przednia czesé kadtuba samolotu traktuje si¢ jako sztywna bryle, do ktd-
rej sa przymocowane odksztalcalne zespoty.

Przy tych zaloZeniach, zastosowano jednowymiarowa dyskretyzacje odksztalcalnych
zespoléw konstrukcyjnych za pomoca przemieszczeniowej metody elementéw skon-
czonych. Dokonano podzialu' struktury na dowolnie usytuowane w przestrzeni odksztal-
calne elementy belkowe o-liniowo zmiennych parametrach geometrycznych i masowych
oraz nieodksztalcalne elementy w postaci sztywnych bryt (rys. 1).

Uwzgledniono mozliwoéé analizy drgan samolotu w przypadku skrzydta o duzym
wydtuzeniu, dowolnym kacie skosu i wzniosu, z podwieszeniami zewnegtrznymi oraz
w przypadku braku symetrii masowej.

Zastgpujac 1zeczywista konstrukcje samolotu jej modelem belkowo-brytlowym, sfor-

* Praca przedstawiona na I Ogdlnopolskiej Konferencji ,,Mechanika w Lotnictwie” — Warszawa
1911984 r,
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mutowano ogdélng postaé réwnaf rownowagi dynamicznej, pozwalajaca na numeryczng
analize podstawowych charakterystyk dynamicznych ukladu.

2. Macierz sztywnos$ci i mas elementu belkowego

Z rozpatrywanej konstrukcji samolotu (rys. 1) wydzielony element ,,e” o wezlach i
oraz j i dlugodci /, z ktérym zwigzany jest uklad wspdlrzednych lokalnych Oxyz (rys. 2).
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Wprowadzajac bezwymiarowa wspohrzedng & = p/l, przemieszczenia dowolnego
punktu osi sztywnosci elementu okreSlone sa przez skladowe wektora f o postaci

f(&, t) = [u(‘f, t)77)(§’ t)’ W(E’ t)’ 1/)3:(‘5> t): 9”(5, t)’ 1/)7.(5; t)]T’ (21)

gdzie: u, v, w Oraz y., @, ¥, oznaczaja odpowiednio przemieszczenia i obroty wzgledem
osi lokalnego ukladu x, y, z, przy czym

Ldv_dv e .
wx_dyMIdf’ wz——d_y_ldf’ (.)

Oznaczajac wektor przemieszczen weztow elementu przez
0. (&, 1) = [8.6, 1), 8,(&, O], (2.3)
za$ jego sktadowe jako
8(€, 1) = [ui(E), Vi (8), Wi (), w2, (), 0 (8), w2 (BT ™ = & (©)e™™, k=1i,j (24

oraz macierz funkcji ksztaltu przez N, przemieszczenia dowolnego punktu osi sztyw-
noéci elementu mozemy przedstawi¢ w formie

f= N§, = N& e 2.5)

Elementy macierzy funkcji ksztaltu N(£) otrzymano wykorzystujac liniowa funkcije
Lagrange’a [8]

L=1-¢§  Ly=¢ (2.6)

i dwie funkcje Hermite’a trzeciego stopnia

H, = 1-3£24283 H, = 3£ 28, 5
K= E-2648)-1, K, = (~8+8)-1, @7
W zwiazku 2z tym mozZemy napisaé
N = [N, Nj| (2.8)
gdzie
"H, 0 0 0 0 K|
0 L,0 0 0 O
1o 0o H KO O L
Me=lo o mxo op ¥=5)
0 0 0 0 L,O
H, 0 0 0 0 K|

natomiast indeksem prim oznaczono pierwsze pochodne funkcji (2.7) wzglgdem zmien-
nej &
Jezeli znane s3 przemieszczenia elementu, to mozna wyznaczyé odksztalcenia w dowol-
nym jego punkcie na podstawie zaleznosci
e(&,t) = Lf = LN&, e’ = B&, - &' 2.9

11 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/86
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N

gdzie macierz operatoréw L wynosi

182
1 o 0O 0 0 0
JT 9E2
1 8
RN 0
0 5 0 0 0
L= 1 &2
0 0 Fgm 0 0 0
14
o 0 0 0550

Dzialajac zgodnie z (2.9) operatorem L na macierz funkcji ksztaltu N otrzymano
poszukiwang macierz odksztalcent elementu B w postaci

B = [B,, B], (2.10)
gdzie

H' 0 0 0 0 K
0 L0 0 0O
0 0 H' K 0 0|
0 0 0 0 LO
przy czym indeksem prim oraz bis oznaczono pierwsze i drugie pochodne funkcji (2.6)
i (2.7) wzgledem zmiennej &.

Wprowadzimy macierz sprezystosci D o postaci

Bk= k=i:j

EI, 0 0 0
0 E4 0 O
b= 0 0 EI,L O}
0 0 0 Gr,
w ktérej oznaczono: A4 = A(§) — pole przekroju poprzecznego elementu, I, = I,(£),

I, = I, I, = I,(§) — geometryczne momenty bezwladnoéci przekroju, odpowiednio
wzgledem osi x, z, y oraz E, G — stale materialowe. Macierz sztywnoéci elementu zgod-
nie z powszechnie przyjeta forma zapisu wynosi

1
K< =1[ BTDBdE (2.11)
0
W celu wyznaczenia macierzy mas elementu napiszemy wyraZenie na energi¢ kine-

tyczng w nastgpujacej postaci
1

1 . . . . . .
T= Elf (172 (ttin + D+ Win) A+ L 92 AL 92 + 1, p2]dE (2.12)
4]
gdzie oznaczono: m = m(§) — masa elementu na jednostke dhugosci, 7, = I (£,
L, = I, (&), I, = I, (£) — masowe momenty bezwladnoéci elementu na jednostke

dtugosci, odpowiednio wzglgdem osi x, z, y. Natomiast kropkami oznaczono pochodne
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wzgledem czasu przemieszezenn $rodkéw mas elementu wzgledem $rodka. sztywnosci,
ktére na podstawie rys. 2b mozna zapisaé jako
Usm(§, 1) = u(é, ) +e(H) e, 1),
'Usm(éy t) = 7)(55 t)—ex(g)wz(g; t)) (2.13)
Wen(&, t) = W(E, t)+ex(£)(p(£’ 1),

Po przedstawieniu (2.13) do (2.12) i niezbednych przeksztalceniach, wyraZenie na
energie kinetyczng elementu mozna zapisa¢ w nastgpujacej macierzowej postaci

1
1 .
T= 1 Of £1L, jdé | @19

gdzie f jest wektorem uogélnionych predkosci o postaci analogicznej do (2.1), za§ I,
. jest macierza okreflajaca masowe i bezwladnoSciowe charakterystyki elementu

m 0 0 0 me, 0
) m 0 0 O —mey _
0 0 m 0 me 0
= x 2.15
T 0 0 0 I, O 0 @15)
me, 0 me, O I,+m(ei+e)) O
0 —me, 0 0 O L, +me: |

UzaleZniajac predkosci w dowo]nym punkcie elementu od przemieszczen wezkdw 4,
i odpowiednio dobranych funkeji ksztattu N na podstawie zaleznoici (2.5) mozna zapisaé

f=ioNsse™, (2.16)
a nastgpnie po podstawieniu (2.16) do (2.14) otrzymamy

T = _%wzeimt(éz)TMe 6: Ci“",

gdzie M, jest poszukiwang macierza mas elementu
1
M, = I [ NINdt, 2.17)

3. Macierz mas nieodksztalcalnej cze§ci samolotu (sztywnej bryly)

Wykorzystujac postgpowanie analogicznie do opisanego w p. 2 oraz uwzgledniajgc
pastgpujace zalozenia:
1) §rodek masy sztywnej bryly jest jednocze$nie weztem elementu,
2) poczatek ukladu lokalnego jest umieszczony w weZle.

Macierz mas sztywnej bryly mozna otrzymaé bezpofrednio z (2.15) przyjmujac:
ex=e,=¢, = 0;m= my — masa sztywnej beyly; In, = lu.p Lo = Imyp> I, = Ty —
masowe momenty bzwladno$ci odpowiednio wzgledem osi x, y, z.

11+
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4. Matematyczny model polaczenia elementu odksztalcalnego i sztywnego

Przyjety model dyskretyzacji struktury na odksztalcalne elementy i sztywne bryly
stwarza konieczno$¢ opracowania matematycznego modelu polaczenia wezla odksztal-
calnego elementu z wezlem sztywnej bryly, ktory z fizycznego punktu widzenia pokrywa
sic z jej Srodkiem masy. Model fizyczny omawianego polaczenia mozna sprowadzié do
polaczenia typu sztywnego. Za takim potraktowaniem polaczenia skrzydto — kadhb
lub usterzenie — kadlub przemawia fakt, Zze te elementy Iaczone sa za poSrednictwem
sitowych elementéw konstrukcyjnych platowca (wzmocnione wregi i Zebra), ktdrych
sztywno$é jest wielokrotnie wicksza od pozostalych elementéw konstrukeji.

Jezeli miedzy wezlami m i n (rys. 1) istnieje sztywne sprzgzenie to przemieszczenia
wezla n spowoduja przemieszczenia wezla m, co w zapisie macierzowym mozna wyrazié
w nastgpujgcej formie

Em = ‘9511 (4-1)

gdzie macierz 8 przy zaloZeniu niewielkich przemieszczen (malych katéw obrotu) wynosi

100 0 I, -~
010 -, 0 I
001 I, =, O
%=loo00 1 o of “2)
000 0 1 O
000 0 0 1_

a wprowadzone oznaczenia [, /,, I, sa réwne
Ix = Em—}n, Iy = j’m—'j)m Iz = Em-'zna
Tak wige w ukladzie 0 M wezlach, w ktérym przemieszczenia M-N weztéw sg zwigzane

z przemieszczeniami wezldw sgsiednich zalezno$cia (4.1), przemieszczenia & mozemy
wyrazi¢ przez N niezaleznych przemieszczen 8’ jako [1]

ngl = @MxNgll\lxl, (4'3)

gdzie @ — macierz koincydencji ukladu, majaca budowg prostokatnej macierzy pasmowej
o elementach skladajacych si¢ z macierzy jednostkowych w przypadkach gdy Om = 5,
lub macierzy w przypadku spetnienia relacji (4.1).

Wykorzystujac (4.3) na etapie formulowania podstawowego réwnania réwnowagi

metody elementow skoniczonych macierze sztywno$ci i mas wynosza
K = 0"Ko,
_ _ 449
M = 0™M0,

Przytoczone postepowanie, zwane zwezaniem obiektu, pozwala za pomocag réwnan
(4.4) dokona¢ sprzezenia miedzy elementami sztywnym i odksztalcalnymi rozpatrywanej
struktury,
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5. Koncowy ukiad réwnan

Postepujac w sposdb analogiczny do oméwionego w p, 2-3 w odniesieniu do wszyst-
kich elementéw rozpatrywanego ukladu i wykorzystujac zasade transformacji elementu
belkowego opisang w pracy [8] oraz ogdlnie przyjety proces agregacii, a nastgpnie pro-
ces zwezania obiektu zgodnie z p. 4 (réwnanie 4.4) ostatecznie otrzymamy

(K'~?M)6° = 0, (5.1

Zerowanie si¢ wyznacznika charakterystycznego ukladu réwnan

det(K'—w2M’) = 0 (5.2)
daje poszukiwane wartosci czgstodei drgani wlasnych, a odpowiadajace im wektory wlasne
reprezentuja postacie tych drgan.

6. Analiza numeryczna

Opracowano algorytm numerycznych obliczen, zredagowano program DSPI w jezyku
FORTRAN na EMC ODRA 1305. Sprawdzono poprawno$¢ dzialania programu oraz
zbiezno§¢ opracowanej metody. Obliczenia testujace prowadzono na przykiadzie hipo-
tetycznego samolotu (state rozklady mas i sztywnosci wzdluz dhugosci odksztalcalnych
zespoldéw), otrzymane wyniki porédwnywano z wynikami zamieszczonymi w pracach

[4]+[6].

Tabela 1
CZESTOSC
K Bz Symetryczna | Niesymetr.
ostac ostaé
o, e, 6, P P
Czestoéei drgan 1 0,01702 0,053826 0,17011 *
podpor sprezystych 2 0,02238 0,070783 0,22373 *
3 0,025627 0,081086 0,25631
4 0,026936 0,085223 0,26940
5 0,031354 0,099253 0,31376 *
6 0,037490 | 0,118460 0,37440 *
Czgstodei drgan od- 7 7,553 7,555 I 7,559 *
ksztalcalnych zespo- 8 11,265 11,268 ' 11,270 *
low 9 12,771 12,773 12,775 *
10 15,005 15,005 15,005 *
11 17,863 17,863 17,863 *
12 19,211 19,211 19,211 *
13 19,833 19,833 19,833 *
14 20,834 20,834 20,834 *
15 21,499 21,499 21,499 *

Przyj¢to do obliczen: © = @(kx’ ky, Kz, Cx, €y, €2); 0, =0, 10; Oy = ©,- 100
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Rys. 3

Analizie numerycznej poddano samolot szkolno-bojowy z napedem odrzutowym.
Wartoéci parametréw masowych i sztywnosciowych przyjgto analogicznie jak w pracach
[4] = [6].

Odksztalcalne zespoly samolotu podzielono na 34 elementy (rys. 3) o réznej diugosci,
zaleznie od rozktaddéw masy i sztywnosci. Cata konstrukcje podparto w wezle 20 — w po-
blizu §rodka masy samolotu. Podparcie zamodelowano sze§cioma sprezynami, trzema k.,
k,, k. — pracujacymi na zginanie i trzema ¢, ¢,, ¢, — pracujacymi na skrecanie| Przez
realizacj¢ takiego podparcia w sposob ,,naturalny” spelniono warunek brzegowy. Wplyw
sztywno$ci sprezyn na czgstosci drgan zespotéw samolotu przedstawiono w tabeli 1. Z ot-
rzymanych rezultatéw widaé, ze zmiana sztywno$ci podparcia ma jedynie wplyw na
czgstosei drgafi masy przedniej czeSci samolotu, natomiast wplyw na czestodci drgan
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zespoldw odksztalcalnych jest nieznaczny. Takie zachowanie konstrukcji zostalo zapew-
nione przez dobranie odpowiednich sztywnofci podpor. W praktyce wymaganie to jest
traktowane jako warunek minimum uzytecznoéci stanowiska na ktérym prowadzone sa
badania rezonansowe samolotu. .

Na rys. 4+6 przedstawiono wyniki obliczedt czestodci w, wy, w,s 1 odpowiadajacych
im postaci (pierwsze sze$é czestoéci odpowiada drganiom masy przedniej czeéci samolotu).
Wykresy przedstawiaja przebiegi linii ugiecia i skrgcenia odksztalcalnych zespotdéw samo-
lotu.

W wyniku przeprowadzonych obliczenr mozna stwierdzié, ze:

W, +we — czestosci drgad masy przedniej czgdei samolotu;
w4 — jest pierwsza czestoscia drgan gigtnych skrzydia w ruchu symetrycznym;
wy — jest pierwsza czesto§cia drgan gigtnych usterzenia wysoko$ci w ruchu syme-
trycznym;
@5 — jest pierwsza czestodcia drgan skretnych skrzydlta w ruchu symetrycznym.
Zaproponowana metoda jest bardzo skutecznym narzgdziem obliczania czestosci
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j postaci drgan samolotu ze skrzydlami o duzym wydhuzeniu. Wyniki obliczenn na EMC
realizowane sa szybko i dokiadnie. Przedstawionym programem, stosujac jednowymiarowa.
dyskretyzacje, mozna prowadzi¢ obliczenia dowolnie przestrzennie rozgalezionych kon--
strukcji samolotow.
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\ Peswome

IIPUMEHEHHUE MUCKPETHOM MOIEIU
JEPOPMHUPYEMOI'O CAMOJIETA OJIS AHAJIM3A
COBCTBEHHGIX KOJIEBAHUM

TlpencTaBiied MeTO)I aHAJIKSA HACTOT M BuAa COOCTBEHHBIX KoyieGaupit ynpyroro camonera. Crocob-
aHaNM3a ABJSIETCS 0BOBIEHIEM METONMKH paspaBoTaHHoil B mpenbayumx paborax [4 - 7] ¥ omapaercs
HA JIDUMEHEHHM OOHOMEDHOH NUCKPETH3aLMH Ne(OPMHPYEMBIX KOHCTPYKIMOHHBIX arperaToB MpPH II0-
MOIM METOJa KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB B ICPEMEIUEHMSIX.

PaspaboraHa IumMaMHyecKas MOZENb TENoGAJIKOBOTO THIIA, IJISI KOTOPOW BHIBENEHBI YPaBHEHMS
JMHaMHYECKOIO PaBHOBECHA MucbOpPMHUPYEMBIX M YKECTKUX YacTell camorera, a TalKe IPHBEACHL! YCIIOBHA
CONMpPAraIMe 9TH YPABHEHMS.

PaspaGorana nporpaMma na sisbike POPTPAH IV ans pacueroB wa maumune Oppa 1305.

Pacuersr npoBefeHnl IS CUIOTETHYECKOIO CAMOJIeTa C ITOCTOSHHBIM pacnpelle/IEHHEM apaMmeTpos:
BIONB IJIMHBI NeDOPMUPYEMBIX YacTeil, 4 TaloKe [IpU MCIIONB3OBAHAM JaHHLIX yueGHOro camolera ¢ pe-
AKTUBHbLIM IPUBONOM.

Ha ocHoBe IOnyuYeHHLIX PE3YJIBTATOB MOYKHO KOHCTATHPOBATH, YTO NpejaraeMbrii METON SABIACTCS
3(pDEKTHBHEIM HHCTPYMEHTOM PACYETA YACTOT M BHJOB COOCTBEHHBIX Konebammil camoreTa.

Summary

APPLICATION OF A DISCRETE MODEL OF A DEFORMABLE AEROPLANE FOR NATURAL
VIBRATION ANALYSIS

In this paper a method of numerical analysis of frequencies and modes of natural vibrations of a defor--
mable aeroplane is presented. The method constitutes a generalization of that employed in Refs. [4 - 7].
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A one — dimensional discretisation of deformable structural units is applied by making use of the
displacement finite element technique.

A dynamic model composed of deformable beams and rigid bodies has been proposed. The equations
of dynamic equilibrium for deformable and rigid parts of the aeroplane have been derived together with
the conditions of the coupling between those equations.

The program is prepared in the FORTRAN 1V language for calculations on the ODRA 1305 computer,

The calculations were performed for a hypothetical aircraft with constant distributions of parameters
over the length of deformable units, and by using the data of a training jet — aircraft,

Making use of the resuits obtained it can be stated that the method suggested constitutes an effective
instrument for calculating frequencies and forms of the aircraft natural vibrations.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 12 lutego 1985 roku.



