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1. Wstep

W analizie drgan parametrycznych istotna role ma uwzglednienie wplywu obcigzenia
statego. Wplyw sily statej na drgania parametryczne w ukiadach dyskretnych byt badany
przez autora, a wyniki tych badan przedstawiono mi¢dzy innymi w pracach [5, 8, 9, 10].
W pracach autora i E. Kaminskiego [5, 10] wykazano, Ze w liniowym réwnaniu drgan
parametrycznych z obciaZeniem (tzn. réwnaniu Mathieu ze stalg sila po prawej stronie)
wystepuje dodatkowa rodzina rozwiazan opisujaca drgania parametryczne o wlasnosciach
odmiennych od podstawowych drgaf parametrycznych. Wzmocnienia rezonansowe wy-
stepuja przy stosunku czestosci:

L 1,2, 1)

gdzie: o -— cz2¢stos¢ wlasna, » — czestoéé modulacji parametrycznej.

Wiasnodei drgan tej dodatkowej rodziny sa analogiczne do drgan wymuszonych har-
monicznie o amplitudzie zaleznej od wspélezynnika modulacji parametrycznej. Drgania
tej rodziny majg istotne znaczenie, gdyZ nie moZna ich wyeliminowaé droga zwigkszania
tlumienia. Drgania dodatkowej rodziny drgafd parametrycznych sa stateczne, amplitudy
przy czgstosciach rezonansowych maja wartosci skonczone.

Wiasnosci drgan parametrycznych wywolanych obcigzeniem zewngtrznym o wartosci
stalej w czasie byly analizowane przez autora réwniez w ukladach z nieliniowa sprezystoscia.
W pracach [8, 10] przedstawiono wyniki tej analizy dla dwoch charakterystyk sprezystych:
ciaglej typu x3 i nieciaglej dla ukladu z luzami.

Drgania parametryczne sa rowniez analizowane w ukiadach ciaglych; powstaje wigc
pytanie, czy wplyw obciaZenia jest tak samo istotny dla drgan parametrycznych ukladow
cigglych. Wyjasnienie tego zagadnienia jest celem niniejszej pracy. Celowoé¢ podjecia
takiego problemu jest zwiazana zaréwno z praktycznym znaczeniem drgan parametrycz-
nych zwigzanych z obcigzeniem, jak i z faktem, ze w monografiach poéwigconych w calo-
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§ci drganiom parametrycznym (np. G. Schmidt [12], W. Szemplinska-Stupnicka [13])
problem ten jest catkowicie pominiety.

Analizg przeprowadzono dla dwoch przykladow: drgan gietnych belki wywotanych
sita osiowa i drgaf belki o zmiennej diugoéci. Rozwazono wzbudzenie parametryczne
wywotane funkcjg sinusoidalna i prostokatna. W analizie stosowano metod¢ numeryczng
i metodg $cista (Fouriera). Metoda $cista prowadzi do ciagu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych ze zmiennymi wspolczynnikami, ktére rozwigzano metoda asymptotyczng.

Najwazniejsza zaleta metody $cistej jest mozliwodé jakoSciowego przedstawienia naj-
wazniejszych wnioskow. Jej zastosowanie jest jednak ograniczone do najprostszych przy-
padkoéw drgan parametrycznych uktadéw ciagtych. W monografiach poswigconych drga-
niom parametrycznym sg stosowane przyblizone metody analityczne (np. G. Schmidt
[12], W Szemplinska-Stupnicka [13]), ktérych mozliwosci sa jednak rowniez bardzo ogra-
niczone. W analizowanych w wymienionych pracach uktadach nie uwzglednia sie obcia-
Zen poprzecznych 1 przyjmuje sic znaczne zaloZenia upraszczajace w opisie tlumienia.
Jako funkcje modulacji parametrycznej przyjmuje si¢ jedynie funkcje sinusoidalna. Z tego
wzgledu jednym z celéw niniejszej pracy jest opracowanie metody numerycinej pozwala-
jacej w szczegdlnoscl na analize ukladéw z nieciaglym wzbudzeniem parametrycznym
poddanych obcigzeniu poprzecznemu. Podstawa metody jest aproksymacja dowolnej
unkcji modulacji parametrycznej funkcja odcinkami stala. Rozwigzanie w tym przypadku
otrzymuje si¢ poprzez laczenie rozwiazan otrzymanych dla poszczegélnych odcinkéw
o stalej sztywnosci.

Roéwnania ruchu odcinkdw o stalej sztywnosci otrzymano metoda podziatu ukladéw
na elementy skonczone. Podejécie takie jest korzystne, gdyz pozwala na analizg ukladow
o ztozonych ksztaltach i warunkach brzegowych. Dzialanie metody przedstawiono na
przykladzie analizy drgan parametrycznych belki o zmiennej dlugoéci z prostokatnym
wzbudzeniem parametrycznym. Wnioski otrzymano w niniejszym opracowaniu maja cha-
rakter ogolny i dotycza wszelkich ukladéw ciaglych z wzbudzeniem parametrycznym.

2. Drgania gietne belki wywolane sila osiowa
z uwzglednieniem stalego obciaZenia poprzecznego

Problem drgan gigtnych belki wywolanych sita osiowa bez obciaZenia poprzecznego
jest problemem znanym, a jego rozwigzanie mozna znalezé w monografiach dotyczacych
drgan, migdzy innymi w ksiazce S. Ziemby [21], Z. Osinskiego [11] lub zbiorowej pod
redakcja S. Kaliskiego [2]. Rozwigzania przedstawione w tych pracach zmodyfikowano
tak, aby mozna bylo uwzgledni¢ wpltyw obciaZenia poprzecznego o wartosci stalej w czasie,

Schemat belki z obciazeniem przedstawiono na rys. 1. Przyjeto, ze wiasnosci lepko-
sprezyste materialu mozna opisa¢ modelem Voigta-Kelvina oraz ze sztywno$¢ osiowa jest
nieskonczenie duza.

Uktad moze byé opisany nastgpujacym réwnaniem:

EIo*y(x, 1) *y(x, t) ay3(x, t)

R Ity = E U Y PRNRE Ll

Db Go- @




ANALIZA DRGAN 243

W réwnaniu (2) przyjgto nastgpujace oznaczenia:
E— modul sprezystosci podiuzne;,
7 — moment bezwladnoéci przekroju belki,
p — gestos¢ materiatu belki,
F— pole przekroju poprzecznego belki,
T — wspdlczynnik tiumienia zgodnie z przyjetym modelem ttumienia,
P — zewngtrzna sita wzdtuzna (rys. 1) stata co do wartosci i réwna sile zewnetrznej,
go — natezenie obcigZzenia poprzecznego (rys. 1),
t — czas,
¥, x — wspoOlrzedne liniowe (rys. 1),

y=y(x,1)

7

Rys. |

Przyjeto, ze zewnetrzna sita wzdluzna zmienia sie wg zaleznosci:

P = PyP,cosv!. (3)
Rozwiazania réwnania (2) poszukujemy w postaci szeregu funkcji:
. TX
yn(x> t) = T,,(t)(],,(X) = T,,(t)SIHn'—l—. (4)
ObcigZenie zewngtrzne przedstawiamy réwnieZ w postaci szeregu:
. .
. nmx
9o = ZQ,.(t)sm 5 ®)
n=1
przy czym funkcje Q,(¢) nalezy wyliczyé z zaleznosci:
[
1 .
O, = -+ fqosm BTX . ©)
- 2 g l

Po wykonaniu obliczen wg wzordw (6) otrzymano

Mo Gan=13,5..
0, = | 0

0 dan=2,4,6..



244 J. OsINSKI

Podstawiajac (4), (5) 1 (7) do (2) otrzymano cigg rownan:

. 1 ar\*] . 1 nm \*
{T,,(t)'*‘ Q_F [T(-ZTE) :|T,,(t)+ Q_F [EI (—l—-) —(P0+P1 COS’Vt)
2
ar . HTX 4qy . nwx
bl = . = 5..
( ] ) ] T,,(t)} sin ] nreoF sin — dlan=1,3, ®)
Stad dla okreslenia T,(f) otrzymano rownanie:
T () + 2k, To(t) + (1 — ppcosvt) w2 To(t) = Ps, )
gdzie oznaczono:
B "_n)
1" 2QF l 3
Py
,L" Pkru__PO ’
w? = L (Pryn— P )(L ’
n QF krn 0 1 E) (IO)
4q,
P,=-—" dlan=1,3,5..,
noF
P,=0 dlan=2,4,6...,
\ 2
-Pkrn = EI('%TE) ’

gdzie P, — n sita krytyczna statyczna.
Badanie drgan ma sens jedynie w zakresie:

Pp,>Py, n=1,2.., (11)
wobec czego wartosci u,, w2 okreSlone wzorami (10) sa zawsze dodatnie.

Z réwnania (8) jest widoczne, ze w przypadku drgai parametrycznych belki z obcig-
zeniem otrzymujemy do analizy nie réwnania Mathieu, lecz odpowiadajace im réwnania,
ale z sila po prawej stronie. Réwnania niejednorodne wystepuja jednak tylko dla niepa-
rzystych wartoéci n. Dla wartoéci parzystych otrzymujemy réwnanie jednorodne (réwnania
Mathieu), ktdrych rozwiazania sa znane i przedstawione w podstawowych monografiach
poswigconych teorii drgan (np. [11, 21]). Z punktu widzenia celu pracy istotne jest okre-
$lenie charakteru rozwigzan réwnan niejednorodnych.

Dokiadna analiza rozwigzaf réwnania tego typu zostala przeprowadzona w pracach
[5, 9], gdzie stosowano metode asymptotyczng, przedstawiajac rozwiazanie w postaci
szeregu potegowego wzgledem u oraz metod¢ numeryczng. Zgodnie z wnioskami z wy-
mienionych prac w réwnaniu (8) moga wystgpowaé dwie rodziny drgafi parametrycznych:
podstawowa rodzina drgafn parametrycznych réwnania Mathieu oraz dodatkowa, ktérej
wystepowanie jest zwigzane z silag P,,. Rodzina podstawowa wystgpuje jednak tylko przy
odpowiednio malych wspétczynnikach tlumienia. Zgodnie z wynikami prac [5, 9] pod-
stawowy rezonans parametryczny w okolicy stosunku czgstosei:

= 0,5 "(12)

y
w
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wystapi jezeli spelniony jest warunek:

—%’L > Vn (l 3)

gdzie y, — wspdtczynnik thumienia bezwymiarowego okreslony wzorem:

hy
Vo= - (14)

wll

Korzystajac z zaleznosci (10) otrzymano z (13) po przeksztalceniach warunek:

N

Py > 2 (”T“) ) et ®
Zgodnie z (11) warto$¢ pod pierwiastkiem jest zawsze dodatnia. Wzor (15) okresla warunek,
jaki musi spetni¢ amplituda skladowej harmonicznej wymuszenia, aby wystapil podsta-
wowy rezonans parametryczny. Widoczne jest, Ze najgroZniejszy jest rezonans n = 1,
gdyz prawa strona zaleznosci (15) ro$nie bardzo silnie ze wzrostem n. Jezeli ttumienie
jest dostatecznie duze, to warunek (13) nie jest spelniony, i wowcezas rozwiazanie rownania

(8) skiada si¢ jedynie z dodatkowej rodziny drgan parametrycznych zwiazanej z sila Ps,.
Rozwiazanie w tym wypadkn mozna przedstawi¢ w postaci szeregu rozwigzan:

T,(t) = xg+playcos(@t— @)+ p2lx, +asin(vi—q,)] dlan=1,35.. (16)

Sposéb okreslenia poszczegdlnych skladnikéw rozwiazania przedstawiono w pracach
autora oraz E. Kaminskiego [5, 9]. W przypadku badanym w niniejszej pracy wynosza
one:

_ Yo
/Yst - QFC()% ]
Ao
oF
al - T i
V (w2 —92)? +4h%y?
2,
8P = 77>
n (17)
X, = ig—i cos @, ,
G
a, = 2
2 ’
V (02 —4v?)% + 16 hZv?
2%,
8P = i g

Rozwiazania okreSlone wzorem (16) maja charakter drgan wymuszonych harmonicznie —
wystepuja stateczne drgania okresowe o skoficzonej amplitudzie. Zwigkszenie wspdlezyn-
nika tlumienia nie powoduje wyeliminowania tych drgas, a jedynie ograniczenie ich ampli-
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tudy. Czestosciami rezonansowymi sg czestosci okreslone wzorem (1): podstawowy rezo-
nans wystapi w strefie » = w,, czyli:

v = ]/;—F(Pm'Po) (l;“) (18)

Nalezy rowniez zwr6ci¢ uwage, ze wystgpowanie dodatkowych drgan parametrycznych
zwigzanych z obcigZzeniem jedynie dla nieparzystych wartoédci # nie jest zaleznoscia ogdlng
wystepujaca we wszelkich ukfadach ciaglych ze wzbudzeniem parametrycznym, lecz
wystepuje jedynie w uktadach z warunkami brzegowymi, takimi jak na rys. 1. W rozwia-
zanym w rozdziatach 3 i 4 przykiadzie uktadu z innymi warunkami brzegowymi wystepuje
réwniez rezonans dla wartosci parzystych (n = 2).

3. Drgania gietne belki o zmiennej dlugo$ci

Drgania gietne belki wywolane zmiang w czasie jej dlugosci zostaly przeanalizowane
w pracach J. Zajaczkowskiego, J. Lipiniskiego i G. Yamady [17, 18, 19, 20]. Schemat ukladu
przedstawiono na rys. 2. W badanym ukladzie mozliwe sa dwie sytuacje. W pierwszej
belka jest nieruchoma w kierunku osi X, a zamacowanie wykonuje ruch okresowy w kie-

yununnnnl)
T/% Lt

runku osi X, w drugiej zamocowanie jest nieruchome, a ruch okresowy wykonuje belka.
Przyjeto dla obu wymienionych przypadkdéw, ze dlugosé swobodna belki (tzn. odlegtosé
migdzy koncem swobodnym belki a poczatkiem zamocowania) zmienia si¢ okresowo
Wg Wwzoru:

o) = lo(1= (1)), (19)
gdzie: I, — dlugos¢ érednia belki, /(¢) — dowolna funkcja okresowa.
Parametr 4 musi by¢ zawarty w zakresie:

0<p<l. (20)

Wilasnoéci materiatu opisano modelem Voigta-Kelvina. W pierwszym z oméwionych po-
wyzej przypadkow (belka nieruchoma) uktad moze byé opisany réwnaniem:

a4y ays aZy

El 5+ 5 5z ~ 2o @1

+oF
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z warunkami brzegowymij:

(1), t) =0,
M, 1) _ 0
ox ’
20, 1) _ (22)
dx? ’
92y(0, t)
g =0

Przyczyna wzbudzenia parametrycznego jest w tym przypadku okresowa zmiennosé
dhugodci belki. W drugim z oméwionych powyzej przypadkéw (betka ruchoma, nieru-
chome zamocowanie) uklad moze by¢ opisany réwnaniem:

ET

4 5 a 121 2
S e+ x (P i o) TOT G = g @
z warunkami brzegowymi w postaci (22). Rownanie (23) zapisano korzystajac z pracy
Z. Zajaczkowskiego, J. Lipinskiego [18]. W réwnaniach (21) i (23) przyjeto oznaczenia
analogiczne do oznaczen w rownaniu (2), W réwnaniu (23) w stosunku do réwnania (21)
wystepuje dodatkowy wyraz, ktory fizycznie przedstawia osiowa sile bezwladnosei belki
ruchomej. Sita bezwladnosci jest okresowo zmienna w czasie, a wiec jest rOwnieZ przyczyna
wzbudzenia drgan parametrycznych. Analiza przedstawionego zagadnienia przeprowadzo-
na w pracach J. Zajaczkowskiego, J. Lipinskiego, G. Yamady [18, 19, 20] dotyczyla wy-
lacznie problemu statecznosci parametrycznej, wobec czego wplyw stalego w czasie ob-
cigZzenia a nie byl w niej uwzgledniony (g nie wplywa na stateczno$¢). Ponadto wyniki
przedstawione w pracy [18] sg bardzo uproszczone — pomija si¢ wplyw tlumienia, a wzbu-
dzenie parametryczne jest wywolane jedynie funkcja sinusoidalng. W niniejszym opraco-
waniu podjgto préobe rozwiagzania réwnania niejednorodnego (z uwzglednieniem obcig-
Zenia q), uwzglgdniajgc réwniez tlumienie.

Ze wzgledu na ztoZzono$é problemu analiz¢ ograniczono do pierwszego z oméwionych
powyzej przypadkéw badanego ukiadu (ruchome zamocowanie, belka nieruchoma),
a wigc do analizy drgan parametrycznych wywolanych okresowa zmiang dhugosei belki.
Problem drgah parametrycznych wywolanych osiows sila bezwladnosci zostanie rozpa-
trzony oddzielnie ze wzglgdu na zlozony i nieliniowy charakter tego wymuszenia. W kon-
sekwencji postawione zadanie sprowadza sig do rozwigzania réwnania (21). Problem
ten jest jednak bardzo ztozony ze wzgledu na wystepowanie zmiennych w czasie warunkéw
brzegowych (22). Zadanie mozna sprowadzié¢ do problemu ze stalymi w czasie warunkami
brzegowymi, dokonujac zamiany wspolrzednych za pomoca podstawienia:

x = zI(). (24)

Po wykonaniu przeksztalcen zgodnie z (24) otrzymano réwnanie:

[ 1], a1 o 2%y oloy 1 &
7 e L N ooy 1 ar)_ |
oz* [1(’)] e [I(f) 324]T+QF a7 T 5% 0Zar| = 9 (25)
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z warunkami brzegowymi:

y(l, t) = 0’
ay(l, 1)
e O
20,0 _, (26)
dz2 -
*y(0,1)
s =0

Widoczne jest jednak, Zze po wykonaniu przeksztalcenia (24) otrzymano stale w czasie
warunki brzegowe (26). Przeksztalcone réwnanie otrzymato jednak zlozona postaé prak-
tycznie niemozliwg do rozwigzania przyblizonymi metodami analitycznymi. Konieczne
jest wigc zastosowanie metody numerycznej. Jej podstawa jest aproksymacja dowolnej
funkcji modulacji parametrycznej f(¢) (wzér (19)) funkejg odcinkami stata. Rozwigzanie
w tym przypadku mozna uzyskaé drogg taczenia rozwiazan liniowych. Rédwnania ruchu
dla poszczegolnych odcinkow liniowych otrzymano droga podzialu belki na elementy
skoriczone. Sposob podziatu na elementy i tworzenia macierzy sztywnosci, bezwladnodci
i thumienia opracowano na podstawie monografii J. Szmeltera i zespolu [15].

Przyjeto podziatl ukladu na elementy belkowe. Przy tworzeniu macierzy sztywnosci
uwzgledniono jedynie napreZzenia wywotane momentem gnacym. Pominigto wplyw sity
poprzeczne;j.

W macierzy bezwladnosci przyjeto wspdétczynniki mas odpowiadajace wspotrzednym
liniowym i momenty bezwladnoéci odpowiadajace wspdirzgdnym katowym. Sa to wige
zalozenia nieco ogdlniejsze (uwzglednienie momentéw bezwladnosci) niz w réwnaniu
technicznym belki. Pierwszym etapem rozwigzania jest analiza zagadnienia wlasnego dla
poszczegblnych odcinkéw liniowych. Drugim etapem jest okrelenie rozwigzan dla po-
szczegbinych odcinkéw liniowych, Etap ten jest wykonywany réznymi metodami w zalez-
nosci od przyjetych zalozed. W przypadku ogélnym korzysta si¢ z numerycznych metod
rozwigzywania rownan ruchu (konkretnie z metody Rungego-Kutty czwartego rzedu).

Najkorzystniejsza jest sytuacja, gdy mozna zalozy¢, Ze uklad spelnia warunki roz-
przegania. W szczegdlnosci wymaga to przyjecia, Zze macierz tlumienia jest proporcjonalna
do macierzy sztywnosci lub bezwladnodci, lub tez przyjecia, Ze postacie drgan s3 nieza-
lezne od tlumienia (metoda modalna — oméwiona w monografiach J. Kruszewskiego
i zespotu [6]). Thumienia takie sg powszechnie przyjmowane w analizie dynamiki z uzyciem
MES (np. J. Szmelter [14], J. Langer [7], J. Kruszewski i inni [6]). W tym przypadku
uklad réwnan mozna uproscié wprowadzajac wspdlrzedne gtéwne i pomijajac réwnania
odpowiadajace wyZszym czgstosciom ukladu. Przy rozprzeganiu (wprowadzaniu wspodl-
rzgdnych gléwnych) rownan korzystano z prac E. Kaminskiego [4] i autora [9]. Podstawa
do rozprzegnigcia jest analiza zagadnienia wlasnego dla ukladu niettumionego.

Rozwiazania dla poszczegdlnych odcinkéw otrzymano w tym przypadku ze znanych
zaleznosci. Po otrzymaniu rozwiazania we wspolrzednych gléwnych w kofcu danego
odcinka liniowego nalezy dla obliczenia warto$ci wspo6trzednych uogdlnionych opisujacych
stan ukladu wykonaé przeksztalcenie:

x(ty) = T,Ei(ty), )]
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gdzie:

X — macierz kolumnowa wspdlirzednych uogdlnionych

T, — macierz wektoréw wiasnych uktadu w i~tym odcinku liniowym,
tx — czas zakonczenia i-tego odcinka.

Dla rozpoczecia nastgpnego odcinka nalezy wykonaé przeksztalcenie:

Eras(tx) = TOr 1 x(2g), (28)
gdzie:
;.1 — macierz kolumnowa wspoélrzgdnych gtéwnych uktadu w kolejnym odcinku linio-
wym,
T0,,, — macierz odwrotna do macierzy wektoréw wiasnych ukladu w kolejnym odcinku
liniowym.

Po zakonczeniu kazdego kolejnego odcinka nalezy wykonaé przeksztalcenie analogiczne do
(27, 28). ‘

Program przygotowano w ten sposéb, aby po jednokrotnym rozwiazaniu zagadnienia
wlasnego mozna bylo wielokrotnie znajdowaé rozwigzania dla réznych obcigzen, réznych
czestodci wzbudzenia parametrycznego i rdznych thumied. Jest to istotne, gdyz czas roz-
wiazania zadania wlasnego jest stosunkowo dlugi. Program jest przystosowany do pracy
w trybie konwersacyjnym umozliwiajacym bezposrednio wprowadzenie przez uzytkownika
réznych zestawdéw danych. Wyniki moga byé wyprowadzane na drukarke lub bezpoérednio
na rejestrator przygotowujacy wykresy rozwiazan.

4. Przyklad numeryczny

W pracy przedstawiono rozwiazania dla ukladu z rys. 2 z danymi liczbowymi:

dhugosé srednia belki (wzor 19) I, = 0,92855 m,

wymiary przekroju: b = 0,02 m; / = 0,02 am,

wspblezynnik zmiany dtugosei (wzér 19): u = 0,0714 , (29)

modut Younga E = 2,1-10** N/m,

gestodé materiatu: o = 7850 kg/m3,

W przykladzie zbadano problem wzbudzenia parametrycznego funkcja nieciagla,
tzn. przyjgto, 2e po przesunigciu ruchomego zamocowania ‘(rys. 2) z jednego poloZenia
skrajnego w drugie nastapi zatrzymanie, a nastgpnie rozruch i przesunigcie w druga
strong. Odpowiada to funkcji /(1) przedstawionej na rys. 3. Jezeli sterowanie ruchem jest
takie, Ze spelniona jest zaleznosé:

tl < t2: (30)

to funkcje z rys. 3 mozna przyblizyé funkcja odcinkami stala ztozona z dwéch odcinkéw
(funkcjg prostokatna). Zgodnie z oméwiong w poprzednim rozdziale metoda w pierwszej
kolejnosei rozwiazano zagadnienie wlasne dla ukiadéw réwnan opisujacych dwa odcinki
liniowe. Wymagato to okredlenia czestosci wlasnych i wspolczynnikéw postaci drgan dla
belek o dtugosciach:

Imax =1 m,

' 3
I, = 08571 m. (3D

6 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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Obliczenia przeprowadzono metoda Jacobiego, korzystajac z programow przedsta-
wionych w ksigzce J. Szmeltera [14]. Przy doborze ilosci elementéw potrzebnych dla roz-
wigzania zagadnienia wlasnego korzystano z wnioskéw z pracy Z. Dzygadly, J. Blaszczyka
[1]. Konkretnie przyjeto podzial belki na n = 7 elementéw. Dokladno$é oceniono przez
poréwnanje wynikéw z warto$ciami obliczanymi na podstawie rownania technicznego

k(1)

ty

1, t

Rys. 3

belki. Wynosita ona ok. 1% dla czestosci podstawowej. Dokladno$¢ ta moze by¢ znacznie
zwigkszona przez zwigkszenie podzialu, jednakze dla celéw niniejszej pracy byla ona
zupeinie wystarczajgca.

W tabeli 1. przedstawiono pierwsze pieé czgstosci whasnych.

Tabela 1
Lp. I odcinek II odcinek
1 103,94 126,61
2 630,66 761,34
3 1702,18 2037,11
4 3196,51 3792,82
5 5045,36 5934,04

Z tablicy widoczne jest, ze czestoéci bardzo szybko wzrastajg, wobec czego po rozprze-
gnigciu réwnan mozna pomingé réwnania wspélrzednych glownych odpowiadajace wyz-
szym czgstosciom. Praktycznie dla uzyskania dobrej dokladnosci wystarczy uwzglednic
dwie pierwsze czestosci.

Po rozwiazaniu zagadnienia wlasnego wyznaczono rozwigzania dla uktadu nieobcig-
zonego (P = 0; g = 0; rys. 2). Stwierdzono, Ze rezonans parametryczny wystgpuje je-
dynie w okre§lonym zakresie malych tlumien. Analize rozwigzan ukladu obcigzonego
(P # 0; rys. 2) przeprowadzono w zakresie ttumieni, w ktérych nie wystgpowal podstawo-
wy rezonans parametryczny (uktadu nieobcigzonego). Stwierdzono, ze charakter rozwigzan
silnie zalezy od przyjetego modelu thumienia. Przyjecie modelu Voigta stosowanego w pracy
[18] nie jest celowe, gdyz prowadzi to do macierzy ttumienia proporcjonalnej do sztywnosci.
Wspélczynniki tlumienia rosna wéwczas proporcjonalnie wraz z czestociami wlasnymi,
i w ukladzie wystapia jedynie rezonansy najnizszych czestosci. Podobnie niekorzystne
jest przyjecie modelu tlumienia masowego (macierz tlumiefi proporcjonalna jest do ma-
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cierzy bezwladnosci, gdyz prowadzi to do malejacych z czestoécia wspdlczynnikéw thu-
mienia). Celowe natomiast jest przyjecie wspolczynnikéwsttumienia zgodnie z metoda
modalng [6], przyjgcie macierzy tlumienia jako sumy sktadowych proporcjonalnych do
macierzy sztywnosei i bezwladnosei lub przyjecie dowolnych tlumien i znajdowanie roz-
wigzan metoda Rungego-Kutty. Przygotowane w niniejszej pracy programy pozwalaja
na analize ukladéw, w ktorych wystepuja wszystkie wyZej wymienione rodzaje ttumienia.
Jako przyklad przedstawiono analiz¢ rezonansowa w ukladzie z rys. 2 z obcigZeniem
sita o wartosci:

P = ION (32)

w otoczeniu dwdch podstawowych czestosci wiasnych (tab. 1) dla thumienia bedgcego suma
sktadowych proporcjonalnych. Przyjeto, Ze wymiarowy wspoiczynnik tlumienia jest staty
w obu odcinkach liniowych. Wobec tego wspdlczynniki tlumienia bezwymiarowego
okre$lone analogicznie do wzoru (14) réznity sie w obu uktadach, gdyz roznity si¢ cze-
stofci wlasne. W obliczonym przykladzie bezwymiarowe wspétczynniki tlumienia dla
dwoch pierwszych podstawowych czgstosci wynosity:

{yl = 0,09182 {yl = 0,11180

v, = 0,11189 y, = 0,13507 (33)

Otrzymane rozwigzania mialy charakter analogiczny do drgann wymuszonych sita harmo-
nicznie zmienna. Mialy one (w odréZnieniu od drgan parametrycznych ukfadu nieobcig-
zonego) skonczone amplitudy. Zalezno$¢ amplitudy od czgstosci wymuszenia parametrycz-
nego przedstawiono na wykresie rezonansowym na rys. 4,

I
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Z wykresu widoczne jest, Ze istotne znaczenie maja jedynie rezonansy gléwne wyste-
pujace w otoczeniu stosunkow czgstosei:

Ly 222, (34
» »
Najwigksze amplitudy wystepuja dla czgstosci nieznacznie nizszych niz okreslone wzo-
rami (34). Jest to zwiazane z wystgpowaniem w ukladzie thumienia, ktérego wplyw na wa-
runki rezonansu jest identyczny jak dla drgan wymuszonych sita harmonicznie zmienna.

W otoczeniu wartosci:
w Wy
L =05 —==05 (35)
v »
nic stwierdzono wystepowania wzmocnienn rezonansowych. W otoczeniu rezonansdéw
pobocznych:
w; w;

- (36)

y v

stwierdzono wystgpowanie nieznacznych wzmocnied rezonansowych. W otoczeniu re-
zonansu kombinowanego
w;+w, 1 Wy +wy
v ’ v

=2 (€1))

nie stwierdzono wzmocnien rezonansowych.

Przyczyng niewystepowania w obliczanych wynikach wzmocnien dla rezonanséw kom-
binowanych i bardzo nieznacznych wzmocnien w okolicy rezonanséw pobocznych jest
fakt wystepowania w ukladzie ttumienia, ktére bardzo silnie wplywa na wygaszanie wy-
mienionych rezonansow. Wykonane dodatkowo obliczenia numeryczne wykazaty, ze
wzmocnienia rezonansowe w okolicy stosunku czestoéci okreslonym zgodnie ze wzorem
(37) (rezonans kombinowany) wystepuja jedynie dla bardzo matych wartoéci wspélczynni-
kow tlumienia. Uklady, w ktérych wystepuje tak male thumienie, nie majg praktycznego
znaczenia, wobec czego nie przeprowadzono doktadnej analizy drgan w takich uktadach.

Jakoéciowy charakter wynikéw otrzymanych w obliczonym przykiadzie jest zgodny
z wynikami analizy przeprowadzonej w rozdziale 2 z uzyciem przyblizonych metod ana-
litycznych. Zakres zastosowania metody numerycznej moze byé jednak niepomiernie
wigkszy, w szczegdlnosci przy obliczaniu drgan w uktadach o ztozonych ksztattach i nie-
typowych warunkach brzegowych.

5. Whioski

Stwierdzono, ze w ukladach ciaglych ze wzbudzeniem parametrycznym poddanych
stalemu obciaZeniu poprzecznemu wystgpuje dodatkowa rodzina drgan parametrycznych,
Wlasnoéci drgan tej rodziny sa analogiczne do wlasnosci drgain wymuszonych harmo-
nicznie. Drgania sa stateczne, a amplitudy maja wartosci skoficzone. Wielko§¢ amplitud
wystepujacych w drganiach tej dodatkowej rodziny drgan parametrycznych jest uzalez-
niona zaréwno od warunkéw brzegowych badanego uktadu, jak 1 od rodzaju wystepuja-
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cego tlumienia. Znaczenie praktyczne dodatkowej rodziny drgai parametrycznych jest
zwigzane z tym, Ze rozwigzania okresowe wystgpuja niezaleznie od wartoéci ttumienia.
Zwickszenie wspotczynnikoéw thumienia nie powoduje wyeliminowanych drgan, lecz je-
dynie ograniczenie ich amplitud. Dla porédwnania drgania podstawowej rodziny para-
metrycznej wystgpuja jedynie przy stosunkowo matych wspétczynnikach ttumienia. Przed-
stawionc w niniejszej pracy metody moga by¢ zastosowane do wyznaczania granicznych
wspotezynnikéw thumienia, przy ktérych wystepuja drgania parametryczne rodziny pod-
stawowej — ze wzgledu jednak na obszerno$¢ zagadnienia bedzie ono tematem odrebne;j
publikacii.

Przedstawione wnioski otrzymano w pracy dla réznych ukladdéw drgajacych (belka
obcigzona sita osiowa i belka o zmiennej dlugosei) dla réznych wzbudzed parametrycz-
nych (ciagte — sinusoidalne, nieciggle — prostokatine), réznymi metodami (asympto-
tyczna i numeryczna z podziatem belki na elementy skorczone). Matematycznie badane
zagadnienie sprowadza si¢ do uktadu liniowych réwnan rézniczkowych z okresowo zmien-
nymi wspolczynnikami. MozZna wiec otrzymane wnioski uogoélnié, Zze maja one znaczenie
dla drgan wszelkich ukladéw liniowych ciaglych ze wzbudzeniem parametrycznym. Wy-
daje si¢ rdwniez, Ze opracowana dla celéw niniejszej pracy metoda numeryczna bedzie
miata niepomiernie wigkszy zakres zastosowan niz stosowana najezesciej do analizy ukla-
déw ciggtych ze wzbudzeniem parametrycznym przyblizone metody analityczne. W szcze-
g6lnosci pozwolita ona na uwzglgdnienie réZnych modeli ttumienia, obcigZzenia poprzecz-
nego, wzbudzenia parametrycznego wywotanego funkcjg nieciggly. Wzbudzenie para-
metryczne funkcjg nieciagly jest przypadkiem czgsto spotykanym — przykiadem moze tu
byé przekladnia zgbata. Przyklad zastosowania metody laczenia odcinkami rozwigzai
liniowych do analizy modelu ukiadu napedowego z uwzglednieniem wzbudzei parame-
trycznych w przekladniach zebatych, traktowanego jako uklad ciagly, mozna znalezé
w pracy S. M. Wanga, I. E. Morse’a [16)]. Przedstawione w pracy programy po odpowied-
nich modyfikacjach beda mogly byé zastosowane do analizy drgan parametrycznych
w uktadach napedowych zawierajgcych przekladnie zebate.
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Pezwome

AHATIM3 NAPAMETPHYECKNX KOJIEBAHWI HEIPEPLIBHOW CHUCTEMDBI
C TIOCTOSIHHOY TIONEPEYHOM HAIPY3KOUM C IIPUMEHEHUEM ACUMIITOTUYEC-
KOro METOIA H KOHEYHEBIX 2JIEMEHTOB

B paGore npeAcTaBiIed aHAM3 NAPaMETPHUECKIX KOJeGaumii HEIIPEePHIBHOM CHCTEMBL C HOCTOAHHON
ronepeyHoit Harpyaxo. Paccy)kiedo mBa npumepa: MArHGHBIE KoyeGaHWsT GaNku, BBISBaHHLIE IPO-
JIONBHOMH CHioi, H KoyeGarma GaiKH ¢ HSMEHAIOLIEHCA MIHHOM. B aHAIHM3e NpHMEHEHbI ACHMITTOTHYECKHE
METOJ, M YUCJIEHHBIH METOJ C HMCIONB30BAHMEM KOHEUHBIX 9ieMeHTOB. HalimeHo, uro B cUCTeme mapa-
METPHUYECKHX KOJEOaHM C ITOCTOSHHON IonepeyHoll HArPy3Kod BOSHMKAeT HKOoOABOUHAS CEMbS IApa-
METPHYECKMX KoNeOaHuit co cBOMCTBAMM, aHANOTMUHLIMH CBOMCTBAM TapMOHMUYECKH BBIHYIKIEHHBLIX
KoJsreharmit.

Summary

THE ANALYSIS OF PARAMETRIC VIBRATIONS OF CONTINUOUS SYSTEMS WITH
CONSTANT TRANSVERSAL LOADING BY ASYMPTOTIC METHOD AND FINITE ELEMENTS

The analysis of parametric vibration in a system with constant transversal loading is presented. Two
examples are considered: flexural beam vibrations generated by axial force, and varying length beam
vibrations. The asymptotic method is applied, and numerical method with the use of finite elements. It
has been found that an additional class of parametric vibration exists in the system with parametric exci-
tation. Properties these vibrations are similar to those of harmonic force.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 14 wrzesnia 1983 roku



