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1.  Wstę p

W  analizie  drgań  parametrycznych  istotną   rolę   ma  uwzglę dnienie  wpływu  obcią ż enia,
stał ego.  Wpływ  siły  stałej  na  drgania  parametryczne  w  ukł adach dyskretnych  był  badany
przez  autora, a  wyniki  tych  badań  przedstawiono  mię dzy  innymi  w  pracach  [5, 8, 9, 10].
W  pracach  autora  i  E.  Kamiń skiego  [5, 10]  wykazano,  że  w  liniowym  równaniu  drgań
parametrycznych  z  obcią ż eniem  (tzn.  równaniu  Mathieu  ze  stałą   siłą   po  prawej  stronie)
wystę puje  dodatkowa  rodzina  rozwią zań  opisują ca  drgania  parametryczne  o własnoś ciach
odmiennych  od  podstawowych  drgań  parametrycznych.  Wzmocnienia  rezonansowe  wy-
stę pują   przy  stosunku  czę stoś ci:

i- i.a....  (i)

gdzie:  co—  czę stość  wł asna,  v —  czę stość  modulacji  parametrycznej.
Własnoś ci  drgań  tej  dodatkowej  rodziny  są   analogiczne  do  drgań  wymuszonych  har-

monicznie  o  amplitudzie  zależ nej  od  współ czynnika  modulacji  parametrycznej.  Drgania
tej  rodziny  mają   istotne  znaczenie, gdyż nie  moż na  ich  wyeliminować  drogą   zwię kszania
tł umienia.  D rgania  dodatkowej  rodziny  drgań  parametrycznych  są   stateczne,  amplitudy
przy  czę stoś ciach  rezonansowych  mają   wartoś ci  skoń czone.

Własnoś ci  drgań  parametrycznych  wywołanych  obcią ż eniem  zewnę trznym  o  wartoś ci
stałej w czasie były analizowane przez autora również w ukł adach z nieliniową   sprę ż ystoś cią.
W pracach  [8,  10] przedstawiono  wyniki tej  analizy  dla dwóch charakterystyk  sprę ż ystych:
cią głej  typu  x3  i  niecią głej  dla  ukł adu  z  luzami.

D rgania  parametryczne  są   również  analizowane  w  ukł adach cią gł ych;  powstaje  wię c
pytanie,  czy  wpływ  obcią ż enia  jest  tak  samo  istotny  dla  drgań  parametrycznych układów
cią głych.  Wyjaś nienie  tego  zagadnienia  jest  celem  niniejszej  pracy.  Celowość  podję cia
takiego  problemu  jest  zwią zana  zarówno  z  praktycznym  znaczeniem  drgań  parametrycz-
nych  zwią zanych  z obcią ż eniem, jak  i  z  faktem,  że w  monografiach  poś wię conych  w  cało-
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ś ci  drganiom  parametrycznym  (np.  G.  Schmidt  [12],  W.  Szempliń ska- Stupnicka  [13])
problem  ten  jest  całkowicie  pominię ty.

Analizę   przeprowadzono  dla  dwóch  przykł adów:  drgań  gię tnych  belki  wywołanych
sił ą   osiową   i  drgań  belki  o  zmiennej  długoś ci.  Rozważ ono  wzbudzenie  parametryczne
wywołane  funkcją   sinusoidalną   i  prostoką tną.  W  analizie  stosowano  metodę   numeryczną
i  metodę   ś cisłą   (Fouriera).  Metoda  ś cisła  prowadzi  do  cią gu  równań  róż niczkowych
zwyczajnych  ze  zmiennymi  współczynnikami,  które  rozwią zano  metodą   asymptotyczną.

Najważ niejszą   zaletą   metody  ś cisłej  jest  moż liwość  jakoś ciowego  przedstawienia  naj-
waż niejszych  wniosków.  Jej  zastosowanie  jest  jednak  ograniczone  do  najprostszych  przy-
padków  drgań  parametrycznych  ukł adów  cią głych.  W  monografiach  poś wię conych  drga-
niom  parametrycznym  są   stosowane  przybliż one  metody  analityczne  (np.  G.  Schmidt
[12], W  Szempliń ska- Stupnicka  [13]), których  moż liwoś ci  są   jednak  również  bardzo  ogra-
niczone.  W  analizowanych  w  wymienionych  pracach  ukł adach nie  uwzglę dnia  się   obcią-
ż eń  poprzecznych  i  przyjmuje  się   znaczne  założ enia  upraszczają ce  w  opisie  tł umienia.
Jako  funkcję   modulacji  parametrycznej  przyjmuje  się  jedynie  funkcję   sinusoidalną.  Z  tego
wzglę du jednym  z  celów  niniejszej  pracy  jest  opracowanie  metody  numerycznej  pozwala-
ją cej  w  szczególnoś ci  na  analizę   ukł adów  z  niecią głym  wzbudzeniem  parametrycznym
poddanych  obcią ż eniu  poprzecznemu.  Podstawą   metody  jest  aproksymacja  dowolnej
unkcji  modulacji  parametrycznej  funkcją   odcinkami  stał ą.  Rozwią zanie  w  tym  przypadku
otrzymuje  się   poprzez  ł ą czenie  rozwią zań  otrzymanych  dla  poszczególnych  odcinków
o  stałej  sztywnoś ci.

Równania  ruchu  odcinków  o  stałej  sztywnoś ci  otrzymano  metodą   podziału ukł adów
na  elementy  skoń czone.  Podejś cie  takie jest  korzystne,  gdyż pozwala  na  analizę   ukł adów
o  złoż onych  kształ tach  i  warunkach  brzegowych.  Dział anie  metody  przedstawiono  na
przykładzie  analizy  drgań  parametrycznych  belki  o  zmiennej  długoś ci  z  prostoką tnym
wzbudzeniem  parametrycznym.  Wnioski  otrzymano  w  niniejszym  opracowaniu  mają   cha-
rakter  ogólny  i  dotyczą   wszelkich  ukł adów  cią głych  z  wzbudzeniem  parametrycznym.

2.  Drgania  gię tne belki  wywołane  siłą   osiową
z  uwzglę dnieniem  stałego  obcią ż enia  poprzecznego

Problem  drgań  gię tnych  belki  wywołanych  siłą   osiową   bez  obcią ż enia  poprzecznego
jest  problemem  znanym, a jego  rozwią zanie  moż na  znaleźć  w  monografiach  dotyczą cych
drgań,  mię dzy  innymi  w  ksią ż ce  S.  Ziemby  [21],  Z.  Osiń skiego  [11]  lub  zbiorowej  pod
redakcją   S.  Kaliskiego  [2]. Rozwią zania  przedstawione  w  tych  pracach  zmodyfikowano
tak, aby  moż na było uwzglę dnić  wpływ  obcią ż enia poprzecznego o wartoś ci  stałej w  czasie,

Schemat  belki  z  obcią ż eniem  przedstawiono  na  rys.  1.  Przyję to,  że  własnoś ci  lepko-
sprę ż yste  materiału moż na opisać  modelem Voigta- Kelvina  oraz  że  sztywność  osiowa  jest
nieskoń czenie  duż a.

Ukł ad  może  być  opisany  nastę pują cym  równaniem:

EId*y(x, t)  82y(x,  t)  8f(x,  t)  d2y(x,  t)  _
_ _  . +  F  ____
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W  równaniu  (2)  przyję to  nastę pują ce  oznaczenia:
E—moduł  sprę ż ystoś ci  podł uż nej,
/ —m o m ent  bezwł adnoś ci  przekroju  belki,
Q —  gę stość  materiału  belki,
F—pole  przekroju  poprzecznego  belki,
T —  współ czynnik  tł umienia  zgodnie  z  przyję tym  modelem  tł umienia,
P —  zewnę trzna  siła wzdł uż na  (rys.  1) stała  co do  wartoś ci  i  równa  sile zewnę trznej,

q0  —  natę ż enie  obcią ż enia  poprzecznego  (rys.  1),

t —  czas,
y,  x—- współ rzę dne  liniowe  (rys.  1),

y= y(x,t)

Rys.  1

Przyję to,  że  zewnę trzna  siła  wzdł uż na  zmienia  się   wg  zależ noś ci:

Rozwią zania  równania  (2) poszukujemy  w postaci  szeregu  funkcji:

y„(x,t)   =   Tn(t)U„(x)   =  Tn(t)sinn- ^.

Obcią ż enie  zewnę trzne  przedstawiamy  również  w  postaci  szeregu:

00

V^  .  nizx

n = l

przy  czym  funkcje  Q„(t)   należy  wyliczyć z  zależ noś ci:

1  f  mix

2  J  I
o

Po  wykonaniu  obliczeń  wg  wzorów  (6)  otrzymano

^ 5-   dla  n  =  1, 3, 5. ..
nn

O  d l a  7z  =   2 , 4 ,  6 . . .

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)
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Podstawiając  (4),  (5)  i  (7) do  (2)  otrzymano  cią g  równań:

Stąd  dla  okreś lenia  r„ (/ ) otrzymano  równanie:

f„ (0+ 2A„  r „ ( 0 + ( i  -   ^ncosv0<yM
3 r „ ( 0  -   PS„   (9)

gdzie  oznaczono:
;  \ 4

h"~W\   11'

dla  n  =  1 , 3 , 5 . . .,

P,.„  =  0  d la  n  =   2 , 4 , 6 . . .,

gdzie  Pkr„   —  n  siła  krytyczna  statyczna.
Badanie  drgań  ma  sens  jedynie  w  zakresie:

Pirn  >  Po,  n=),2...,  (11)

wobec  czego  wartoś ci  ju„,  co*  okreś lone  wzorami  (10)  są   zawsze dodatnie.
Z  równania  (8) jest  widoczne,  że  w  przypadku  drgań  parametrycznych  belki  z  obcią-

ż eniem  otrzymujemy  do  analizy  nie równania  Mathieu, lecz  odpowiadają ce  im  równania,
ale  z  siłą   po  prawej  stronie.  Równania  niejednorodne  wystę pują   jednak  tylko  dla  niepa-
rzystych  wartoś ci  n. D la wartoś ci  parzystych  otrzymujemy  równanie jednorodne (równania
Mathieu),  których  rozwią zania  są   znane  i  przedstawione  w  podstawowych  monografiach
poś wię conych  teorii  drgań  (np.  [11, 21]). Z punktu  widzenia  celu  pracy  istotne jest  okre-
ś lenie  charakteru  rozwią zań  równań  niejednorodnych.

Dokł adna  analiza  rozwią zań  równania  tego  typu  została  przeprowadzona  w  pracach
[5, 9],  gdzie  stosowano  metodę   asymptotyczną,  przedstawiając  rozwią zanie  w  postaci
szeregu  potę gowego  wzglę dem  fi  oraz  metodę   numeryczną.  Zgodnie  z  wnioskami  z  wy-
mienionych prac w równaniu  (8) mogą   wystę pować  dwie rodziny  drgań  parametrycznych:
podstawowa  rodzina  drgań  parametrycznych  równania  Mathieu  oraz  dodatkowa,  której
wystę powanie  jest  zwią zane  z  siłą   Psn.  Rodzina  podstawowa  wystę puje  jednak  tylko  przy
odpowiednio  małych współ czynnikach  tł umienia.  Zgodnie  z  wynikami  prac  [5,  9]  pod-
stawowy  rezonans  parametryczny  w  okolicy  stosunku  czę stoś ci:

—  -   0,5  '  (12)
O)
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wystą pi  jeż eli  spełniony jest  warunek:

f  > Vn  (13)

gdzie  y„  —  współ czynnik  tł umienia  bezwymiarowego  okreś lony  wzorem:

Korzystając  z  zależ noś ci  (10)  otrzymano z  (13) po  przekształ ceniach warunek:

Zgodnie z (11) wartość pod pierwiastkiem jest zawsze dodatnia. Wzór  (15) okreś la  warunek,
jaki  musi  spełnić  amplituda  składowej  harmonicznej  wymuszenia,  aby  wystą pił   podsta-
wowy  rezonans  parametryczny.  Widoczne  jest,  że  najgroź niejszy  jest  rezonans  n  — 1,
gdyż  prawa  strona  zależ noś ci  (15)  roś nie  bardzo  silnie  ze  wzrostem  n.  Jeż eli  tłumienie
jest dostatecznie duż e, to warunek  (13) nie jest spełniony, i wówczas  rozwią zanie  równania
(8)  skł ada  się  jedynie  z  dodatkowej  rodziny  drgań  parametrycznych  zwią zanej  z  siłą   Ps„.
Rozwią zanie  w  tym  wypadku  moż na  przedstawić  w  postaci  szeregu  rozwią zań:

T„(t)   = xst+(Ji[a lCQs{vt—cpi)] + n2[xp- \ - a2ń n{2vt—c?2)]  dla  n  =  1, 3, 5  ...  (16)

Sposób  okreś lenia  poszczególnych  skł adników  rozwią zania  przedstawiono  w  pracach
autora  oraz  E.  Kamiń skiego  [5,  9]. W  przypadku  badanym  w  niniejszej  pracy  wynoszą
one:

J7o_

Ot  =   Q F

/ 2

tg?>l  =
2/ i„

a>2- v2'
(17)

(co2- 4v2)2  +16  Ę v2

Rozwią zania  okreś lone wzorem  (16) mają   charakter drgań wymuszonych  harmonicznie —
wystę pują   stateczne drgania  okresowe  o  skoń czonej  amplitudzie. Zwię kszenie  współczyn-
nika  tł umienia  nie powoduje  wyeliminowania  tych drgań, a jedynie ograniczenie ich ampli-
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tudy.  Czę stoś ciami  rezonansowymi  są   czę stoś ci  okreś lone  wzorem  (1): podstawowy  rezo-

nans wystą pi  w  strefie  v  =  to1,  czyli:

Należy  również  zwrócić  uwagę,  że  wystę powanie  dodatkowych  drgań  parametrycznych
zwią zanych  z obcią ż eniem jedynie  dla nieparzystych  wartoś ci  n nie jest zależ noś cią   ogólną
wystę pują cą   we  wszelkich  ukł adach  cią głych  ze  wzbudzeniem  parametrycznym,  lecz
wystę puje  jedynie  w ukł adach z warunkami  brzegowymi,  takimi  jak  na  rys.  1. W  rozwią -
zanym w rozdziałach 3 i 4 przykładzie ukł adu z innymi warunkami  brzegowymi  wystę puje
również  rezonans  dla  wartoś ci  parzystych  (n — 2).

3.  Drgania  gię tne  belki  o  zmiennej  długoś ci

Drgania  gię tne  belki  wywołane  zmianą   w  czasie  jej  dł ugoś ci  zostały  przeanalizowane
w pracach J. Zają czkowskiego,  J. Lipiń skiego  i G. Yamady  [17, 18,19, 20]. Schemat ukł adu
przedstawiono  na  rys.  2.  W  badanym  ukł adzie  moż liwe  są   dwie  sytuacje.  W  pierwszej
belka  jest  nieruchoma w  kierunku  osi X,  a  zamacowanie  wykonuje  ruch  okresowy  w  kie-

• Ą  So

L(t )

Rys.  2

runku  osi X,  w  drugiej  zamocowanie jest  nieruchome, a  ruch  okresowy  wykonuje  belka.
Przyję to  dla  obu  wymienionych  przypadków,  że  dł ugość  swobodna  belki  (tzn. odległość
mię dzy  koń cem  swobodnym  belki  a  począ tkiem  zamocowania)  zmienia  się   okresowo
wg  wzoru:

gdzie:  l0  —  długość  ś rednia  belki,  f(t)  —  dowolna  funkcja  okresowa.
Parametr  \x musi  być  zawarty  w  zakresie:

0  < p < 1,  (2°)

Własnoś ci  materiału opisano  modelem Voigta- Kelvina.  W  pierwszym  z  omówionych po-
wyż ej  przypadków  (belka  nieruchoma) ukł ad  może  być  opisany  równaniem:
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z  warunkami  brzegowymi:

y(i(t),  0  = 0,

),  0  _

• 4.0.

Przyczyną   wzbudzenia  parametrycznego  jest  w  tym  przypadku  okresowa  zmienność
długoś ci  belki.  W  drugim  z  omówionych  powyż ej  przypadków  (belka  ruchoma, nieru-
chome  zamocowanie)  ukł ad  może  być  opisany  równaniem:

_ .  d*y  dv5  8

z  warunkami  brzegowymi  w  postaci  (22).  Równanie  (23)  zapisano  korzystając  z  pracy
Z.  Zają czkowskiego,  J.  Lipiń skiego  [18]. W  równaniach  (21)  i  (23)  przyję to  oznaczenia
analogiczne do oznaczeń w  równaniu  (2). W  równaniu  (23) w  stosunku  do równania  (21)
wystę puje  dodatkowy  wyraz,  który  fizycznie  przedstawia  osiową   siłę  bezwładnoś ci  belki
ruchomej.  Siła bezwładnoś ci jest okresowo  zmienna w czasie, a wię c jest również  przyczyną
wzbudzenia  drgań  parametrycznych. Analiza  przedstawionego  zagadnienia  przeprowadzo-
na  w  pracach J.  Zają czkowskiego,  J.  Lipiń skiego,  G. Yamady  [18, 19, 20]  dotyczyła  wy-
ł ą cznie  problemu  statecznoś ci  parametrycznej,  wobec  czego  wpływ  stałego  w  czasie  ob-
cią ż enia  a  nie  był   w  niej  uwzglę dniony  (q  nie  wpływa  na  statecznoś ć ).  Ponadto  wyniki
przedstawione w pracy  [18] są   bardzo uproszczone — pomija  się  wpływ  tłumienia, a wzbu-
dzenie parametryczne jest  wywołane  jedynie  funkcją   sinusoidalną.  W  niniejszym  opraco-
waniu  podję to  próbę   rozwią zania  równania  niejednorodnego  (z  uwzglę dnieniem  obcią-
ż enia  q),  uwzglę dniając  również  tł umienie.

Ze wzglę du  na zł oż oność problemu  analizę   ograniczono do pierwszego  z omówionych
powyż ej  przypadków  badanego  ukł adu  (ruchome  zarriocowanie,  belka  nieruchoma),
a  wię c  do  analizy  drgań  parametrycznych  wywołanych  okresową   zmianą   długoś ci  belki.
Problem  drgań  parametrycznych  wywołanych  osiową   siłą   bezwładnoś ci  zostanie  rozpa-
trzony  oddzielnie ze wzglę du  na złoż ony i nieliniowy  charakter tego wymuszenia.  W kon-
sekwencji  postawione  zadanie  sprowadza  się   do  rozwią zania  równania  (21).  Problem
ten jest jednak bardzo złoż ony ze wzglę du  na wystę powanie  zmiennych w czasie  warunków
brzegowych  (22). Zadanie moż na sprowadzić  do problemu ze stałymi w czasie  warunkami
brzegowymi,  dokonując  zamiany  współ rzę dnych  za  pomocą   podstawienia:

x  =  zl(t).  (24)

Po  wykonaniu  przekształ ceń  zgodnie  z  (24)  otrzymano  równanie:
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z  warunkami  brzegowymi:

Xi,  0  =  0,
8y(i,t)  _ f t

8z

, 0  _  n2  '

, 0

Widoczne  jest  jednak,  że  po  wykonaniu  przekształ cenia  (24)  otrzymano  stałe  w  czasie
warunki  brzegowe  (26). Przekształ cone równanie  otrzymało jednak  złoż oną   postać  prak-
tycznie  niemoż liwą   do  rozwią zania  przybliż onymi  metodami  analitycznymi.  Konieczne
jest  wię c  zastosowanie  metody  numerycznej.  Jej  podstawą   jest  aproksymacja  dowolnej
funkcji  modulacji  parametrycznej  f(t)  (wzór  (19))  funkcją   odcinkami  stał ą.  Rozwią zanie
w  tym  przypadku  moż na  uzyskać  drogą   ł ą czenia  rozwią zań  liniowych;  Równania  ruchu
dla  poszczególnych  odcinków  liniowych  otrzymano  drogą   podziału  belki  na  elementy
skoń czone.  Sposób  podziału na  elementy  i  tworzenia  macierzy  sztywnoś ci,  bezwładnoś ci
i  tł umienia opracowano  na  podstawie  monografii  J.  Szmeltera  i  zespołu  [15].

Przyję to  podział   ukł adu  na  elementy  belkowe.  Przy  tworzeniu  macierzy  sztywnoś ci
uwzglę dniono  jedynie  naprę ż enia  wywołane  momentem  gną cym.  Pominię to  wpływ  siły
poprzecznej.

W  macierzy  bezwładnoś ci  przyję to  współczynniki  mas  odpowiadają ce  współ rzę dnym
liniowym  i  momenty  bezwładnoś ci  odpowiadają ce  współ rzę dnym  ką towym.  Są   to  wię c
założ enia  nieco  ogólniejsze  (uwzglę dnienie  momentów  bezwładnoś ci)  niż  w  równaniu
technicznym  belki.  Pierwszym  etapem  rozwią zania  jest  analiza  zagadnienia  własnego  dla
poszczególnych  odcinków  liniowych.  Drugim  etapem  jest  okreś lenie  rozwią zań  dla  po-
szczególnych  odcinków  liniowych.  Etap ten jest wykonywany  róż nymi  metodami w  zależ-
noś ci  od przyję tych  założ eń. W  przypadku  ogólnym  korzysta  się   z  numerycznych  metod
rozwią zywania  równań  ruchu  (konkretnie  z  metody  Rungego- Kutty  czwartego  rzę du).

Najkorzystniejsza  jest  sytuacja,  gdy  moż na  założ yć,  że  ukł ad  spełnia  warunki  roz-
przę gania. W  szczególnoś ci  wymaga to przyję cia,  że macierz  tł umienia jest  proporcjonalna
do  macierzy  sztywnoś ci  lub  bezwładnoś ci,  lub  też  przyję cia,  że  postacie  drgań  są   nieza-
leż ne  od  tł umienia  (metoda  modalna —•  omówiona  w  monografiach  J.  Kruszewskiego
i zespołu  [6]). Tłumienia takie są  powszechnie przyjmowane  w analizie dynamiki  z uż yciem
MES  (np.  J.  Szmelter  [14],  J.  Langer  [7],  J.  Kraszewski  i  inni  [6]).  W  tym  przypadku
ukł ad  równań  moż na  uproś cić  wprowadzając  współ rzę dne  główne  i  pomijając  równania
odpowiadają ce  wyż szym  czę stoś ciom  ukł adu.  Przy  rozprzę ganiu  (wprowadzaniu  współ-
rzę dnych głównych) równań korzystano  z prac E. Kamiń skiego  [4] i autora  [9]. Podstawą
do  rozprzę gnię cia  jest  analiza  zagadnienia  własnego  dla  ukł adu nietł umionego.

Rozwią zania  dla  poszczególnych  odcinków  otrzymano  w  tym  przypadku  ze  znanych
zależ noś ci.  Po  otrzymaniu  rozwią zania  we  współ rzę dnych  głównych  w  koń cu  danego
odcinka liniowego  należy dla obliczenia wartoś ci  współ rzę dnych uogólnionych  opisują cych
stan  ukł adu  wykonać  przekształ cenie:

x(tK)  = T.&ft,) ,  (27)
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gdzie:
X —  macierz  kolumnowa  współ rzę dnych  uogólnionych
T ; —  macierz  wektorów  własnych  ukł adu  w  / - tym  odcinku  liniowym,
tK  —  czas  zakoń czenia  Mego  odcinka.
Dla rozpoczę cia nastę pnego  odcinka należy  wykonać przekształ cenie:

H   (t  *1  =  TO-   ~x.(t  1  C2K\

gdzie:
C ; + 1  — macierz  kolumnowa  współ rzę dnych głównych  ukł adu  w kolejnym  odcinku linio-

wym,
T 0 i + 1  —  macierz  odwrotna  do  macierzy  wektorów  własnych ukł adu w  kolejnym  odcinku

liniowym.
Po zakoń czeniu każ dego kolejnego  odcinka należy wykonać przekształcenie analogiczne do
(27,  28).

Program  przygotowano  w  ten  sposób,  aby  po jednokrotnym  rozwią zaniu  zagadnienia
własnego  moż na było wielokrotnie  znajdować  rozwią zania  dla  róż nych obcią ż eń,  róż nych
czę stoś ci  wzbudzenia  parametrycznego  i  róż nych  tł umień.  Jest  to  istotne, gdyż czas  roz-
wią zania  zadania własnego  jest  stosunkowo  długi. Program jest  przystosowany  do pracy
w trybie  konwersacyjnym  umoż liwiają cym  bezpoś rednio wprowadzenie  przez  uż ytkownika
róż nych zestawów  danych. Wyniki  mogą   być wyprowadzane  na drukarkę  lub bezpoś rednio
na  rejestrator  przygotowują cy  wykresy  rozwią zań.

4.  Przykład  numeryczny

W  pracy  przedstawiono  rozwią zania  dla  ukł adu  z  rys.  2 z danymi  liczbowymi:
długość  ś rednia  belki  (wzór  19)  / 0  =  0,92855 m,
wymiary  przekroju:  b  =  0,02  m;  h  =  0,02  run,
współczynnik  zmiany  długoś ci  (wzór  19):  fi  — 0,0714  ,  (29)
moduł   Younga  E  -   2,1 •   10u  N / m,
gę stość  materiał u:  Q -   7850  kg/ m3.
W  przykładzie  zbadano  problem  wzbudzenia  parametrycznego  funkcją   niecią gł ą,

tzn.  przyję to,  że  po  przesunię ciu  ruchomego  zamocowania  (rys.  2)  z jednego  położ enia
skrajnego  w  drugie  nastą pi  zatrzymanie,  a  nastę pnie  rozruch  i  przesunię cie  w  drugą
stronę. Odpowiada  to  funkcji  / (*) przedstawionej  na  rys.  3. Jeż eli  sterowanie  ruchem jest
takie,  że  spełniona jest  zależ noś ć:

h<h,  (30)

to  funkcję   z  rys.  3 moż na przybliż yć  funkcją   odcinkami  stałą   złoż oną  z dwóch  odcinków
(funkcją   prostoką tną ). Zgodnie z omówioną   w  poprzednim rozdziale  metodą  w  pierwszej
kolejnoś ci  rozwią zano  zagadnienie  własne dla  ukł adów  równań  opisują cych  dwa  odcinki
liniowe.  Wymagało  to  okreś lenia  czę stoś ci  własnych  i współczynników  postaci  drgań  dla
belek  o  długoś ciach:

Lax =  1  m,

-   0,8571  m.  ( 3 1 )

6  Mech.  Tooret.  i  Stos.  2/85



250 J.  OSIŃ SKI

Obliczenia  przeprowadzono  metodą   Jacobiego,  korzystając  z  programów  przedsta-
wionych  w  ksią ż ce  J.  Szmeltera  [14]. Przy  doborze  iloś ci  elementów  potrzebnych  dla  roz-
wią zania  zagadnienia własnego korzystano  z wniosków  z pracy  Z. Dż ygadły, J.  Błaszczyka
[1].  Konkretnie  przyję to  podział  belki  n an  =  7  elementów.  Dokł adność oceniono  przez
porównanie  wyników  z  wartoś ciami  obliczanymi  na  podstawie  równania  technicznego

f(t )

Rys.  3

belki.  Wynosiła  ona ok.  1% dla czę stoś ci  podstawowej.  Dokł adność ta  może być  znacznie
zwię kszona  przez  zwię kszenie  podział u,  jednakże  dla  celów  niniejszej  pracy  była  ona
zupełnie  wystarczają ca.

W  tabeli  1.  przedstawiono  pierwsze  pię ć  czę stoś ci  własnych.

Tabela  1

Lp.

1

2

3

4

5

I   odcinek

103,94

630,66

1702,18

3196,51

5045,36

I I   odcinek

126,61

761,34

2037,11

3792,82

5934,04

Z  tablicy  widoczne  jest,  że  czę stoś ci  bardzo  szybko  wzrastają,  wobec  czego  po  rozprzę-
gnię ciu  równań  moż na  pominąć  równania  współ rzę dnych  głównych  odpowiadają ce  wyż-
szym  czę stoś ciom.  Praktycznie  dla  uzyskania  dobrej  dokł adnoś ci  wystarczy  uwzglę dnić
dwie  pierwsze  czę stoś ci.

Po  rozwią zaniu  zagadnienia  własnego  wyznaczono  rozwią zania  dla  ukł adu  nieobcią-
ż onego  (P  -   0;  q  =  0;  rys.  2).  Stwierdzono,  że  rezonans  parametryczny  wystę puje  je-
dynie  w  okreś lonym  zakresie  mał ych  tł umień.  Analizę   rozwią zań  ukł adu  obcią ż onego
(P  T̂  0;  rys.  2) przeprowadzono  w  zakresie  tł umień, w  których  nie wystę pował   podstawo-
wy  rezonans parametryczny  (ukł adu nieobcią ż onego). Stwierdzono, że charakter  rozwią zań
silnie zależy od przyję tego  modelu tł umienia. Przyję cie  modelu Voigta stosowanego  w pracy
[18] nie jest celowe, gdyż prowadzi  to do macierzy  tł umienia proporcjonalnej  do  sztywnoś ci.
Współczynniki  tł umienia  rosną   wówczas  proporcjonalnie  wraz  z  czę stoś ciami  własnymi,
i  w  układzie  wystą pią   jedynie  rezonansy  najniż szych  czę stoś ci.  Podobnie  niekorzystne
jest  przyję cie  modelu  tł umienia  masowego  (macierz  tł umień  proporcjonalna  jest  do  ma-
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cierzy  bezwładnoś ci,  gdyż  prowadzi  to  do  maleją cych  z  czę stoś cią   współczynników  tł u-
mienia).  Celowe  natomiast  jest  przyję cie  współ czynników'tł umienia  zgodnie  z  metodą
modalną   [6],  przyję cie  macierzy  tł umienia jako  sumy  składowych  proporcjonalnych  do
macierzy  sztywnoś ci  i  bezwładnoś ci  lub  przyję cie  dowolnych  tł umień  i  znajdowanie  roz-
wią zań  metodą   Rungego- Kutty.  Przygotowane  w  niniejszej  pracy  programy  pozwalają
na  analizę   ukł adów, w  których  wystę pują   wszystkie wyż ej  wymienione  rodzaje tł umienia.
Jako  przykł ad  przedstawiono  analizę   rezonansową   w  ukł adzie  z  rys.  2  z  obcią ż eniem
sił ą   o  wartoś ci:

P  =  10N  (32)

w otoczeniu dwóch podstawowych  czę stoś ci  własnych  (tab. 1) dla tł umienia bę dą cego sumą
składowych  proporcjonalnych. Przyję to,  że  wymiarowy  współczynnik  tł umienia jest  stały
w  obu  odcinkach  liniowych.  Wobec  tego  współczynniki  tł umienia  bezwymiarowego
okreś lone  analogicznie  do  wzoru  (14)  róż niły  się   w  obu  ukł adach, gdyż  róż niły się   czę-
stoś ci  własne.  W  obliczonym  przykł adzie  bezwymiarowe  współczynniki  tł umienia  dla
dwóch  pierwszych  podstawowych  czę stoś ci  wynosił y:

=   0,09182

=  0,11189

=  0,11180

y2  = 0,13507
(33)

Otrzymane  rozwią zania  miały charakter  analogiczny  do  drgań  wymuszonych  siłą  harmo-
nicznie  zmienną.  Miał y one  (w  odróż nieniu  od  drgań  parametrycznych  ukł adu  nieobcią-
ż onego) skoń czone amplitudy. Zależ ność amplitudy od czę stoś ci wymuszenia parametrycz-
nego  przedstawiono  na  wykresie  rezonansowym  na  rys.  4.

800 900

Rys.  4
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Z  wykresu widoczne  jest,  że  istotne  znaczenie  mają   jedynie  rezonansy  główne  wystę-

pują ce  w  otoczeniu  stosunków  czę stoś ci:

°L- I;  ^ - - 1.  (34)
V  V

Najwię ksze  amplitudy  wystę pują   dla  czę stoś ci  nieznacznie  niż szych  niż  okreś lone  wzo-
rami  (34). Jest  to zwią zane  z wystę powaniem  w ukł adzie tł umienia, którego  wpływ  na  wa-
runki  rezonansu jest  identyczny  jak  dla  drgań  wymuszonych  siłą   harmonicznie  zmienną.

W  otoczeniu  wartoś ci:

«L   =  0 , 5;  - ^  =  0,5  (35)
v  vv

nie  stwierdzono  wystę powania  wzmocnień  rezonansowych.  W  otoczeniu  rezonansów

pobocznych:

^ L - 2;  °- 2-  = 2  (36)
v  v

stwierdzono  wystę powanie  nieznacznych  wzmocnień  rezonansowych.  W  otoczeniu  re-

zonansu  kombinowanego

*   - l ,  ^ 1 + ^  =  2  (37)
v

nie  stwierdzono  wzmocnień  rezonansowych.
Przyczyną   niewystę powania  w  obliczanych  wynikach  wzmocnień  dla  rezonansów  kom-

binowanych  i  bardzo  nieznacznych  wzmocnień  w  okolicy  rezonansów  pobocznych  jest
fakt  wystę powania  w  ukł adzie  tł umienia,  które  bardzo  silnie  wpływa  na  wygaszanie  wy-
mienionych  rezonansów.  Wykonane  dodatkowo  obliczenia  numeryczne  wykazał y,  że
wzmocnienia  rezonansowe  w  okolicy  stosunku  czę stoś ci  okreś lonym  zgodnie  ze  wzorem
(37)  (rezonans kombinowany)  wystę pują   jedynie  dla bardzo  mał ych wartoś ci  współczynni-
ków  tł umienia.  Ukł ady, w  których  wystę puje  tak  małe  tł umienie,  nie  mają   praktycznego
znaczenia,  wobec  czego  nie przeprowadzono  dokł adnej  analizy  drgań  w  takich ukł adach.

Jakoś ciowy  charakter  wyników  otrzymanych  w  obliczonym  przykł adzie  jest  zgodny
z  wynikami  analizy  przeprowadzonej  w  rozdziale  2  z  uż yciem  przybliż onych  metod  ana-
litycznych.  Zakres  zastosowania  metody  numerycznej  może  być  jednak  niepomiernie
wię kszy, w  szczególnoś ci  przy  obliczaniu  drgań  w  ukł adach o  zł oż onych kształ tach i nie-
typowych  warunkach  brzegowych.

5. Wnioski

Stwierdzono,  że  w  ukł adach  cią głych  ze  wzbudzeniem  parametrycznym  poddanych
stałemu  obcią ż eniu  poprzecznemu wystę puje  dodatkowa  rodzina  drgań  parametrycznych.
Własnoś ci  drgań  tej  rodziny  są   analogiczne  do  własnoś ci  drgań  wymuszonych  harmo-
nicznie.  D rgania  są   stateczne,  a  amplitudy  mają   wartoś ci  skoń czone.  Wielkość  amplitud
wystę pują cych  w  drganiach  tej  dodatkowej  rodziny  drgań  parametrycznych  jest  uzależ-
niona  zarówno  od  warunków  brzegowych  badanego  ukł adu,  jak  i  od  rodzaju  wystę pują-
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cego  tł umienia.  Znaczenie  praktyczne  dodatkowej  rodziny  drgań  parametrycznych  jest
zwią zane  z  tym, że  rozwią zania  okresowe  wystę pują   niezależ nie  od wartoś ci  tł umienia.
Zwię kszenie  współ czynników  tł umienia nie powoduje  wyeliminowanych  drgań,  lecz je-
dynie  ograniczenie  ich  amplitud.  D la porównania  drgania  podstawowej  rodziny  para-
metrycznej  wystę pują   jedynie  przy  stosunkowo  małych  współczynnikach tł umienia. Przed-
stawione  w  niniejszej  pracy  metody  mogą   być zastosowane  do wyznaczania  granicznych
współczynników  tł umienia, przy  których  wystę pują   drgania  parametryczne  rodziny pod-
stawowej — ze  wzglę du  jednak  na obszerność  zagadnienia  bę dzie  ono  tematem  odrę bnej
publikacji.

Przedstawione  wnioski  otrzymano  w  pracy  dla  róż nych  ukł adów  drgają cych  (belka
obcią ż ona  siłą   osiową   i  belka  o  zmiennej  dł ugoś ci)  dla róż nych  wzbudzeń  parametrycz-
nych  (cią głe — sinusoidalne,  niecią głe — prostoką tne),  róż nymi  metodami  (asympto-
tyczna  i  numeryczna  z  podział em belki  na elementy  skoń czone).  Matematycznie  badane
zagadnienie  sprowadza  się  do ukł adu liniowych  równań  róż niczkowych  z okresowo  zmien-
nymi  współ czynnikami.  Moż na wię c  otrzymane wnioski  uogólnić, że mają   one znaczenie
dla  drgań  wszelkich  ukł adów  liniowych  cią głych  ze wzbudzeniem  parametrycznym. Wy-
daje  się   również,  że  opracowana  dla celów  niniejszej  pracy  metoda  numeryczna  bę dzie
miała  niepomiernie wię kszy  zakres  zastosowań  niż stosowana  najczę ś ciej  do analizy ukł a-
dów  cią głych ze wzbudzeniem  parametrycznym  przybliż one  metody  analityczne. W szcze-
gólnoś ci  pozwoliła  ona na uwzglę dnienie  róż nych  modeli  tł umienia, obcią ż enia  poprzecz-
nego,  wzbudzenia  parametrycznego  wywołanego  funkcją   niecią gł ą.  Wzbudzenie  para-
metryczne  funkcją   niecią głą   jest  przypadkiem  czę sto  spotykanym — przykładem może tu
być  przekł adnia  zę bata.  Przykł ad  zastosowania  metody  ł ą czenia  odcinkami  rozwią zań
liniowych  do analizy  modelu  ukł adu napę dowego  z uwzglę dnieniem  wzbudzeń  parame-
trycznych  w  przekł adniach  zę batych,  traktowanego  jako  ukł ad  cią gły,  moż na  znaleźć
w pracy S. M. Wanga,  I . E. Morse'a  [16]. Przedstawione w pracy  programy  po  odpowied-
nich  modyfikacjach  bę dą   mogły  być  zastosowane  do  analizy  drgań  parametrycznych
w  ukł adach  napę dowych  zawierają cych  przekł adnie  zę bate.
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P  e 3  io  M e

AHAJIH 3  I IAPAMETPH imCKHK  KOJIEBAHH.K  H EIIPEPBIBH Oń  CHCTEMLI
C  nOCTOH H H Ofł   nOIIEPE*IH OK  HATPy3KOH.  C  I IPH M EH EH H EM   AC H M n TOTH ^E C-

KOrO  METOflA  H  KOHE^IHBIX  3JIEMEH TOB

B  paSoTe  npeflcraBjieH  aHajiH3  napaMeTpmiecKHX KoJieSaiorii  HenpepuBHOH CHCTCMW  C  IIOCTOHHHOH

Harpy3i<oft.  PaccyHtfleno  flBa  npniwepa:  H 3ra6H bie  KOJieSaraiH  6anKH3  Bbi3Bairabie  n p o-

HJ  H KOJieSainui SaJiKH c H3MeHHiomeHCH #nHHoft. B  anan irae npmweHeHbi acHMnToTiraecKHH

Meiofl  c  Hcnon&3OBaHHeivi  Konetn- ibix  sneMeHTOB.  Hań flCHOj  I T O B  cHcreMe  n apa-

K0Jie6anHH  c  nocioHHHoii  nonepe^H oft  Harpy3i<oft  B03HHi<aeT  / wSaBo^maH  ceMta  napa-

KOJieSaHHH  CO  CBOHCTBaMH,  aHajlorHIHblMH  CBOHCTBaM   rapMOHIWeCKH  BbIHy>KfleHHbIX

KOJre6aiiHfi.

S u m m a ry

THE  ANALYSI S  OF  PARAMETRIC  VIBRATION S  OF  CONTINUOUS  SYSTEMS  WITH
CONSTANT TRANSVERSAL  LOADIN G BY ASYMPTOTIC METHOD AN D FIN ITE ELEMENTS

The  analysis of parametric vibration in a system with constant transversal loading is presented. Two
examples are considered: flexural  beam  vibrations generated  by  axial  force,  and  varying  length  beam
vibrations. The asymptotic method  is applied, and numerical  method  with the use of  finite elements. I t
has  been found  that an additional class of parametric vibration exists in the system with parametric exci-
tation. Properties these vibrations are similar to those of harmonic force.
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