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1.  Wstę p

Przedmiotem  pracy  są   równania  i  przykłady  rozwią zania  problemu statecznoś ci  w za-
kresie  sprę ż ystym  pł askiego  dź wigara  siatkowego  o gę stej,  regularnej  i ortogonalnej  siatce
prę tów  pryzmatyc2nych.

Celem  tej  rozprawy  jest  podanie przykładowej  realizacji  zaproponowanej  w  pracy  [1]
koncepcji  budowy  równań  cią głego,  liniowego  modelu  jednowymiarowego  statecznoś ci
dź wigarów siatkowych  ukształ towanych  na  powierzchniach  w  postaci  jednoparametrowej
rodziny  konturów.  D o  sformułowania  wymienionych  wyż ej  równań  wykorzystano  w  [1]
metody  mechaniki  kontinuum z  wię zami  wewnę trznymi  [2] i równania  cią głego  dwuwy-
miarowego  modelu  rozpatrywanych  dź wigarów  [3].

Rozważ ymy  pł aski  ustrój w kształ cie prostoką ta  (siatkowy  płaskownik),  dla  którego
po przyję ciu  okreś lonych  hipotez geometrycznych  i statycznych  (analogicznych jak  w teorii
prę tów  pełnoś ciennych) wyprowadzimy  równania  statecznoś ci w sensie  Eulera.  Podamy
przykłady  rozwią zania  dla  konstrukcji  w  kształ cie wspornika,  utwierdzonego  wzdłuż jed-
nej krawę dzi  i obcią ż onego  osiowo wzdłuż krawę dzi  przeciwległej, przyjmując  prę ty o prze-
kroju  prostoką tnym  i stałe  charakterystyki  geometryczno- fizyczne  w  obszarze  dź wigara.

Szczegółowe  zał oż enia, dotyczą ce  przyję tego  modelu statecznoś ci, podano w pracy  [1].

2.  Równania statecznoś ci teorii dwuwymiarowej
z wię zami wewnę trznymi

Rozważ ymy  w przestrzeni  Ox1x2xz  obszar  prostoką tny  na  płaszczyź nie  (x1,  x2)  =
=  (*> y)y bę dą cej  płaszczyzną   podstawową   dź wigara  w  stanie  nieodkształconym i niena-
prę ż onym,  przyjmując  (rys.  1)

xi- *.e(0,L),  ^2= ^ e( - y' - |)-   ^ 2 l 1)

Wykorzystamy  nastę pują ce  liniowe  równania podstawowego  stanu  odkształconego [1]:
—  równania  równowagi
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statyczne warunki  brzegowe

dla  x  =  0
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dla ̂  = -   y  L

- m
21 w 2 2  =

2,  m1  =   inĄ - fj,,

- y =
!,  — m2  =   'm +  fi,

dla y = - r̂-L

==   'ml+ / tl

t  m22  =  'm2+ n2,  m2  -   '

Rys. 1

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

gdzie  pali,  p*  i  nP#,  m" —  oznaczają   skł adowe stanu  napię cia  typu  sił  i  momentów, qa,  q,

ha, h i 'p*,  'p,  'ma,  'm — składowe  stanu obcią ż enia zewnę trznego powierzchniowego  i brze-
gowego,  ra,  r, sa,  s  i  T", T,  / f;  / x —  reakcje  powierzchniowe  i  brzegowe  wię zów  wewnę trz-
nych  (w bazie elt  e2,  e3) —  a,  /? =  1,2,  rys.  1),
—  zwią zki  geometryczne
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Y*   =  v,x + $2,  yj- p, , - ,̂  «?«#,„   A**&,y,   (2.7)
*  n  *   n  *  n  *  tl

gdzie va,  v i  # K , 5' są   skł adowymi  wektora  małego przemieszczenia  i obrotu.
—  zwią zki  fizyczne,  które  dla  dź wigara  prę towego  złoż onego  z  dwu  rodzin  ortogonal-
nych prę tów  pryzmatycznych  sztywno  poł ą czonych w  wę złach  i  osiach  równoległych  do
lini i  parametrycznych".*  =  const,  y  =  const  przyjmują   postać  (rys.  1):

p11  =  R,Yiu  P12  =   RiYi.2,  P21  =  R11Y21,  P22  =  R11Y22,

p1  =   R1Y1,  p2  =   RuYi,  m1  =  S7H1,  m2  =   *S,iX2,  (2.8)

—  Ł J^r t j^j  fi t  —  Oj  / VJ2 >  >|'*  —  ^11  ^ 21  >  " *  —  ^11  'i  22  i

gdzie ya/ J,  ya,  xa!t,  xa  są  skł adowymi  stanu  odkształ cenia, R,i,RA,  Rj,  S  , SA,S  —  cią gły-
mi miarami sztywnoś ci  sprę ż ystej  dla prę tów rodziny A  (A  =  I,  I I ) ,
—  zasady  idealnoś ci  wię zów  typu  kinematycznego  (geometrycznego)

L  T^  '

/   J
o  17

L

=  0  (2.9)

dla dowolnych  wariacji  dvx,  dvi, <5#a,  <5#(a = 1 , 2) zgodnych z  wię zami,
—  zasadę   idealnoś ci  wię zów  typu  kinetycznego  (statycznego)

o  1  -

=  0  (2.10)

dla  dowolnych  wariacji  óp^,  ...,  dnf  zgodnych  z  wię zami.
Równania wię zów wewnę trznych  sprecyzujemy  w p.  3.

Nastę pnie  wykorzystamy  zlineryzowane  wariacje  równań  dla  zaburzonego  stanu  od-
kształconego  w  stosunku  do  stanu  podstawowego  —  liniowe  równania  statecznoś ci  [1]:
—  równania  równowagi

+  3rl  -   0,  dpi2  + dp22dr2  =  0,

=   0,
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sl  = 0,  (2.11)

- y21dp

+ 8y2p
2l+y23p2l+8s2  = 0,

2

=  0.

statyczne warunki  brzegowe
dla x  = 0

~8p11  = 3r1,  - dp12  = ar2,  - 8pl  =  8z,

- 8m11  -   ą «V  - Srh12  = a,a2,  - 5m1  =  8ft,

dla x  = L

a / u  = ar1,  a;312 =  8x2,  dp1  m  dr,

dm11  -   a^1,  am12  = a^2,  8m1  m d/ i,

dla j  =  - y i

oiai  _  fl- i  _^A22  ^  3 T 2  _ 5 ^ 2  =  3 T

. . .  .  (2.14)

2 1  = ar1,  a/22  =   8r2,  8p2  -   Sr,  j
2  5 2  d

zwią zki  statyczne

dp11  = 8pli  + 8ynp
xl  + yndp11  + 3y2lp

12  + y2iSp12  - Syip
l  - y,  V .

8p2i  o

(2.16)
8mxl  -   am11 + a r u 7 n u  + yufl/ »u  +8y2im

12  +  y2ldm12- 87im
l- yi8m\

8m12  =

a/ ^21  =   8m2i  + 8yilm
21  Ą - y^Sm21  +  8y2im

22

8m22  -   2 2

8m2  =
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—  zwią zki  geometryczne

Yn  -   O i.*,  yi2  =  w2 > x,  y 2 ł   =  «>!  y 2 2  =  w2  ,
(2.17)

oraz

sYi  m  dv.x,  8y2  =   Svty,

dyn  =   ^ I . * ,  ay12  =   8v2<x,  8y21  =  dvliy,  8y22  =   8v2i3,,

dyli  -   ft>i,«  ^y*2  =   8v2iX- m,  dytt  -   5oi,,  +  fl# ,  Sy|2  «  ^ 2 i J !  (2.18)

—  zwią zki  fizyczne

a ^ 1 .  ^ z a y i ,  a^2 =  i X i ay2,  dm1 =  st8xu  m2 =  ś „ a«2,  (2.19)

.  8m11  =   S^Hu,  8m12  =  5, 3^2,  a/ n21  =   ~Sn8x2U  8m22  -   Sn 5«2 2,

—  zasadę   idealnoś ci  wię zów  typu  kinematycznego

/   /   (*• •

2 '

L

+   J  [(8r16v1+dr2dv2  + drdv + d/ i1d&1 + dfi2d&2 + 8ft8&)\  _  i  -
(2.20)

]dx+

"~2 L

=  0,

zasadę   idealnoś ci  wię zów  typu  kinetycznego  (2.21)

+  (8y22  -   8y*2)óp22  + {Sy1  -   dyf)  dp1  + (8y2  -   8y*) dp2 +  (dx, -   8x*) dm1

Ą .(dH22- dx*2)5m22)dydx  =   0

dla dowolnych  dva,  dv,  ...,  dm* zgodnych z wię zami  wewnę trznymi  (nałoż onymi  na  przy-
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rosty  stanu  przemieszczenia  i  napię cia  w  stosunku  do  stanu  podstawowego).  Symbol
„d (...)"  oznacza przyrost  danej wielkoś ci  typu  geometrycznego  lub statycznego.

Rozważ ymy  również  uproszczenia wymienionych  wyż ej  równań, przyjmując  w  (2.11),
(2.16)

Yaf)  = 0,  ya  = 0  (2.22)
oraz

-   1.  l+ ^ r «  = 1  (« -   U 2)  (2.23)

Jeż eli na składowe stanu przemieszczenia  i napię cia  oraz  ich przyrosty  nie  nakładamy
ż adnych wię zów, to wobec  dowolnoś ci  i niezależ noś ci  6va,  ..., <5# i  dpaP,  ..., dirf  wynika
z zasad  idealnoś ci  (2.9), (2.10) i (2.20), (2.21), że składowe reakcji  wię zów i miary  niezgod-
noś ci  odkształceń  oraz  ich przyrosty są   równe  zeru. Zatem równania  (2.2)-  (2.8),  (2.11)-
(2.19) sprowadzają   się  do równań dwuwymiarowego  modelu cią głego statecznoś ci  rozważ a-
nego  dź wigara.

W  monografii  [3] podano  uzyskane  za pomocą   szeregów  Fouriera  rozwią zania  tych
równań,  tj. rozwią zanie  zagadnienia na wartoś ci  własne dla niektórych  typów  obcią ż enia
i  warunków  podparcia  przy  dodatkowych  uproszczeniach  (pominię ciu wielkoś ci  małych
wyż szych  rzę dów).  N ie uzyskano  do tej  pory,  w  przekonaniu  autora,  zdawalają cych
(prostych i dostatecznie dokładnych) rozwią zań  problemu statecznoś ci  rozważ anego  dź wi-
gara  (w ramach przyję tego  w tej pracy  liniowego  modelu cią głego) dla wielu  innych  prak-
tycznie  waż nych  rodzajów  obcią ż enia  i podparcia.  *

3.  Równania teorii  jednowymiarowej

Przyjmiemy  nastę pują ce  liniowe  równania  idealnych  wię zów  typu  kinematycznego
w postaci całkowalnej [1]

»i  =  Wi~02y,  v2  =  wz,  v =  w3 +  01y,
(3.1)

&

gdzie wL, w2, w3, 0±,  02,  q>i,  <p2, <p3,  A są  nieznanymi funkcjami  zmiennej x — przemiesz-
czeniami uogólnionymi.

Równania  (3.1) wyraż ają   hipotezę  prostoliniowoś ci  przekroju  x  =  const  po odkształ-
ceniu oraz taką   postać funkcji  obrotów  wę złów, aby w szczególnoś ci  spełnione były  zało-
ż enia  Bernoulli'ego- Timoshenki- Wiasowa  dla  pł askownika  pełnoś ciennego.  D la  duż ej
gę stoś ci  siatki  elementów  dź wigara  obserwujemy  bowiem  duże  podobień stwo  mię dzy za-
chowaniem się  konstrukcji o strukturze siatkowej  i cią głej. Ponadto w pracy  [4] wykazano,
że w zakresie  zginania  statycznego  równania wię zów  (3,1) prowadzą   do dobrej  zgodnoś ci
z  rezultatami  ś cisłymi w ramach modelu  dyskretnego.

Po  uwzglę dnieniu  (3.1) w  (2.7)  otrzymujemy

yfi  m w[~6'2y,  y*2  =  w'2~(p3,  y* t  =   — 6>2 + c?3,  y*2  = 0,

t  t- (pu  p*f-  9»i,  «5 -   0,  (3.2)
«*i  «  0,  «*s  = A,

gdzie  (...)' =   d(...)/ dx.
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Wię zy  typu  kinetycznego  przyjmiemy  w postaci  wyraż ają cej  fakt  pomijalnoś ci  niektó-
rych  skł adowych  stanu  napię cia na zachowanie  się ustroju  [1]

n«Jm<*,  nf  =   n«mm\  (3.3)

gdzie 7if,  n% ri$, ?t« przyjmują  wartoś ci  „ 0 " lub  „ 1 "  w zależ noś ci  od tego, czy dana  skł a-
dowa stanu napię cia może być pominię ta, czy nie.

Po wyznaczeniu z (2.2) -  (2.6) reakcji wię zów, a z (3.1)  wariacji  skł adowych  stanu prze-
mieszczenia i po podstawieniu  do zasady  idealnoś ci  (2.10) otrzymujemy  po wykonaniu cał-
kowania  wobec  dowolnoś ci  i  niezależ noś ci  <5w1;  ..., ÓX równania  równowagi  modelu
jednowymiarowego  dla stanu  podstawowego  (x s  (0,  L))

PT  + /  -   0,  Pf  +/2»  = o,  PT +f»  =  o,
Mf- Pf+gf  = 0,  Mf- Pf+gf  m  o,

*
PX2dy,

Pxydy,  Pf  .  /   ^rfy,  .  Aff =.

4

„   £

*L

4 '

oraz warunki  brzegowe  (x = 0,  L)

i 7  -   'P?a  lub  Wi  =   'wlx,

PZ  -   'P^  lub  w2  -   'w2a,

P% -   'P?a  lub  w3  =  V3 a,

Mf  =   'Mfa  lub  6>! =   '0la,

Mt='M 9

2a  lub  6>2 =   '<92a>  (3.5)

M\   -   'M L  lub  <px  = Vi«,

Ml  -   'M L  lub  c ,2 =   '<p2a,

Ml  =  'Mf«  lub  n  =  V3 a,

- ffA  =   'Hx  lub  2 =   X,

gdzie  uogólnione  siły  wewnę trzne  okreś lone  są  nastę pują co

i  .  J.

ł
=  f  m12ydy,

4 4*
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a  siły  zewnę trzne  przę słowe  i  brzegowe  dane  są   odpowiednio  wzorami  (dla  x  e  (0,  L))

/ » • 1  V

-  J
i

i

= J L

~2L

~ +  'm2

±r  «-   / ~2L

= J - ^- Lltl

oraz  (dla x  =   xa;  x1  =   0,  x2  =   L)

^
T«- (- l)a  J

(3.7)

1
  L '

'Jl/ f 9A/ fa= (- l)

«

' k̂<^ »

4*
iz

" I 1

:- iy  J  'wk^y,

(3.8)
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N a podstawie  (3.3), (2.8), (2.10) oraz (3.6) znajdujemy  zwią zki  fizyczne  modelu jedno-
wymiarowego  (przy  zał oż eniu stał oś ci miar sztywnoś ci  RA,  ... SA  dla A  = I,  I I )

2 ) ,

Mf  = S?(6>J + A),  Pf  = i ? ? ^ - ^ ),  Ml -   - Sjfii,
pf  =  ii!(c»3- ©2),  Mf

gdzie

Sf =
1 2  (3.10)

L C'cp  lic*  T  Cip  12, O 7"
,  o>i =   7im  ojLi,   oj  =   nm  ctjL,

citp  _ 1 o  f  rpA  A  12  C7  r3  oA  „ 22  c  /"
O3  —  n,nOjl- ,,  1  —  "TT'' 1!) !  «/ • "  >  °  —  nm  Îli- i-

W przypadku gdy przekroje prę tów dź wigara  są  prostoką tne o osiach głównych równo-
ległych do osi ukł adu współ rzę dnych  (rys. 1), mamy

( 1  ,

l  Ji  =   TTj.A/1- r-

A l  =  TTp Aj ,  - f<2  =  ^P  Aij- y— I  ,  Ji  =  JIpAf  j - 1  ,

2

r  \  2  /  _  \  2

Z- 2

^  -   12'"""" E„\Lj\Ll[\ fal   \hi

gdzie

K  = R L = ^- ajd  L,  (3.12)

przy czym a  , d  oznaczają   szerokoś ci  (w płaszczyź nie podstawowej  konstrukcji)  i grubość
elementów rodziny A,\  =  I m _  — długoś ć, E  iG  moduły Younga  i skrę cania  {A =   I , I I) .
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Zauważ my,  że równania  stanu  podstawowego  rozdzielają  się na  niezależ ne  ukł ady

opisują ce
I .  Rozcią ganie  (ś ciskanie) osiowe  (wj,

I I .  Zginanie z pł aszczyzny dź wigara  (M>3  ,  q>2)

I I I .  Zginanie w pł aszczyź nie dź wigara  (w2,  02  > fs)

IV  Skrę canie (<91; <pt,  X)

(w  nawiasach  podano przemieszczenia uogólnione okreś lają ce  dany  stan  zachowania się
konstrukcji).

Wyprowadzimy  nastę pnie równania modelu jednowymiarowego  dla stanu zaburzone-

go.
Zał oż ymy, że wię zy typu kinematycznego są również postaci  (3.1), tzn.

t  =  8 w l - d 02 y t  d v2  =  d w2 ,  dv =   8 3 r i y ,

8&i  =  8<pu  8&2 =  8cp2  +  8Xy,  80 =  8<p3

gdzie  3w1 ; ..., 8(p3  są przyrostami  przemieszczeń uogólnionych.
Na  podstawie  (3.1), (3.13) oraz  (2.17),  (2.18)  otrzymujemy

yl2  =  w'2,  y2l  =   - < 92 ,  7 2 2 = 0,
(3.14)

Yl  =   w'3  + 6[y,  y2  =  6>i,
oraz

8yn  =  5wi —36>27,  3y12 =  dw'2,  8y21  ==   —892,  8y22  = 0,

3yt  -   Swa + a^ iy,  8y2  =  3© !,  (3.15)

3yfi  =  8w[- 8Q'2y,  . 3yf2  =  dw'2- B<p3,  8y*2l  »  - 892+8<p3,  8y*2  =  0,

dyf  =   dw'3  + d<p2 + (8&l +  dX)y,  8y* =  89,- 8<pu  84  = 8^,  8x*2 = 0,

• M i  = ^ i ,  a*f2  = a^+ 3A>,  a«Ji = o,  a«|2 = w.

Wię zy typu kinetycznego przyjmiemy  również w postaci  (3.3)

8p«P  m £#8p#,  8p« m  fcpdp«,  8nf* = wjfSirf* ,  ama  =  ^ 3 m a ,  (3.16)

gdzie parametry rftf, ..., ̂   przyjmują  wartość  „ 1 "  lub „ 0" , przy czym w stosunku do  (3.3)
niekoniecznie te same przyrosty skł adowych stanu napię ciapaf>,  ..., w" mogą być pominię te,
co  skł adowe w  stanie  podstawowym  (a, /? = 1, 2).

Po  wyznaczeniu z (2.11) -  (2.16) przyrostów  reakcji wię zów, a z (3.13)  wariacji  skł ado,
wych stanu przemieszczenia i po podstawieniu do zasady  idealnoś ci  (2.12)  oraz  uwzglę d-
nieniu zwią zków  (2.16), (3.14), (3.15) i zasady idealnoś ci  (2.21), zwią zków  fizycznych  (2.19)
oraz  wyraż eń  (3.16)  otrzymujemy  po wykonaniu  cał kowania i  wykorzystaniu  oznaczeń
(3.6) wobec  dowolnoś ci  i niezależ noś ci  dwlt  ...,  6X równania  równowagi

8Pf  +  (8w[ PY -   80'2 Mf -   80  2  P%  -   8w'3  P? -  80[ Mf)' +  (w[ 8PY -  0'2 8Mf -   02  dPJt -

ft'   -   0,
o,
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M2  + 80lP»)'  + (w'38P? + 0'18Mf  + 018PZy  «  0,

8Mf+  (3w'3Mf + - ~Ł28©lP?j  +L'38MI+~

[8Mf  -   ~L20'28P?-  w3dMf  -

'38Pf  =   0,

8Mf  + (8w[Ml- 892Ml- 8w'3Mf)'  +  (w[8M\ - 928M%

+ 8Pf + 8w^Pi~P?)  + 8w'2PZ + w^dP®- PZ)  + w'2dPZ .  0,  (3.17)

8Mf  + (8w'2Mf- 801M$)'  + (w'28Mf~018M'i)'  - 8PZ- 8w'1Plv+

f  8P?- 8Pl)  = 0,  '

8Mf  + (8w'3 M\+80,.  Mf)' + (w'3 8M\ + 0t  8Mf)' + 8P% -  8P% +

®  f01dPZ  = 0,

8H*'- 8Mf- dM*- dw[Mt+- ^L2d02P3

v~w[dMf+- ^L2028P3

v  = 0

oraz warunki brzegowe

+ w'18Py- 02dMi- ©2dP2

v- w3dP3

v- 018Mf  -   0  lub  3wt  = 0,

8P^Ą - 8w'2P^- 89i_P  ̂ + w28P^- 018P  ̂ =  0  lub  8w2  = 0,

8P? + 8w3 Pr +  8&\  Mf  + 801P?  + w3 8P? + 0[ 8M% + 0X 8P  ̂=  0  lub  8w3  = 0,

f + 8w'3M
e

z+   - ^L280[P?  + w38Mi+   - ^L20[dP?  = 0  lub  80,  = 0,

8Mf +8w'1M
e

2-   - ^- L2802PT- 8w'3Mf-   ~L286[P^'+  (3.18)

+  w[dMf  -   ~L2028P?- w^Mf^- ^- L2©',8Pt  = 0  lub  802  ==   0,

w'1Mf- 802M2

D- dw3M3

D  + w'l8Mf- 028M$- w38Mt  = 0  lub  3

ź aAf^e i^Mf  = O  lub  8ę 2  =  0, ^

e ia MI  = 0  lub  3c>3 = 0,

8HX =  0  lub  8X = 0,
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gdzie siły uogólnione P?, ..., Ml wyraż ają   się  za pomocą   (3.6), a ich przyrosty  BP?S  ..., 8MX

nastę pują co:

\ l  iL  \ l

dPZ  =  /   8plldy,  8P?  -   J  8p12dy,  BP? -   f  dpldy,
l  x  Il

i -
1

,2~  \~  < 3 - 1 9)

8p  dy9  dM\ =   dm  dv,  fiM\   =   cm\ dy>  •
1  i- Z  —- 1

1  ,  1 ?  1;

=  . J  dmldy,  8HX =  J  8m12ydy,  8MX  =  J  3m22i/ ); ,
- Ll  - It  _±1

2

przy  czym

•   a  *  *  (3.20)
dPf  =  R%d<p%- 8Q2),  BM1 =  Sfd<p[  3Mf  = Sld<p'2,

8MI  =   S%d<p3,  8HX  =I
*  *

natomiast R™,  ..., S* okreś lone są  wzorami  (3.10)  (lub w szczególnoś ci  (3.11)) po  zastą pie-

niu  Ttp1, ..., ni  odpowiednio przez  n],1,  ...,%%.
W przypadku uwzglę dnienia założ eń  (2.22), (2.23) w (2.11), (2.16) równania  równowagi

(3.17) i warunki  brzegowe  (3.18) upraszczają   się  do postaci

P?  + B6[Mf)'  = 0,

^y  = 0,

?  i'  =  0,
8M?+  \dw'3Mt + ~L280lpA  - 8P?- 3w'2Pt  = 0,

/   1  -   V  (3- 2ł)
8Mf-   idw^Mf  + ^tfd&iP?}  ~dPf  + 8w'3Pf  = 0,

Z = 0 ,

= 0,
8Mf  +  (8w'3 Mł  + 80! Mf) + 3PI -  3P% +  8w'3 P?  -   S0, P3

W  = 0,

8Hx'~8Mf- 8Mx  =•   0,  '
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o r a z

f  +  80[Mf)  = 0  lub  8\Vi —  0 ,

-   0  l u b  8w2 =   0 ,

°2  = 0  l u b  8w3 =   0 ,

BMf  +  8w'3Mf + - ^iz86[P?  = 0  l u b  8 6  y  =   0 ,

BMf-   \8w'3Mt+- r^Lz86[P^  = 0  lub  362  = 0,  (3.22)

|)  = 0  lub  d î  = 0,

SM J+ M AfT- ^Af?  = 0  lub  8<p2  =   0 ,

8Ml  +  8w'3Mt  +  8 6 L M l  -   0  l u b  < 9 $ > 3 =   0 ,

a f f *  -   0  l u b  3 A  =   0 ,

4 .  S t a t e c z n o ś ć  s t a n u  o s i o w e g o  ś c i s k a n ia

Równania  stanu podstawowego  skł adają  się z równania równowagi  (3.4), i warunków
brzegowych  (3.5)i, zwią zku  fizycznego  (3.9)j

PY  =  'P&  lub  Wi = V l a )  (4.1)

Rozważ my  dla przykł adu dź wigar w kształ cie wspornika  obcią ż ony  sił ami o wypadko-
wej  TPIa =  - P. Tak jest np. gdy  wę zły krawę dzi x = L obcią ż one są równomiernie  rozł o-
ż onymi  sił ami  o gę stoś ci  'P1  — —P\L.  Wtedy  bowiem  zgodnie  z  (3.8)  dla a = 2 jest
'• Pik  — ~P,  a.  pozostałe brzegowe  siły uogólnione są równe  zeru.

Rozwią zanie  równań  (4.1)1(3  d la / "  = 0, rcj1 =  1 i przy  warunkach  brzegowych

Wi  -   0  dla  *  = 0,  Pr -   - P  dla  x =  L  (4.2)

wyraża  się  nastę pują co:

W i  = ;  _  £ Ł }  PY =   _ P .  ( 4 . 3 )

R ó w n a n i a  r ó w n o w a g i  s t a n u  z a b u r z o n e g o  ( 3 . 1 7 )  u p r a s z c z a j ą  s i ę  p o  u w z g l ę d n i e n iu  ( 4 . 3 )
i  ( 3 . 2 0 )  d o  p o s t a c i

v'l  -   0 5

R%(d\V2  -   8<p3) -   P8w'2'  =  0,  ( 4 . 4 )
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P  ~  *

•   %

=  0,

(4.4)
0,  ted.]

.   0,

*" -   1st  - Pj~\  (S&'i +  8X) -   S'- dX  =  0,

natomiast  warunki  brzegowe  dla  dź wigara  w  kształ cie wspornika  do postaci
—  dla  x  =  0

8Wl  =   8w2  =  dw3  =  0,  8&i  =  c)02  =   d<pt  =  3c32  =   dę 3  =  0,  3A  =  0,  (4.5)

—  dla  x  =   L

r2  \

"12"  "̂ R™"/

(4.6)

-   o,  stiaei+BX) -   ~L2d&[   -   o,

*  .   *
O  \   /

*
/  *   w
i  w  p  x

J  =  0,  Sfa ś̂  -   0,  TxdX  =  0.
Z  równań  (4.4) wynika,  że moż liwe  są   trzy  niezależ ne,  jakoś ciowo  róż ne postacie  wy-

boczenia  okreś lone  przez  nastę pują ce  ukł ady  przyrostów  przemieszczeń  uogólnionych:
(dw3,  8<p2),  (dw2,  862,  8(p3),  (80x,  8q>1}  8X)  (moż liwą   teoretycznie  czwartą   postać  dla

Wi  =f(x)  przy / (0)  =  0  i P  =  J^i?57CR?+ - Rr') należy  odrzucić jako  fizycznie  niedopusz-
czalną ).

Stosując  znane postę powanie  dla  zagadnienia  na wartoś ci  własne dla  równań  róż nicz-
kowych  zwyczajnych  o  stał ych współ czynnikach  otrzymujemy  nastę pują ce  wyraż enia  lub
równania algebraiczne  na podstawowe  wartoś ci  wł asne —  wartoś ci  obcią ż enia  krytycznego
i  odpowiadają ce  im funkcje  własne —  postacie wyboczenia  (dla  n  ̂ =  n™  =  n  ̂ =  7t]l =

(4.7)
x
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oraz

2V-

a3  =  R2

dw2  =  ^  1 - c o s—

71

P2\RIJR&2~P2(R2'  +  Ri)

2L

2L

*

«2

1

a3  -

'

n  R2~P2  A  .„  n  x

"XT '

.   0,

(4.8)

(4- 9)

gdzie  A  jest  stałą  dowolną.  Skrę tnej  postaci  wyboczenia  nie  podajemy.
Nastę pnie zbadamy  moż liwość  uproszczenia otrzymanych wyż ej zależ noś ci na  wartoś ci

obcią ż eń krytycznych. W tym celu wykorzystamy  równania (3.21) i warunki brzegowe  (3.22),
które po  uwzglę dnieniu  (3.20),  (4.3)  doprowadzamy  do postaci

k\dw'{  m  0,  RZ(8w'2'- d<p£- PdwZ  =  0,

f(80[ '

•  Side?  - Rf(.8f3 -  892)  = 0,  SI  V

oa) «  0,  S Vs

1 ~  s<Pt) =  0,

2  -   8<p3) -

=  0,

(4.10)

-   Rf(8<p3 -   892)  =  0,  J*BX" -   Sf(.S0[  + BX) -   SA3A =  0
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oraz  dla dź wigara  w kształcie  wspornika
—  dla x = 0

8Wl  =  dw2 =  dw3 = o,  a©! =  8@2 => a<Pl  = &p2 = a 3̂ = o,  8x =  o,

—  dla x =  L

iiv3wi = 0,  ^ ( ^ - f t p s ) - ^̂   = 0,

)- P8w3  -   O,  Sf(80[  + dX)—  - r—L280[  = 0,  (4.12")
12

*  *  •   *

Sfd<p[  = 0,  Sldę '2  = 0,  5?3(p3 = 0,  TX8X' — 0.
Zauważ my, że jeż eli

*  *  *  *

1,  • / —< !.  (4.13)
sl  s?  sf  Sli

to  moż liwe są  również  dodatkowe uproszczenia w wyniku  przyję cia

ni  = 0,  Z%  = 0,  ni2  = 0,  ni2  =  0(wTx)  (4.14)

przy ^J1  =  nl

p -   n2

p = %l2 =  atp1 = 1 (por.  (3.11) w przypadku  prostoką tnego  przekroju
p -  np =  %l

prę tów  dź wigara  po zastą pieniu  nf,  ..., n% przez  7ć f,...,  n%,).

Innego  typu  uproszczenia  obliczeń  moż na  otrzymać  zauważ ają c,  że jeż eli  (dla ii\  =

1)

*  •   *  *  *

Ą   < U  * ^ * -  <ś  1,  T Ł  <̂  1,  f - r-   ^  I   (4- 15)

to w równaniach  (4.10) uzasadnione są  nastę pują ce  asymptotyczne  przybliż enia:

Rl°+Re

2

=  80,-  Ę - 8w{  m 80x

Rf

Stosując znany sposób postę powania wyznaczamy z (4.10) -  (4.12) podstawowe  obcią ż e-

nia  krytyczne  i odpowiadają ce  im gię tne i skrę tne postacie wyboczenia  (przy n1/   =  nl

p  -
_  12  *\2  *2l  _  n—  Tip  —  7lp  —Tip  —  1)
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Mamy  zatem

dla nl%  -   1

-   dla S?/ L2^  ^  1  fe2  = 1)

R?L2

(4.17)

—  dla ^  = 1

2  ~~AT  1  #  *  2  ~~  AT  1  #

4L  i f  4L  is-

2L~ 77~  •   2  L'

dla &, = 0

p fc  _  ^ 2  ^  1  „  _  ^ 2  | f  „* _  flTJf
4  L 2  l + «  4L   Rf  RZ + Rf

.  %  X
s mT T

dla  klV(.k+M)<

9  Mech.  Teoret.  i  Stos.  1/85

(4.20)

(4.21)
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/ .
1S 2a,

(4.22)
*

Sf

1  _ • _  1

12  c"

dla  JT,!,2  =  0,  ni1  =  1  (nfn
2 =  0  lub

. .  12  * •

2L  [ i 1  12  Ą

S05 =  3 ^  =

4L»

-   dla ̂ ,2 =  1, Zx  = 0 ( ^ 2  -   1 lub 1% = 0)

S*f  a

12  | ?

T*

(4.23)

(4.24)

x
T'

Pi  =

l  Asm  ^
2

lub

*  *

IT
x

L

(4.25)

(4.26)
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dla  Sf/ L2Rf  <  1 &„ 2  =  3 "  -   1,  &J  =   1  lub  1%  = 0)

- i  3  —  1.6  3 -

a^JjT

71r\   a  i l l  f  *  - A-   l

as  d(p\  =  ^4  (1  — c os  - * - - * - ),

a,  = (4.27)

w  / ,  PS  i a  ,  I f  \   .  .  w  JC

2£  \   12  ca  Ss /   2  I

Tabela  1

Nr  N \

1

2

3

4

.  5

6

7

8

9

10

11

12

13

.  14

15

16

17

18

19

20

21

22

ai

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,40

0,40

0,40

0,10

0,10

0,10

0,05

0,10

0,10

0,20

0,10

0,20

0,40

0,40

an

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,05

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

di  =  dn

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,10

0,20

0,10

0,10

0,20

0,10

0,05

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,10

0,20

1.

1,0

2,0

1,0

1,0

2,0

4,0

In

1,0

1,0

0,5

1,0

1,0

1,0

L

18,0

36,0

L

6,0

9*
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-   dla §JL2Mf 4  1,  fr/ L 2(Ś ?+h  <  1 (k2  =  k,1  -   1,

«'-  -£

ay = - ;

gdzie A jest  stałą  dowolną.

COS
71  X

=  1  lub -   0)

(4.28)

Tabela 2

[kN ]

Nr

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Pi

11, 4

22, 8

11, 4

91, 3

11, 4

22, 8

11, 4

91, 2

45, 6

45, 6

36, 5

22, 8

2,8 5

22, 8

11, 4

2,8 5

2,8 5

5,7 1

2,8 5

5,7 0

11, 4

91, 2

(xlO 3)

7,3 8

13, 5

11, 5

14, 8

2,8 0

6,6 8

3,8 4

5,6 0

8,9 8

43, 1

18, 0

•  18 , 6

9,3 0

6,6 4

3,8 4

4,7 9

2,3 2

5,3 5

0,8 3

2,6 3

4,0 0

8,0 1

(xlO 3 )

7,3 8

13, 4

11, 5

14, 8

2,8 0

6,6 2

3,8 3

5,5 9

8,2 9

42, 7

16, 6

18, 6

9,2 9

6,6 2

3,8 4

4,8 0

2,3 2

5,3 3

0,8 3

2,6 2

3,8 4

7,6 8

P3

(xlO 2)

8,0 6

16, 8

15, 5

24, 2

6,1 5

14, 7

9,5 3

18, 2

38, 3

36, 5

210

10, 9

2,4 1

8,0 3

5,1 2

8,4 4

6,5 1

15, 5

-  5,3 7

13, 9

30, 2

203

Pl
(xlO 2)

7,1 6

15, 3

14, 7

23, 5

5,3 5

13, 5

8,8 2

17, 6

30, 5

34, 5

193

10, 8

2,2 0

7,9 6

5,0 2

7,1 6

5,3 5

13, 5

4,4 5

12, 6

29, 7 '

191

Pl
(x lO 2 )

3,6 5

3,8 0

11, 2

12, 6

1,8 4

1,9 9

5,3 0

6,6 8

2,2 4

6,1 3

9,4 8

3,8 0

0,7 5

0,9 3

3,6 5

3,5 7

1,7 7

1,8 3

0,8 6

0,9 2

1,0 0

3,8 2

(xlO 2)

3,5 4

3,5 8

11, 1

11, 7

1,7 4

1,7 7

5,2 2

5,8 0

1,7 9

5,7 0

^5,8 7

3,5 8

0,7 2

0,7 3

3,5 5

3,5 5

1,7 4

1,7 7

0,8 4

0,8 7

0,8 7

2,9 2

Pl
(xlO 2)

7,2 7

15, 6

14, 8

24, 4

5,4 6

13, 8 .

8,9 1

18, 5

31, 1

35, 0

198

11, 0

2,2 2

8,1 9

5,1 3

7,1 9

5,3 8

13, 6 ̄

4,4 8

12, 7

29, 9

192

(xlO 2)

7,1 6

15, 4

14, 7

23, 5

5,3 6

13, 6

8,8 2

17, 6

30, 7

34, 6

194

10, 8

2,2 0

7,9 6

5,0 2

7,1 6

5,3 5

13, 6

4,4 5

12, 6

29, 8

191



a

I

&

• c
1
0

X

jb
X

£5

n?

5,
t?

M
O

X

X

c
X

1—ł

X

X

Jrt  O

*  E

I

in
ro

3,3
5

1,6
7

1,8
0

4,6
3

r -
vo

0
00

0
00
1  '

• * "

1,8
0

18
,0

r»
m
0 0

35

ro

10
,9

ro
ro
ro"

1,8
0

37
,0

ro
ro
ro

O
00
T—1

T—1

9,2
6

3,6
0

36
,0

N

29

• < *

OS
0 "

3,3
5

1,6
7

3,6
0

63

T

vo

Y—(

g
T—|

4,6
3

1,8
0

18
,0

ro

OS

10
,9

m
ro 1

14
,4

26

ON

r o
r o
ro

8
m

0

m

37
,0

14
,4

36
,0

,2
9

,6
7

3,3
5

42

0

90

0

ro
VO

O

O"

i n

0

4,6
3

m

0

18
,0

•n

,5
7

OO

,6
7

10
,9

CO

00
0

90

0

ro

ro
CO
f O

8
0

8
tn

9,2
6

90

0

36
,0

vo

29

• 4'

jn

3,3
5

42

0

0
00

VO

' *

vo

20

0

4,6
3

0

18
,0

CO

CO

45
10

,9

CO

CO

0

*"*

VO

O\

rn
fO
ro

80

0

0

37
,0

8
CO

36
,0

0 0

T- H

VD

t—t

26
,8

- —i

0

29
6

r^
VO
VO

8
0

00
00

18
,5

g
T—1

72
,0

OS

45
26

,8
80

29
6

So
vo

0

f- T

00
00
t N

18
,5

80

T—<

72
,0

0

45

i n

i n

13
,3

8
C-"

59
3

13
,3

0
00

<n

14
8

14
,4

14
4

57

0 0

»n
ro
ro

6,7
0

33

rn

0

*"*

vo

O\

ro

CO

8
t ~

8
en

26

OS

8
r o

O
vo
ro

O

68

0

1,3
6

42

0

90

0

63

6

60

ro

80

VD

45

0

0
0 0

CO

0 0

00
VO
0

6,7
0

ro
ro
ro

Q
vo
ro

26

0,

ro

CO

8
o"

8
ro

vo

OS

8
CO

0

36

„.

OS

" *

in
CO
CO

1,3
6

VO

^ H

0
CM

t- -"

i - H

20
45

0

ro
vo

80

0
DO

m

0

0

0,8
4

0

g

rs

O

O
OO

T—1

O

00
¥ - 1

ł - H

80

0
0 0

vo

(N
O

s?
0

0,8
4

0

0

90

0

VO

l - H

0

0
OS

0

45

0

VO

45

0

0
00

r -

-

0

0

r o

O

O

O

vo

OS

ro

O

8
0

8
r o

cN
CO

CN

8
0

0
VD
CO

0 0

0

O

0,8
4

02
6

0

45

0

vo

*"^

CN

0

in
• <!•

0

0

VD

O

O

18

OS

i n

O

r-J
O

2,7
3

05
2

0

45

0

26

OS

0 0

0

45
0

90

0

fl

23

0

0
VO
CO

0

*"*

Ć ŃI
O

6,6
9

0

0

$
0

74
,1

VD

45
0

0

ro
vo
• a-

45

0

0

r>

0 0

00
VD
O

43
,6

ro
00
0 "

8
CO

14
8

ro
ro
CO

90

0

14
,4

37
,0

8
CO

14
4

a

[133]



134  R.  N AG ÓRSKI

N a  podstawie  (4.7) -  (4.9),  (4.17) -  (4.28)  wyznaczono  wartoś ci  krytyczne  parametru
obcią ż enia  P  przyjmując

Em  3 •  107  J^L;  v  =  ł / 6,  ni2  =  1

oraz  «I (  an,  d\ =  d „ , 1I ;  l n ,  L,  L  zgodnie  z  tabeli  1.  Rezultaty  obliczeń  zamieszczono
"w tabeli  2. Dodatkowo w  tabeli  3 podano wartoś ci  miar  sztywnoś ci  (zgodnie  z  numeracją
z  tabeli  1).

Stwierdzono,  że  dla  rozpatrywanych  danych  liczbowych  róż nice  mię dzy  P'{,  P%, P |
oraz  odpowiednio  Plt  P2,  P3  nie  przekraczają >O,l%,  a  róż nice  mię dzy  Pl  i  P\ —  0,5%.
Z  przedstawionych  w  tabeli  2  wyników  wnioskujemy,  że  wartoś ci  P2,  P\  praktycznie
pokrywają   się   (poza P2,P\z  pozycji  9,  11, 21, 22 w tabeli 2). Róż nice mię dzy  P3  oraz  Pl,

P{  są   bardzo  duż e. N atomiast zbliż one  do  siebie na  ogół  wartoś ci  P\ ,P\ ,  P{v/  pewnych
przypadkach  róż nią   się  mało od P 3 , aw  innych przypadkach  róż nią   się  stosunkowo  znacz-
nie, przy  czym najbliż sza  P3  jest wielkość P |  (mniejsza  od P3,  a wię c bezpieczna  z punktu
widzenia  projektowania).  W  rozpatrywanym  przykł adzie  wyniki  przybliż one  są   bliskie
ś cisłym (w ramach rozważ anego modelu) w przypadku  gię tnej  postaci wyboczenia,  a w przy-
padku  postaci  skrę tnej  obarczone  są   wię kszymi bł ę dami.

Zauważ ymy,  że wielkoś ci Pilu/ L   są   dokł adnymi  wartoś ciami  krytycznymi  obcią ż enia
dla prę ta  o długoś ci L  i o przekroju  ptostoką tnym  aty.Ą .

5.  Uwagi koń cowe  #

N a podstawie  uzyskanych  w p. 4 rezultatów  moż na wnioskować,  że  przyję cie  niezależ-
nych parametrów obrotów wę złów w stosunku do parametrów obrotu  przekroju  x  =  const
(por.  (3.1),  (3.13))  ma  istotne  znaczenie  przy  formuł owaniu  jednowymiarowego  modelu
rozważ anego  w  pracy  dź wigara.  Oznacza  to, że  formalne  przeniesienie  hipotez  typu  Bcr-
noulli'ego- Timoshenki- Własowa  z  teorii  dź wigarów  pelnoś ciennych  na  konstrukcje  siat-
kowe może prowadzić  do znacznych  bł ę dów  (por. również  [4]).

Oczywiś cie moż na było przewidzieć,  że  najmniejszą   z wartoś ci  krytycznych  parametru
obcią ż enia  w rozważ anym  w p. 4 przykładzie jest Pt  i moż na ją   ł atwo wyznaczyć  w  sposób
ś cisły  na podstawie  zarówno  modelu  dyskretnego,  jak  również  dwuwymiarowego  modelu
cią głego.  Przedstawiona  analiza  ma  przede  wszystkim  na celu  zbadanie  stopnia  trudnoś ci
rozwią zywania  problemów  statecznoś ci  w ramach zaproponowanego  modelu  jednowymia-
rowego  oraz moż liwoś ci  dalszych  jego  uproszczeń.  Przykł ady  innych,  bardziej  technicznie
interesują cych  zagadnień  statecznoś ci  (jak  np. problemu  utraty  płaskiej  postaci  zginania)
bę dą   przedmiotem dalszych  prac autora. Pełniejszego  wyjaś nienia  wymaga  również  zakres
stosowalnoś ci  omówionego  modelu  jednowymiarowego.
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P  e 3 ro M e

OJtHOMEPHOfi  HEIIPEPŁiBHOKt  MOflEJIH  CETKOOEPA3HLIX

ynpyrax  IIJIACTHHOK

paSoTM   H BJM IOTCH  jiHHeitabie  ypaBHemisi  ycTofttaiBOCTH  npjiMoyronbiioH  ceTi<oo6pa3-

Hoił   njiacTHHKH  Tuna  poersepKa  c  rycroH,  perynapH oii  opToroHanbHoft  ceTKoft  npiraMaTH^iecKHX  one-

MeiiTOB.  3 T H ypasHeHHH  nojiyneH bi  B  pe3y^cBTaTe  npHMeneHHJi  npeflCTaBJieuHoil  B  pa6oTe  [1]  HHejwnoc-

TpOeHHH  OflHOMepHOH  HenpepŁIBHOM   MOPfiSm yCToft^HBOCTH  CeTK006pa3HBIX  noBepXHOCTHblX  CHCTeM.

fljiH   i<OHCTpyi<i(HH  B  cJDopMe  KoHconH  onpefleJieHBi  KpHTH^ecKHe  napaiweTpbi  Harpy3KH  n pn  oceBOM
COCTOnHHH  OKaTHJI

S u m m a ry

STABILIT Y  OF  A  ONE- DIMENSIONAL  CONTINUOUS MODEL
' OF  LATTICE- TYPE  ELASTIC  PLATES

The  paper deals  with  linear equations of stability  for  an  elastic  grid  with  dense,  regular  and ortho-
gonal  lattice of prismatic rods. The equations were obtained by applying  the concept of  the one- dimensio-
nal  continuous model of  the lattice- type surface  structures, presented in  [1]. The critical values  of load  for
the  grid  in the shape of cantilever  in the state of axial  compression were obtained and analysed.

Praca została złoż ona w Redakcji dnia 16 listopada 1983  roku


