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1. Wstep

W pracy tej rozpatrujemy mikropolarny osrodek sprezysto-plastyczny, ktéry moze
przenosi¢ naprezenia zaréwno silowe, jak i momentowe. Osrodek taki moze byé mate-
matycznym modelem np. kompozytéw o strukturze ziarnistej. Wyrézniamy osrodki ze
Zwigzanymi obrotami i ze swobodnymi obrotami. JeZeli o§rodek-jest ze zwigzanymi obro-
tami, to ziarenka moga si¢ obracac o tyle, na ile pozwala im pole przemieszczen. Z kolei,
gdy na ziarna dzialaja momenty, ich obrét okresla zmiang przemieszczen. Uplastycznie-
nie takiego o$rodka podobne jest do uplastycznienia o§rodka klasycznego, z tym, Ze nalezy
uwzgledni¢ wplyw naprezei momentowych. Warunki uplastycznienia dla oérodkéw
Ze zwigzanymi obrotami badali M. Misicu [5] i A. Sawczuk [7].

Jezeli o$rodek charakteryzuje si¢ swobodnymi obrotami, jego zachowanie nie daje sig
sprowadzi¢ do os$rodka klasycznego. W tym przypadku obroty ziarenek kompozytu mo-
23 spowodowa¢ zaréwno zmiany w polu przemieszczet w matrycy jak i byé niezalezne od
odksztalcen, czy przemieszczenn matrycy. Zgodnie z zalozeniami teorii spreZystosci, po
zdjeciu obcigzen, przemieszczenia i obroty powréca do polozed poczatkowych, czyli
stanu naturalnego. W przypadku przekroczenia okreslonych wartosci naprezen silowych
badz (oraz) momentowych, pewien obszar rozpatrywanego ciata lub w przypadku szcze-
g0lnym cale cialo moze ulec uplastycznieniu. Dla osrodkéw ze swobodnymi obrotami
bedziemy mogli wyréznié niezalezne przekroczenie granicy sprezystosci ze wzgledu na
Przemieszczenia, jak to ma miejsce w teorii klasycznej, jak i ze wzgledu na obroty. Wy-
réznimy wigc dwa niezalezne sposoby uplastycznienia czgsciowego i skonstruujemy dwa
kryteria uplastycznienia, a mianowicie kryterium uplastycznienia poslizgowego, gdy
po zdjeciu obcigzen nie znika symetryczna czgs¢ tensora odksztalcenia, oraz rotacyjnego
zwigzanego z nieznikaniem tensora skrecenia i antysymetrycznej czesci tensora odksztal-
cenia. Podobszar o$rodka bedzie ulegal uplastycznieniu catkowitemu, gdy réwnoczeénie
zostang przekroczone wartosci obu kryteridw.

W strefie sprezystej przyjmiemy jako model matematyczny takiego ciala osrodek typu
“Cosseratow, centrosymetryczny, izotropowy i jednorodny. Nastepnie wprowadzimy
odpowiednie kryteria uplastycznienia czgéciowego i catkowitego i wyprowadzimy odpo-
wiednie réwnania konstytutywne w zakresach plastycznych. Nalezy wspomnieé, Ze o$ro-
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dek plastyczny typu Cosseratéw rozpatrywal H. Lippmann [6], nie specyfikujac liczby
kryteriow uplastycznienia; mogla si¢ ona zmieniaé od 1 do 18. W przykladzie przyjeto
2 warunki. Szczegdélowo rozpatrzymy zagadnienia osiowo symetryczne, pokazemy wplyw
naprezen momentowych na powstawanie i zasigg strefy uplastycznienia poslizgowego.

W pracy bedziemy stosowac nast¢pujace oznaczenia [1]: 4, u, «, p, fi, ¢ — stale ma-
terialowe, o, W, Y, %, 1 — tensory, odpowiednio, naprezen sitowych, naprgzei momento-
wych, odksztalcenia, skrecenia i jednostkowy, o4y, sy, Yis» 71y, 0;; — skltadowe powyzszych
tensorow, odpowiednio, 'w ukladzie wspdtrzednych x* (i = 1, 2, 3).

2. Kryteria uplastycznienia
Rozpatrzmy osrodek mikropolarny, centrosymetryczny, izotropowy i jednorodny.
W tym przypadku poczwoérna warto$¢ gestosci energii sprezystej przyjmuje postaé naste-
pujacy:

1
4U = 70'(11)0(11)"‘ = K an= m’duﬂk
: ' 8 2.1)
+— +— -t p
» BanbanT Mgy Mcsy 72y +3P) Hert Bk
Energia ta jest suma energii objetosciowej oraz drugiego skladnika, ktéry jest uogdlnie-
niem energii odksztalcenia postaciowego

U=U,+U,, 2.2)
gdzie

1 1 1
AU, = —SapSap+ —SupSan+ — MapMap,
M & %
2.3)
+ Lm mop+ :
e (PR AF )] 3(2,y+3ﬂ) M g s
tans Ly — odpowiednio symetryczna i antysymetryczna czgéé tensora o skladowych

ti;, si; — skladowe dewiatora tensora naprezen sitowych, m;; — skladowe dewiatora
tensora naprezen momentowych. Dokonajmy rozkladu U, na dwa skladniki

Up = Up1 +Up, (2.4)
gdzie
1
4U‘,1 = 'FS(U)S(U), (25)

jest gestoscia energii odksztalcenia postaciowego poslizgowego oraz

2
—_— 5 2.6
3(2y+3ﬂ)/~¢uﬂkk (2.6)
jest gestoScia energii odksztalcenia postaciowego rotacyjnego. Przyjmujemy warunki
uplastycznienia w nastepujacej postaci:

kryterium uplastycznienia poslizgowego

A N A TN Q2.7)

k 1 1 1
Upz = o SansSant 7m(u)m(,_,)+ — ManMan+
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kryterium uplastycznienia rotacyjnego

Ui < kg AT = Lo (2.8)
oraz kryterium uplastycznienia catkowitego _

U =3 ralbs=dos (2.9)

Powyzsze kryteria spelniaja wszystkie warunki wynikajace z teorii niezmiennikéw.

W osrodkach mikroplarnych, centrosymetrycznych w przypadku modelu sprezysto
plastycznego moga wystapié pod wplywem dzialajacych obciazenn nastepujace strefy:

a) strefa sprezysta, b) strefa sprezysta i uplastycznienia poslizgowego, ¢) strefa upla-
stycznienia poslizgowego, d) strefa sprezysta i uplastycznienia rotacyjnego, ¢) strefa upla-
stycznienia rotacyjnego, f) strefa sprezysta i uplastycznienia poslizgowego oraz rotacyjnego
0 pustym przecigciu stref uplastycznienia, g) strefa sprezysta i uplastycznienia poslizgowego
i rotacyjnego o niepustym przecigciu; wtedy pojawia si¢ strefa uplastycznienia catkowitego,
h) strefa sprezysta i wylacznie catkowitego uplastycznienia, i) strefa catkowitego uplastycz-
nienia.

3. Réwnania konstytutywne teorii plastycznosci odksztalceniowej

W dalszym ciagu pracy bedziemy rozpatrywaé zagadnienia szczegblowe, w ktérych
wykorzystamy teori¢ odksztalceniowa. Dlatego nie bedziemy tu rozpatrywaé réwnan
konstytutywnych teorii plynigcia, a sformutujemy réwnania konstytutywne teorii odksztal-
ceniowej, w poszczegdlnych strefach uplastycznienia.

Zakladamy brak wzmocnienia, izotropowos¢, centrosymetri¢ i jednorodnosé w strefie
sprezystej. Odksztalcenia objgtosciowe sa tylko sprezyste.

3.1. Strefa uplastycznienia poslizgowego. Zakladamy tu, 2e dewiator symetrycznej czgsci
tensora odksztalcenia jest proporcjonalny do odpowiadajacego mu dewiatora symetrycz-
nej czgsci tensora napreZenia sitowego. Odksztalcenia skr¢cenia i antysymetryczna czesé
odksztalcenia sa sprezyste. Przy tych zalozeniach otrzymujemy nastepujace stowarzyszone
réwnania konstytutywne w oérodku uplastycznionym poslizgowo:

2ulyp = (L+@1)sap, 205y = Squsys
Qu+3)yu = o, (3.1

2y = L +L e o
1y ” Han A My 72y +3P) Mk Oy

lub w postaci réwnowaznej

I i+o¢
Lap+Lgp+ 3 Yk Oy =y = ’*’*Is(u)‘i‘

2p Okg 6Us (3-2)

1 |
20 5 30,732
oraz (3.1), bez zmiany.
+@r
2p
materialowym osrodka uplastycznionego; nalezy go wyznaczyé dla kazdego o$rodka
oddzielnie. ¢; — 0, gdy przechodzimy do osrodka sprezystego, Réwniez réwnania (3.2)
staja si¢ wtedy rownaniami konstytutywnymi o$rodka Cosseratéw.

L}, sa skladowymi dewiatora tensora odksztalcenia y, jest wspoélczynnikiem
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3.2. Strefa uplastycznlenia rotacyjnego

dodatkowe postulaty: 4

— roéwnania konstytutywne w ramach symetrycznej czgéci tensora odksztalcenia sa
analogiczne jak w ramach strefy sprezystej,

— antysymetryczna cze$¢ tensora odksztalcenia oraz tensor skretnogietny beda po-
wigzane z tensorami opisujacymi stan naprezenia nowymi zalezno$ciami

= 1 I+¢, fA
Vi = Z"(U)"‘ T3 T 3Gu 3R 015,

e 1_+(pz 1+(pz (1+(Pz),3
—5—Mapt+ % #<U>"m#kk5u,

3.3)

gdzie: 1+¢, jest wielkoscia bezwymiarowa, ktéra wplywa na modyfikacje réwnan
konstytutywnych.. Nalezy ja wyznaczy¢ dla kazdego osrodka oddzielnie. ¢, — 0, gdy
przechodzimy od strefy uplastycznienia rotacyjnego do strefy sprezyste;.

3.3. Strefa calkowitego uplastycznienia. W obszarze uplastycznionym catkowicie przestaly
byé spreZyste zaréwno przemieszczenia, jak i obroty; zostata zaburzona catkowicie struk-
tura materiatu. W strefie uplastycznienia catkowitego obowiazuja jednoczesnie wszystkie
postulaty dotyczace stref uplastycznienia poslizgowego i rotacyjnego, tzn.:

— odksztalcenia objgtosciowe sg sprezyste,

— dewiator symetrycznej cz¢sci tensora odksztalcenia jest proporcjonalny do dewia-
tora symetrycznej czgsci tensora napreZenia,

— antysymetryczna cz¢$¢ tensora odksztalcenia jest proporcjonalna do antysymetrycz-
nej czeéci tensora napreZenia,

— odpowiednie czgéci tensora skrgcenia sa proporcjonalne do odpowiednich czesci
tensora napr¢Zzen momentowych.

Przy tych zatozeniach réwnania konstytutywne dla obszaru o$rodka uplastycznionego
catkowicie przyjmuja postac:

14¢ 1+
Iy, = 3 “sap+ 251 S¢igys
i 1
Ve = ‘Q;maklu 3.4)
1+¢, 1+, (1+@2)p

3y = -t
ij 2‘}’ :u(lJ)+ 2e Mgy 2y(2y+3‘3) Mk 6|'j)

Réwnania te mozemy przedstawi¢ w réwnowaznej postaci:

A tg l+¢, 1 !
G L AT i
3.5
ke 1+, (1+¢2)B &

MKy = i St — e

ij 2,}} Kap 2¢ 22¢8) 2y(2y+3‘3) l’l'kkal.n
@1( ) i p2() sa funkcjami bezwymiarowymi, ktére z chwilg przejscia do granicy tej strefy
ze strefa: sprezysta — daza jednoczes$nie do zera, ze strefa uplastycznienia poslizgowego
@2 — 0, ze strefa uplastycznienia rotacyjnego ¢, — 0. Proponowane réwnania 1acza
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bezposrednio stan naprezenia ze stanem odksztalcenia w postaci skoriczonych zwigzkéw —
spelniaja one zasadg obiektywnos$ci materialowej oraz inne zasady, ktére powinny spetniaé
réwnania konstytutywne (spelnienie tych zasad od razu wynika z postaci rownan — roznig
si¢ one od réwnan w strefie sprezystej tylko wspdlczynnikami).

Zespdt réwnan réwnowagi w polaczeniu ze zwiazkami geometrycznej zgodnosci
wraz z odpowiednim dla danej strefy kryterium uplastycznienia oraz réwnaniami konsty-
tutywnymi stanowi zamknigty uktad réwnan, z ktorego przy odpowiednich warunkach
brzegowych jeste§my w stanie wyznaczyé naprezenia, odksztalcenia oraz zasieg danej
strefy uplastycznienia.

Dla osrodkéw mikropolarnych uplastycznionych jesteSmy w stanie podaé¢ réwniez
postaé réownan konstytutywnych w ramach teorii plastycznego plyniecia [4].

4. Zagadnienia osiowo symetryczne

W przypadku zagadnien dwuwymiarowych i osiowej symetrii odksztalcenia ciata sa
funkcjami tylko promienia i opisane sa przez wektory u = (u,, 1y, 0), ¢ = (0,0, ;)
1 ich pochodne. Réwnania réwnowagi w kazdej ze stref przyjmuja postaé

+Xo =V, (41)

by
O~ Opr+ rz,r+ IL;‘- +Yz = 0.

Uklad réwnan geometrycznej zgodno$ci redukuje si¢ w naszym przypadku do postaci

Yrr— Yoo = 'Yos,rs

4.2
Yo, r — ¥, = _(yr9+y0r)- ( )

W ramach strefy sprezystej réwnania réwnowagi mozna zredukowaé do postaci, ktora
Jest uogélnieniem réwnan Naviera klasycznej teorii sprezystosci [1]:

d? 1 d 1
(2,u+a)(F + TW = r—z)u,+X, = 0],

2 1 d 1 do,
(/l'l'a)(”(?r—z"l'—r**d‘r—“rz )u0—2adr +X9—0, (43)
d? 1 d 2a
'}’+8(F +T*d7)¢z—4a¢z+T(H.Io.,.'l'uo)'l' pa=— 0.

Z takim stanem przemieszczen i obrotéw zwiazany jest nastepujacy stan napreZenia:

Orrs Orpsy 0 0 ’ 0: Mrz
G = | Ogr, Ogo> 0 s ,u = 0 ’ 0 ’ 0 ) (4'4)
A0 PN Qe s Mz, 0, 0
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gdzie

5 i
O = Rt Dty o+ —thr, O = (2,u+2)-’1:-u,+lu,,,,

1 U U
}'(ur.r+7ur), Oy = ,u(uﬂ,r—To)+a(llo_r+78)—2a(pz,

Ug 1
Cor = W u,,,,———’_— —a ue,,+7uo +2ap,,
— (7—8)‘7’: rs Hpz = (7+€)<Pz re

Obszar o$rodka ulegnie uplastyczmemu, gdy spetniony zostanie jeden z warunkéw upla-
stycznienia:

GZZ

(4.5)

a) poélizgowego

1 2 2
(Grr = 600 + O"'z o'rr Oggp— Opr Oz — Ogp O'zz) + _4_ (0',»0 i O'g,.) = 2,“k 9 (46)

b) rotacyjnego
1 1
‘7(,urz +,uzr)-2+ _6"(:“"—',“")2 = 812) (47)

c) calkowitego, gdy réwnoczesnie sa spetnione warunki (4.6) i (4.7).

Stowarzyszone zwigzki konstytutywne w ramach teorii plastycznosci odksztalceniowej
przyjma postaé

a) w strefie uplastycznienia poslizgowego

(y+€)%rz = Upzy Hzp = 0)

l+o 1 1+ 1

Vor = —2”—1—0'(0,)+ EO'(O'), Yo = T(plo'(re)'i‘ Ea(rl)))
1+ 1 '

Yer = & L (20, —0pp— 022) + m (00 +00+022), (4.8)
1+

= (204 — 0, —0 )+——1——
Yoo = 6,[4 00 rr zz 3(2”_’_32) (O'rr+0'00+o'zz))

1+
Y2z = 6;1 (2021 0'06)+

1
3(2 at 31) (O'rr + oo + Gzz)

b) w strefie uplastycznionej rotacyjnie otrzymamy

N
MY rr = Opr 2Iu+3}. Ot 6Gppt+0;;),
2 =5 ———}'—(O'rr+0'oo+0' )
HY 00 60 2[u+31 zz)>s
Sy T P T
HYzz = Ozz 2”_‘_31 rr 0'08+0'zz))
: 4.9
1 14 ¢, W
29,9 = '[;‘—U(ro)'l' Croy»
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1+, 4.9)
o

20 = Lor + o
Yor P (0r) {0r) > [c d.]

14+, 1+ ¢,

2Mrz 3 H(rz) +

Bérzys Ao = 0;
c) w strefie calkowitego uplastycznienia

I+, 1
yrr - 2/1. 3 (20" 0

zz)+ (Grr+600+ozz))

1
3Qu+3%)

1 + 1
Yoo = L (20000, —05) + m (0 +0g+0..),
g G 1
YVzz = 6/1. B (2022 000)+ 3(2 +31) (orr+000+ozz), (4 10)
1+ '
VYo = 2:)1 et —2—10'00),
1+ 1
Yor = 2;1 r) ik 2 G(Or),
1+¢ 1+¢
Xrr 2}, 2 (rz)+'Tzlu’(rz), Har = 0.

5. Wplyw naprezen momentowych na powstanie strefy uplastycznienia poslizgowego

Rozpatrzmy gruboscienny nieskonczony €ylinder znajdujacy si¢ w pewnym polu mikro-
polarnych momentéw objgtosciowych Y = (0, 0, ¥,) przy jednoczesnym braku sit obje-
tosciowych dzialajagcych na niego oraz wszelkich obciages dzialajacych na jego wewngtrznej
pobocznicy. Przyjmujac do opisu walcowy uklad mlrzednych przy dodatkowym za-
" lozeniu o niezaleznosci przyczyn od kata 6 i zmiennej z otrzymujemy, e cylinder bedzie
znajdowal sie¢ w plaskim stanie odksztalcenia przy dodatkowej osiowej symetrii. Przyj-

mujac y, w postaci H lué’— zespol przyczyn mozemy przedstawi¢ w postaci:

Gﬂ‘(a) = 0,
tez(@) = 0,
O'ro(a) = 0,
X = (0’ 0, 0)’

Grr(b) = 0’
,u'r:(b) = 0’
oy .1
= (0, 0, Yz)’

W strefie sprezystej wektory przemieszczenia i obrotu wyrazaja sie nastepujaco u = (0, #,,0),

% = (0,0, ¢), gdzie

20 H 1 1
A21+ B2+ ( o ) Alll(nr)‘*'BlKl(nl)_m—2—"(11177"— ?):I, (5 2)
1 H 1 '
e e R p e (lods— HIn B
Pz 7 Ay Io(nr) 7 BlKo("?") G+ o nnr+ e (4ad, nnb)
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4a‘u
T wra+e)
Io(), I,( ) sa funkcjami Bessela urojonego argumentu, zerowego i pierwszego rzedu,
Ko( ) i K () funkcjami MacDonalda. PowyZszym wektorom przemieszczenia i obrotu
odpowiada nastgpujacy stan naprezen silowych i momentowych:

A;, Bi(i = 1, 2) sg statymi, ktére wyznaczamy z warunkéw brzegowych, 2

00 = 2Bt (4 2[4, L+ B K~ - + - In(orh),

+e&
o = —2By0r — VT (A Ly () + B K, ()] +

4a H (1 i
+m[Axlo(ﬂf)—BlKo("}")]—T(T +In(y "b): (5.3

(r+e)4: 1, (yr) + B Ki(nr)—

et
ths o+ o’

#”=W—®MJ&W+&Kmm_RVg$7L

Rys. 1

Przyjmujac konkretne wartosci stalych materialowych oraz promieni wewngtrznej i zew-
netrznej pobocznicy walca a = 03,1 b = 1,0
A=103, E=2-10% =01, &=02, 3=2-10°, s=0,1,
gdzie
_ y@y+3B Nre'l
R A 2(y+8)°
otrzymujemy nastepujace wartosci liczbowe dla pozostalych stalych materialowych i sta-
tych calkowania:
y =8333, 22=479-10"% u=1,69,
A, = —15,07, B; =0,0587, B, = 135,46.

Wykresy naprezen silowych i momentowych dla a = 0,3, b = 1,0 pokazano na ry-
sunkach 2 - 5.



Wb

0 3 016 1,0
|
Ty IEmma =il e———A =L 2]
-200— - .’ =4
= 5
e |
o
o
-300—— = —u
P =
-500
Rys. 2
r/b
1002 Q3 0,6 10
-300 Pl
36,
=
3
-500 /
-700 ..,/
Rys. 3
200 TN\
T
ot
=1
100
N
0
a3 0
l/(:)’s x
Rys. 4
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03 0,6 08 10

-100}——

-200

-300

(/2H( gg+ 05,)

-400

-500

=600

Rys. 5§

Z uzyskanych wynikéw widac, 2e (0,0 0,,) jest funkcja ujemng osiggajaca dla g €
€ (0,3, 1,0) minimum. Powoduje to, Ze energia odksztalcenia postaciowego posli-
zgowego redukujaca si¢ w tym przypadku do:

1
Uy, = —87(dr0+0'0r)2 “.19

w ramach strefy sprezystej jest funkcja rosnaco-malejaca, osiagajaca maksimum dla
r = . Oznacza to, zgodnie z przyjetym przez nas kryterium uplastycznienia poslizgowego,
ze jesli wezedniej nie pojawi si¢ w cylindrze uplastycznienie rotacyjne, to dla odpowiednio
duzej wartosci H dla r = o (warto$¢ promienia dla ktérego u, osiaga maksimum) po-
Jawi si¢ strefa uplastycznienia poslizgowego, ktéra wraz ze wzrostem wartosci H bedzie
rozwijala si¢ w kierunku wewne¢trznej i zewngtrznej pobocznicy cylindra. Przyjmujac

k= ;

el vl O r g . . _
102 '/a, = 100 uzyskamy, Ze dla H = 2,06 10> energia odksztalcenia posta-

Up, ==
20000

15000 /
10000 /
A\

Rys. 6
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ciowego poslizgowego osiagnie warto$¢ krytyczna oznaczajaca pojawienie sig strefy upla-
stycznienia poslizgowego, natomiast dla H < 2,06 - 10~° energia odksztalcenia rotacyjnego
redukujaca si¢ w tym przypadku do wyrazenia'

1 1
S_a (Grﬂ i Gﬂr)z (ﬂrz + ﬂzr)z 6 (,urz l‘tzr)2 (4. l 5)

nie osiggnie nigdy wartosci krytycznej lo = 2-1072, co oznacza niemozno$é powstania
w oérodku strefy uplastycznionej rotacyjnie dla H = 2,06+ 105,

Taki zespdl obcigZen jest wigc ilustracjg stwierdzenia, ze w wyniku dzialajacych ob-
cigzen typu momentowego mozemy w osrodku uzyskag strefe uplastyczniong polizgowo,
przy jednoczesnym braku strefy uplastycznionej rotacyjnie.

6. Wplyw mikropolarnych momentéw obj¢tosciowych na zasieg strefy uplastyczmionej
poslizgowo

Rozpatrzmy dwa identyczne geometrycznie i materialowo gruboscienne nieskoniczone
cylindry, z ktérych na jeden dziala tylko ci$nienie wewnetrzne, na drugi natomiast dziala

to samo ci$nienic wewngtrzne oraz dodatkowo znajduje si¢ on w polu mikropolarnych
o . b
momentéw objetosciowych Y = (0, 0, y,), gdzie Y, = HluT.
Wprowadzajac walcowy ukiad wspéirzgdnych przy zatoZeniu niezalezno$ci przyczyn
od katu 6 i zmiennej z otrzymujemy w obu przypadkach plaski stan odksztalcenia przy
dodatkowej osiowej symetrii. O o§rodku zakladamy dodatkowo, Ze jest niescisliwy. Ze-
spol warunkéw brzegowych odpowiadajacych naszym zaloZeniom jest nastgpujacy:

I Grr(a) = —-p, Grr(b) = 0, I 0',.,.((1) = =D, Grr(b) = 09

o(@) =0, uy(b) =0, oe(a) = 0, u(b) =0,
O't'z(a) = 0, Grz(b) = 0, Grz(a) = 09 Grz(b) =0
ﬂrz(a) = 0, ﬂrt(b) = 0, ﬂrr(a) = 0, . ﬂrr(b) =0
ﬂrﬂ(a) T 0, ﬂrﬂ(b) =0 ﬂrﬂ(a) = 0,' !"rO(b) =0
l"rr(a) =0, ,urr(b) =0 ,urz(a) =0, .urz(b) =0
=(0,0,0) Y =(0,0,0) X=(0,0,0, Y=(0,0,Y;)
o T '
r

Obcigzenia dzialajace na cylinder I nie wywoluja efektéw mikropolarnych [3] — zacho-
wuje si¢ on jak o§rodek klasyczny, a wigc rozwigzanie w strefie spreZystej przyjmuje znana
postaé [2]:

pazb?r i pa? o
=), 2t Do —ad
a a? b2
P bf—az( ) = 52 a2(1+_—) (6.2)
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Uplastycznienie rozpoczyna si¢ od wewnetrznej pobocznicy walca. Warto$¢ ciénienia,
dla ktérego zaczyna si¢ pojawia strefa uplastycznienia poslizgowego, wyznaczamy ze
wzoru

1 .
Upy = @(a"—«roo)2 = k?, (6.3)
podstaw1ajqc w nim r = a. Wynosi ona [2] p, = —l 2# (b>—a?). Przyjmujac nastepnie

wartodci stalych materialowych
E=2-10% 5=2-103, a=0]1, A=05 #£¢=02, &=0,1,

skad
@=66-10° -y =283333, n?=4,79-10"%

12

! S

T

08—

)

0L

(g

02

0
-02

* /
Orr

' LR 7

Rys. 7

1 podstawiajac wartosci promieni pobocznic walca @ = 0,3, b = 1,0, otrzymujemy warto$c¢

cinienia po = 1,06- 103, dla k = 3103 '/1 Dia p < po caly oérodek jest sprezysty,

U

dla p > p, pojawia si¢ strefa uplastycznienia po$lizgowego, o promieniu zaleznym od p.

Wykorzystujac rozwigzanie [4] dla p > p, otrzymujemy nastgpujace réwnanie na za-
sigg strefy plastycznej

2kb21/ﬂln% = pb*—bky 2y +koV 24 . (6.4)
Podstawiajac do réwnania (6.4) przyjete wartosci @ = 0,3, b = 1,0 otrzymamy

] p 1
an = 2+—: — 1 0 (6.5)
AR T e R

skad dla p = 2,1-10® otrzymamy ¢ =~ 0,52.
Rozpatrzmy teraz drugi przypadek, gdy na cylinder dzmla_]q ci$nienia wewnetrzne
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oraz momenty objgtosciowe. Rozwigzanie ukiadu réwnan z warunkami brzegowymi
(6.1);; przyjmie postaé nastepujaca:

1
u, = A3r+733,

1 20 H 1 1
= —_ _——_-— — l r =il i
Uy = A,r+ rBz G [Alll(nr)+BlK,(1}r) TFs 2r(( nyr 2)] -
H H
N@: = Ay Io(nr)— B, Ko(nr)— W oy Inpr+n|4,- *4‘1“7}[? :
U, = @p = g = 0,
ngs
/,
05 /f/
2
% E Eae: i
/|
02 1:
ot {
03 %08 08 0
/b
Rys. 8
oraz
1 H 2 : Jid
o= (y+ 8)—’;[141 Ii(qr)+ B, K (nr)+ leln(ﬂ rb)—1] —2Bzﬁ,
4o . H
el — B, K — —[1 4 2In(n2rb
Gor @t o [4; Iy(nr)] 1Ko(nr)] 4 [1+2In(n*rb)]
+
=} Vr = [AxIl’](")+BxK1(7I")]—2Bz—:,u7,
1
Oy = 2# (AS——r?B3)+2}~A3, (67)

Ogp = 2(Il+a)A3+ 72—(2[1‘"1)33,

20:: = Cpr+ G0,
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o = o o B~ | e

N (y—s)[Alfl(nr)+B1Kx<nf>—% <y+—ls)772_]’

gdzie stale 4;, B;(i = 1,2) wyznaczamy z warunkéw brzegowych.
Jezeli wartosci stalych materiatowych beda takie same jak w przypadku I, to funkcje
a,r 1 0y nie ulegna zmianie. Wykresy funkcji 0,4 1 p,, przedstawiamy na rys. 9. Latwo

zauwazyé, ze dla p < py, nawet bliskiego p,, oraz H < 103, wartoéci napreZen o, i oy
sg duzo wigksze od wartosci naprgzen o, i oy, .

r/b
0 0,3 08 0

-100—
/

-300—————— ~/
-400

-500

Rys. 9

Gdy na cylinder dziala tylko ci$nienie wewnetrzne, energia odksztalcema postaciowego
poslizgowego wyraza si¢ wzorem

p2a4b4

1
Uy, = W(Grr—aw)z = =) (6.8)

Jezeli na ten sam cylinder dziala ci§nienie p oraz dodatkowo mikropolarny moment obje-

tosciowy Y, = Hln%, energia ta przyjmie posta¢ nast¢pujaca:

1 1
Upl = _87 (Grr il 006)2 + —8_#_(0"04- UOr)z =
p2a4b4

i : (6.9
i 2
= 2ur*(b2 —a?)? + 8u (0704 00,)%.

Ze wzgledu na to, Ze ci$nienie dziatajace w obu przypadkach jest takie samo, energia
poslizgowego odksztalcenia postaciowego przyjmuje wyzsze wartosci, gdy dzialaja do-
datkowe mikropolarne momenty objetosciowe. Wynika stad oczywisty wniosek, Zze upla-
stycznienie poSlizgowe w walcu poddanym dzialaniu objetosciowych momentéw mikro-
polarnych zostanie osiggnigte przy nizszych wartosciach cisnienia dzialajacego na po-
bocznicg walca.
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Zat6zmy, ze strefa uplastycznienia poslizgowego wystepuje, tzn. p > p,.Dlap =
=2,1-10% oraz Y, = Hlné, H = 1077 wyznaczymy zasi¢g strefy uplastycznienia w obu
przypadkach, gdy dziala wylacznie cisnienie wewnetrzne i z dodatkowo dzialajacymi
momentami mikropolarnymi.

W obszarze uplastycznionym poslizgowo otrzymamy nastgpujacy uklad réwnan
(réwnowagi, geometrycznej zgodnos$ci odksztalcen, kryterium uplastycznienia, oraz
réwnania konstytutywne):

Crr— 000_ ™

G rt+
rr,r r

Oro+ Ogr

Gro.r+ >

=0,

Gro— Gor+/"rz.r+

”7+Hln£ =0,
r r

Yer— Yoo = T'Yoo,r
FYor.r— 1%z = —(Vre‘*')’o.-),
(0rr— 000)* + (00 +00)* = 8k?u,

1+

Ver = 2:) L (Gpr—T0), (6.10)
1+

Yoo = 2:)1 (0—0w),
1+ 1

Yro = Tq)lo’(ro)‘*‘ —ﬂd«ow

1
Rel=— r " 0¢or)>»
Yo 2” 0(0)+ 2 <or>

Mrz = (7+€)’¢.-z,
fozr = (y—e)”zn

. 1 1 1
gdzie U, = = (00— 00)* + 573 (rz+ ) + EYY (=) 1

Ze zwigzkéw (6.10),_; otrzymujemy
O — Co0 = _';o'rr.r’ |
—r0ys,r = Owt0g, (611)
20’(,.9) = 20,0— 20’(,.0) = 20',.0 +row,,.
Podstawiajac zwigzki (6.11) do pozostalych réwnan ukladu oraz zastgpujac odksztalcenia

przez napreZenia w zwigzkach geometrycznych zgodnos$ci otrzymujemy nastgpujacy zre-
dukowany uklad réwnan:

20,9+ 10, r + oz, r + ’“r” +Hln-f~ =0, (6.12)

19 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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8k?
(Grr.r)2+(000.r)2 = r—zlu, (612)
- [ed.]
_Mro'"r= r[l+(p1 rg'" r]
2p ’ 4 "L
1+, 1 1 . 2u: _ 4o,
[ 2Iu 10',0,,-+ ~ 0'(,-0)+ s l'O'o,-.,-jIJ'i‘ ’y+8 = 4 0.0,r-

Uktad powyzszych rownan udaje si¢ sprowadzi¢ do jednego nieliniowego réwnania réz-
niczkowego zwyczajnego na zmienng f,.:

8)uk2C"(r3,urz.rr—rz,urz.r+r,urz +4D) I ,ur:

H 273/2 g
[8,uk2r4— (—rz,u,,_,+r,u,z-i-_r27 +2D1) ] *

(6.13)

__L F T O S
b 4a ,urz.rr r/"rz,r I‘2 ,urz T .

Po rozwigzaniu réwnania rézniczkowego (6.13) rozwigzujemy kolejno réwnania ukiadu
{6.12);, (6.12); i (6.12),. Réwnanie (6.13) mozna zlinearyzowaé, sprowadzajac je do li-
niowego réwnania rézniczkowego zwyczajnego o wspodlczynnikach funkcyjnych. W tym
celu nalezy wykorzystaé fakt, ze dla H = 1077, ¢,,,, > 0,9, ,. Otrzymujemy w ten spo-
s6b rownanie

C 1 )dzm ( C 3 )dm 2m 4CD H
— S O = LISy Hie— L L
V2ukr? dr® V2ukr®  2ar] dr  y+e  V2ukeS  20r

===,

6.14)
gdzierm = u,., C, D — stale catkowania.

Dla bardzo malych wartosci H zwigkszenie zasi¢gu strefy uplastycznionej poslizgowo
mozna wykazaé w sposéb uproszczony. Przyjmujac, ze dla zadanych obcigzen p oraz
H suma 0,5+ 05, jest mala wohec roznicy o,.— 0y Oraz zakladajac pewna warto$¢ staty
G40y, = Ag = —2,7- 1077 (na przyklad) latwo zauwazymy, ze zamiast rozwigzywaé
pelny uklad réwnan (6.10), mozemy poprzesta¢ na wykorzystaniu pierwszych dwoch
réwnan réwnowagi oraz warunku plastycznosci:

Orr— Ogo
0rr.r+ —I‘— = 0’

0r0,r+% = 0) (6.15)
(o'rr_d)go'i'/l(z) & 8,“k2

Rozwigzaniem ukiadu réwnan (6.15), po uwzglednieniu warunkéw brzegowych, jest na-
stepujacy uklad funkeji:

Gor = Y Buk2— A3 ln% -p, (6.16)
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[cd]

Gp = —Aoln»%, Oy = Ao(ln%+l),

okre$lajacy rozklad naprezen w ramach strefy uplastycznionej poslizgowo.

W celu przyblizonego wyznaczenia zasiggu strefy uplastycznionej poslizgowo znajdzie-
my wpierw rozklad naprezen dla strefy sprezystej otaczajacej strefe plastyczna, a nastgpnie
wykorzystamy wyraZenie na energi¢ odksztalcenia postaciowego poslizgowego, ktéra
w strefie sprezystej osiagnie warto$é krytyczng dla r = o. W naszym przypadku réwnanie
na poszukiwany promien przyjmie postaé

2
4(]/8,uk2—/18 lnf—[—p) b* = (8uk*—A3)(b*—0%)?, (6.17)
czyli, dla a = 0,3, b = 1,0
Y 8uk?— A3 m—‘;— =p+ %(92—1)V§,7k2—/13. (6.18)

Poréwnujac powyzsze rownanie z rownaniem (6.5), widzimy, Ze rézni si¢ ono od niego
tylko wspélczynnikiem przy p, przy czym w réwnaniu (6.5) wspolczynnik ten jest mniejszy.
Wynika stad, Zze wyznaczone w tym przypadku g jest wigksze niz poprzednio, tzn. dla cy-
lindra, na ktory dziala tylko ci$nienie. Przyblizajac o,,+ 0, przez najmniejsza wartosé
sumy otrzymujemy juz efekt, wskazujacy na zwigkszenie zakresu strefy uplastycznionej
poslizgowo- w wyniku obcigZen objetoSciowych momentami mikropolarnymi. Zmiang
zakresu strefy uplastycznienia pokazalimy na rys. 10.

'! 11

\ /V/\§
Eisy )@m S~
]
bl L e !

y
/ / 1 ~

/ '
cﬁ1/H,/

i y/
/

gP1/H

b

Rys. 10

19*
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Pesilome

AKCHAJIbBHO CUMMETPHUUHBIE 3AJAUN MUKPOIIOJIIPHON TEOPUUN
INIACTHUYHOCTH

B pamkax cpex ¢ cBOGOTHBIMI BHYTPEHHBIMH O0OPOTAaMH MBI DACCMATPHBAeM YNPYro-NJIacTHUECKHe
LMJMHHAPHUYECKHE Tena. Cpefa IepeHOCHTh TAKYKe MOMEHTHbIE HanpskeHusA. IIpeRcTaBieHbl yCIOBHA
TEKYUYECTH, ONpEAENAIOIINE YPAaBHEHHA, 4 TaKKe YPDaBHEHUA aKCHAJIBHO CHMMETPHUHBIX JBYXMEDPHLIX
3a7a4 I YOPYro-IUIacTHYeCKHX Tell. KaK uacTHBIH ciiyvail Mbl pacCMaTpUBaem BJIMSIHHE MUKPOTIOJISD=
HbIX MacCOBBIX MOMEHTOB HA pasMep IUIACTHYECKO! 30HBI.

Summary :
AXIALLY SYMMETRIC PROBLEMS OF THE MICROPOLAR THEORY OF PLASTICITY
Within the frames of the continuum with free rotations we consider elastic-plastic cylindrical bodies.
The continuum is capable of carrying moment stresses. We present yield criteria, constitutive equations,

and the equations for the axially symmetric problems of two-dimensional elastic-plastic bodies. As a spe-
«ial case we discuss the effect of micropolar mass moments on the extent of the plastic zone.

Praca zostala zloiona w Redakcji 26 stycznia 1984 roku



