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1. Wstep

Istotnym zagadnieniem z punktu widzenia analizy konstrukeji jest okreslenie mozli-
wosci utraty pozadanego ksztaltu przez element konstrukcji poddany dziataniu obcigZen
zewnetrznych. Ta zmiana ksztaltu moze byé rozumiana w sensie dostownym (np. wy-
puklo$é powlok, wybaczanie pretéw Sciskanych itp.), jak rowniez i jako przewezenia po-
wstajace w pretach i plaskich probkach ze stali poddanych rozcigganiu.

Zagadnienie to rozwiazywane jest na gruncie teorii bifurkacji, ktérej podstawy sfor-
mulowal Hill w koficu lat 1950-tych, a w pracy [1] dokonat syntezy dotychczas uzyskanych
wynikow.

Wiele prac dotyczy analizy elementéw konstrukcyjnych znajdujacych si¢ w plaskich
stanach naprezen lub odksztalcefi. Autorzy pracy [2] rozwazaja zjawisko bifurkacji po-
wstajagce w plaskich préobach rozciagania w materialach sprezystych i sprezysto-plastycz-
nych. W zaleznosci od parametréw charakteryzujacych material rozdwojenie moze wy-
stapi¢ w dwoch postaciach: 1) w postaci geometrycznej (diffuse mode), gdy punkt bifur-
kacji wystapi dla naprezen ‘nizszych od wywolujacych maksymalne obciazenie probki;
2) w postaci zlokalizowanego przewezenia (localized shear mode), gdy material prébki
traci stateczno$é. Uzupelnieniem [2] jest opracowanie [3] dotyczace plaskich préb sciskania,
gdzie bifurkacja objawia si¢ wygieciem prébki (diffuse mode).

Problemem rozdwojenia w przypadku dwuosiowego stanu rozciggania cienkich pré-
bek metalowych wykonanych z materialu sztywno-plastycznego ze wzmocnieniem zajmo-
wano si¢ w pracy [4]. Autorzy uogdlnili deformacyjna teori¢ plastycznosci na zakres
duzych odksztalcen przy uwzglednieniu hipotezy, ze w procesie aktywnego obciazenia na
powierzchni plyniecia pojawiaja si¢ naroza [5]. Dla przyjetego materialu z potegowym
wzmocnieniem zbudowali oni model hypoelastyczny, przy wykorzystaniu ktérego okre-
$lili stan obcigZenia charakteryzujacy powstanie zlokalizowanego przeweZenia w proébce.

W zakresie zagadnien czystego zginania w pracy [6] rozwazono mozliwos¢ wystapienia
rozdwojenia w oparciu o dwa modele konstytutywne: hypoelastyczny [4] i hyperelastyczny
wynikajacy ze zwigzkéw nieliniowej sprezystoéci. Zginana plyta wykonana jest z materiatu
sprezysto-plastycznego scharakteryzowanego powyzej granicy plastycznosci krzywa po-
tegows. Dla tak przyjetego prawa autor analizuje zjawisko bifurkacji zaznaczajac, Ze juz
przy niewielkich krzywiznach zgiecia w pewnych obszarach konstrukcji nastepuje odcia-
Zenie, tzn. proces obciazenia konstrukcji nie jest procesem aktywnym.
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W niniejszej pracy w odréznieniu od [6] przyjeto, Ze material sprezysto-plastyczny
scharakteryzowany jest liniowym wzmocnieniem, spelniajac w ten sposéb wymagania
aktywnego obciazenia konstrukcji. Rozwazania przeprowadzono dla modelu hypoela-
stycznego, dla ktérego autorzy [4] dopuszczajg alternatywng mozliwo§é wprowadzenia
innego prawa wzmocnienia niZ potggowe. Dla tak poczynionych zalozen wyznaczono
krzywizny krytyczne odpowiadajace pojawieniu si¢ pierwszych punktow bifurkacji w za-
leznosci od parametréw definiujacych przyjety materiat: modulu Younga, granicy plastycz-
nosci i wspotczynnika liniowego wzmocnienia. W rozwazanym przypadku zginania pasma
najpierw pojawia si¢ krotkofalowe powierzchnie rozdwojenia w postaci zamarszczenia
si¢ strefy $ciskanej. Podobnie do schematu wprowadzonego w [2] podzielono obszar roz-
wazanej konstrukcji na podobszary w zaleznosci od tego, czy réwnanie podstawowe ma
rozwiagzanie w zakresie eliptycznym, czy parabolicznym. W przypadku gdy wspoétistnieja
rozne podobszary, wykreslono linie charakterystyczne. Uzyskane rezultaty poréwnano
z wynikami pracy [6].

2. Sformulowanie problemu

2.1. Kryterium dwoistoscl. Zal6zmy, Ze polozenie punktu materialnego ciala jest okreslo-
ne przez wspdirzgdne konwekcyjnego ukladu odniesienia. W konfiguracji poczatkowej
cialo ma objetos$¢ ¥, i powierzchni¢ F,, a wspéirzedne ukladu konwekcyjnego oznaczymy
X%, jego za$§ kontrawariantne tensory metryczne GX-. W konfiguracji aktualnej, w chwili
t, wspolrzedne tegoz ukladu oznaczymy x!, tensor metryczny c', a objeto$é i powierzchnie
ciala odpowiednio przez Vi F.

Zakiadamy, ze proces deformacji ciatla opisany jest parametrem prostego obciaZenia
lub przemieszczenia 4, ktérego warto$é w szczegdlnym przypadku zalezy od czasu. W chwili
przyjetej za poczatkowa na czesci ciala F§T dzialaja martwe sity pow1erzchmowe T X, o)
= Ao TE\(X), a na czgéci F§¥ dane jest.pole przemieszezen UK(X o) = Ao UL(X). A, 0zna-
cza tu poczatkowa warto§é prostego parametru obciaZenia T(s)(X ) lub przemieszczenia
(7,‘{’({(). Zadane obciaZzenia i przemieszczenia zewngtrzne na F, wywolujag w rozwazanym
ciele stan naprgZenia, ktéry w opisie Lagrange’a okreslamy I lub II tensorem napre¢Zenia
Pioli-Kirchhoffa odpowiednio T7¥(1), S¥X(A), a stan odksztatcenia tensorem Greena
Ex;(4). Przyjmujemy, ze w trakcie wzrostu parametru A od wartosci 0 do 4, rozwiqzanie
w naprciemach i odksztalceniach jest jednoznaczne. Oznaczymy je symbolami T"‘(}.)
SKL A, EK,_(}.) 1 nazwiemy rozwiazaniem fundamentalnym.

W zagadnieniu bifurkacji interesuje nas, czy wzrost deformac;ji jest opisany jednoznacz-
nie. Zatozymy wiec, ze parametr 4 wzrasta od wartoscn Ao do Ao+ Adr. Pociaga to za soba
wzrost rozwigzania fundamentalnego o wielkosci vy, (T") (S"") i (E,\,_) Przyjmu- -
jemy, 2ze dla rozwaZanego stanu deformacji i poziomu naprezen mozliwe jest wystapienie
rownlez mnego rozw1qzan1a przyrostowego, ktére nazwiemy bifurkacyjnym i oznaczymy
'vx, (T") (S"") i (EKL) Woéwcezas réznice pomigdzy tymi rozwigzaniami wyraza si¢
zwigzkami:
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A o

[ 42y = ve—7x

| AY{’L A (%L)_(%L)

i ASKL = (gxl_)._(s"xl_).’
IAEKL = (EA‘KL).—(EOKL).'

Dla rozwazanego przyrostowego problemu brzegowego mozemy sformulowaé zasade
prac przygotowanych w poniZszej postaci [1]:

@.1)

IATLAVLdF= f(ASKLAEKL‘*'-OS'KLAVM.KAV%)‘IV’ 2.2)
Vo

Fo

gdzie AEy, wyraza sig:

Ay = (@14 AV 0+ - 044V 1+ TS AV ). 23

*Zasade (2.2) mozemy zapisaé poshigujac si¢ wielko$ciami odniesionymi do bazy konwek-
cyjnej w stanie zdeformowanym ciala o powierzchni bocznej F i objetoéei V. Otrzymujemy
wolwczas:

[ AT dv,dF = [ (A114d,+ (Y10, dvm)dv . 2.4)
F 14

T oraz vy 83 ode\'zviednio przyrostami sil powierzchniowych i predkoéeia przemieszezen.
tY jest tensorem naprezen Kirchhoffa, ktérego skladowe znajdujemy z zaleznosci:
£ = xlpxd, S¥L, 2.5)

waznej dla o§rodkéw niescisliwych. Pochodna konwekcyjna tensora Kirchhoffa zwigzana
jest z pochodna II tensora Pioli-Kirchhoffa wzorem:

i = x.ixx.JLSKL, (2.6)
a tensor predkosei deformacji dy; z tensorem Exy, zaleznotcia:
dyy = X5X5Exe. @7

W zwigzkach (2.5), (2.6) i (2.7) x'x oraz X% oznaczaja gradienty deformacji.
Jezeli do (2.4) wprowadzimy zwiazek konstytutywny o ogdlnej postaci:

P= BT (2.8)
gdzie BV charakteryzuje materiat w konfiguracji aktualnej, a
: .
dy = 7(711.1 +25,0), 2.9)
to otrzymamy funkcjonat:

F(a, Av,) = f(B”‘"Ad,,AdM+t°"’Av,,,,Avf',)dV. (2.10)
V%

Funkcjonat ten jest dodatnio okreslony dla jednoznacznego rozwigzania rozwaZanego:

17 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84
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przyrostowego problemu brzegowego. Jesli dla pewnej wartosci krytycznej 4, spetnione
zostana warunki zerowania si¢ funkcjonahi F oraz jego pierwszej wariacji:

F(y, dv,) = 0, @.11)
0F(Ay, Av,) = 0, (2.12)

to rozpatrywane zagadnienie wzrostu deformacji traci jednoznaczno$é, a tym samym
zwiazki (2.11) i (2.12) okreslaja punkt bifurkacji. v, oznacza tu funkcje wlasna odpowia-
dajaca Ag. :

2.2. Charakterystyka materialu. Rozwazania dotycza konstrukcji wykonanych z niedci-
{liwych materialow plastycznych scharakteryzowanych liniowym wzmocnieniem powyzej
granicy plastycznosci. Najogélniejsza posta¢ réwnania konstytutywnego dla osrodka cig-"
glego w konfiguracji odksztalconej wyraza si¢ zwiazkiem dewiatorowym:

(tri.l)VJ = Al'.lkldk“ (2.13)

gdzie (¢")¥' jest pochodna Jaumanna dewiatora naprezenia Kirchhoffa. 47 jest tenso-
rem charakteryzujacym wlasnosci materialu w stanie deformacji, ktéry przyjmujemy w na-
stepujacej postaci [4]:

R 4 2 1iJ Lkl
AR = h[%(c""c"+c“"c")—%(l— i) 7 e ],, (2.19)

h o2

. = 2 g : - -
gdzie A = %Es, h= ?E,, a o'V sg skladowymi dewiatora napreZzenia Cauchyego, nato-
miast E; i E, odpowiednio siecznym i stycznym modulem wzmocnienia, ktére otrzymu-
jemy z krzywej naprezenie-odksztalcenie dla jednoosiowego rozciagania w punkcie okre-
$lonym zalezno$cia:

5 L

0 = 7(02 i), (2.15)

gdzie o; sa wartoéciami gléwnymi dewiatora naprezen Cauchyego.
Zwigzek konstytutywny mozemy przedstawi¢ wzorem réwnowaZnym ze wzorem
(2.13), wprowadzajac pochodng konwekcyjna tensora naprezent Kirchhoffa:

11 = By, +pc, (2.16)
gdzie tensor BY*! charakteryzuje wlasnosci materiatu [7]:
Bi.lkl = AiJ'kl =, tk.lcil - tkl'c.ll, (2'17)

a p jest predkoscia zmian ci$nienia hydrostatycznego.
Po wprowadzeniu (2.16) do zasady prac przygotowanych (2.4) otrzymujemy funkcjonat
o postaci (2.10) przy uwzglednieniu, Ze dla materialéw niescis§liwych zachodzi:

Analizowane elementy konstrukcyjne wykonane sa z materialéw, ktére mozna byto
.opisaé jak w [4] uogblniona na duze odksztalcenia deformacyjna teoria plastycznosci,
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dla ktérej przyjeto w stanie jednoosiowym naprezen model sprezysto-plastyczny z linio-
Wym wzmocnieniem:

L dla ¢, <o,
2u ’
g, = = : (2.19)
1 7
—_loe— ( - —)o}] dla o, > 0,
2u )z

gdzie 24 jest modulem Younga, 2z modulem stycznym w strefie plastycznej, o, — granica
plastycznodci. Stad w prosty sposdb otrzymujemy wyrazenia na E, i E,:

2u dla o,< o0,

E, = \2u — dla o¢,> o, (2.20)
- (-5

oraz

2u dla o, < 0,
E'={2ﬁ dla 0, > 0, 2:21)

Na rys. | pokazano sposéb wyznaczania modulow E; i E,.

|
Oe ) 4
%
/
/
////7
Tyt ™ re 3R
/
%
s
/
/
/
/
/
7/
A =
& /\olc tgo.=Eg Ce
0 £y &

Rys. 1. Wkres naprezZenie-odksztalcenie pokazujacy sposéb wyznaczania modulu stycznego E: i modulu
siecznego Es w punkcie A4

3. Stan naprezenia pasma plytowego znajdujacego si¢ w warunkach czystego zginania

Mozliwe sa dwa podejscia do przeprowadzenia analizy stanu deformacji pasma. Pierw-
Sz z nich okre$la plastyczne deformacje na bazie zwigzkéw liniowej sprezystosci przez
Wprowadzenie logarytmicznej miary odksztalcer. Drugie podejécie zaproponowane przez.
Sawczuka i Mielniczuka [8] oparte zostato na nieliniowej teorii sprezystosci duzych defor-.
macji przez uwzglednienie zmian konfiguracji odksztalconego pasma. W pracy wykorzy-.
Stamy pierwszy ze sposobdéw, a uzyskane wyniki poréwnamy z otrzymanymi w [8].

Rozwazmy w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia ptyte o poczatkowej dtugosci
Iy i wysokosci ho wykonana z materiatu niescis§liwego, izotropowego, sprezysto-plastycznego,.

17+
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poddana stanowi czystego zginania jak na rys. 2. Deformacje analizowanej kon-
strukcji opisujemy w uktadzie wspdtrzednych walcowych, ktéry jest zbiezny w tym przy-
padku z kierunkami giéwnymi odksztalcen i naprezen. Wartosci gtéwne wzdhuz promienia
r oznaczymy indeksem 1, a wzdhuz kierunku 6 indeksem 2.

Rys. 2. Przekréj podtuzny plyty w stanie deformacji

Niech » oznacza krzywizng widkna obojetnego o poczatkowej diugosci /,. Wowcezas
wydhizenia w dowolnym punkcie materialnym oddalonym o wielko$¢ r od poczatku
uktadu wspéirzednych beda réwne:

Ay=—, Ay =rxn. 3.1

Gléwne wartosci odksztalcen wyznaczymy wprowadzajac logarytmiczna miarg od-
ksztalcen, ktéra najczgsciej stosuje si¢ przy opisie préb i testéw metalurgicznych [1],
w trakcie ktérych materiat deformuje si¢ w ten sposéb, ze kierunki gléwne osadzone sa
w materiale i deformuja si¢ wraz z nim w trakcie calego procesu obcigzania [4]:

Sn="Inidk, " i = 1,520 3.2

Dla materialéw izotropowych niescisliwych gestos$é enérgii dopetniajacej wyraza sig
zaleZznoscia :
3

WC=4—E,S

11, 3.3)
gdzie II,, — drugi niezmiennik wartosci giéwnych dewiatora naprgzenn Cauchyego. Stad
uzyskujemy réwnanie konstytutywne: '
e

o= a0, 2E
3 3

i=1,2,3. (34)

o) jest tutaj wartoscia gléwna dewiatora naprezefi Cauchyego.
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W plaskim stanie odksztalcenia ¢; = 0, stad z (3.4) otrzymujemy, ze:

Tad— M. (3.5
2
1 wéwezas z (2.15) i (3.5) mamy réwnowazne wyrazenic na o,:
be
0, = lTlol—ozl- . (3.6)

Dowolny element piyty znajduje si¢ w stanie réwnowagi, ktéry sprowadza sie¢ do réw-
nania:

——= =0. ‘ 3.7

Wprowadzajge (3.2), (3.4), (3.5) i (2.15) do (3.7) uzyskujemy:
d(of2t) _ 4p .

d(nxr) ~ 3z, (3:8)
dla strefy sprezystej, oraz:
d(o,/27,) _ 4u ( Iz )
S Inxr+ {
d(Inxr) 3'6,. W u (P&

dla strefy plastycznej. Znak minus w (3.9) obowiazuje dla strefy sciskanej, znak plus za$
dla strefy rozcigganej. 7, jest granicg plastycznosei przy czystym $cinaniu.
Po scalkowaniu (3.8) dostajemy:

0'1 = 2u N2 1 1 < 37,
21,. 37, (Inxr)*+c¢  dla |Inzx,] 7 (3.10)
dla obszaru sprezystego, natomiast po scatkowaniu (3.9) otrzymujemy:
- A —le(lnxr)2+(1— E) Inxr+d dla |inxzr| > 3T .11
ST Tt = ,u & )

Zalezno$¢ (3.11) dotyczy plastycznego obszaru konstrukgji. State catkowe ¢ i d w powyz-
szych wzorach znajdujemy z warunkow brzegowych.

Oznaczmy promienie widkien zewnetrznych przez R* i R~ (rys. 2). Z warunku ciaglosci
naprezefi ¢, oraz ich zanikania na powierzchniach nieobciazonych mamy:
1

- e — L}
%R T (3.12)

Z warunku niesci$liwosci materiatu uzyskujemy druga zalezno$é pomiedzy R* i R-:

Ry =Ry = o

(3.13)
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Dwa réwnania (3.12) i (3.13) po

kien zewngtrznych:

R+

R-

T. SADOWSKI

rozwigzaniu daja wzory do wyznaczania promieni wid-

ot [Gaho) + 111212,

(3.14)

% {[(xeho)? + 11112 — xho }112.

Umozliwiaja one sporzadzenie wykresu zmian grubosci w zaleznodci od stanu deformacji
(rys. 3). Przngto ze poczatkowa grubosé plyty wynosi 10 cm. Podobne zagadnienie zgi-
nanego pasma plytowego wykonanego z tworzywa hipersprezysto-plastycznego, ale przy
zastosowaniu drugiego sposobu podejscia rozwazano w [8]. Autorzy uzyskali zblizone

zmiany grubosci pasma.

t
[m)

hg=0,100

0,09

e

0,097

N

0,096

0395
4 0

2
«[1/m)

3 4% = 5

Rys. 3. Zmiapy grubo$ci pasma w ciggu procesu zginania

Znajac warto$ci R* i R~ dla dowolnego » mozemy wyznaczy¢ state catkowe ¢ i d, okre-
§lajac w ten sposob pole napregZzen wystepujace w stanie obcigzenia konstrukcji. Zalezy
ono od zmiennej krzywizny x, statych charakteryzujacych material konstrukcji, tzn. g, g,
oy, oraz od poczatkowej wysokosci hg:

al=3

Gy =

3

[lnxr]?—

3
+2r,(1——)(3’1

iy [lnsr]?— _,u_ [InxR*]2+ %,ulnxr+

_ BN +)
+21'y(1 #)(4# InxR

A R+

lan+),
(3.15a)
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dla

X >Inxrz0 strefa rozciagana,

3z, g
02 lnxr> — strefa $ciskana
du

oraz

o, = % [(In3r)? —(InxR*)*]+

+27, (1= £ ) [+£1nwr—InxR*],
¥y P
(3.15b)

—(InxR)?] +

+2ry{[i( _£)+ 4—~E~]lnxr+(l—£)[-l_—l—lan+]l
i O I # J

dla
3t

2

InxR* 2 Inxr 2 == strefa rozciagana,
U

> lnxr > Inx R~ strefa Sciskana.

Zaleznosci (3.15a) odnosza si¢ do obszaru sprezystego, natomiast (3.15b) do obszaru
plastycznego. Kilka przykladowych wykreséw naprezen sporzadzono w pracy [9].
W uzyskanym rozwigzaniu warunek plastycznego obciaZenia wyraZa si¢ wzorem:
-/3—|o'1—o'2| = ff@nlnmn ®a,, (3.16)

bowiem rozwazania obejmuja materiat spr¢zysto-plastyczny. W monografii [10] podano
0golng teorig zginanego pasma plytowego wykonanego z materialu idealnie plastycznego.
dla ktérego odpowiednikiem (3.16) jest:

V3

Tlol—azl = o .17
Stad po uwzglednieniu (3.17) w warunku réwnowagi (3.7) uzyskano wyrazenia na ¢, i o5,
ktére nie zaleza od » i sa funkcjami Inr w pierwszej potedze.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze w rozwazanym zagadnieniu polozenic osi obojgtnej
okreslamy jako $rednig arytmetyczng promieni widkien skrajnych R* i R~, natomiast
w analizie Sawczuka i Mielniczuka [8] o$ oboj¢tna nie pokrywa si¢ z osig symetrii pasma,
a przesunigta jest nieco ku srodkowi krzywizny. Oprécz osi obojetnej mozemy wyr6znicé
jeszcze jedno wldkno scharakteryzowane zerowaniem si¢ intensywno$ci napr¢zefi o,.
Jest ono poddane wszechstronnemu réwnomiernemu $ciskaniu, a promien jego wyzna-
czamy z zaleZnosci ¢ = ;/ RTR~. Widkno to w stosunku do osi obojetnej przesumgte
Jest nieco ku $rodkowi krzywizny.
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4. Analiza bifurkacji

4.1. Sformulowanle podstawowych zaleinoécl. W interesujacym nas zagadnieniu czystego
zginania parametrem A, wraz z ktérym narastaja obcigZzenia begdzie krzywizna wldkna
obojetnego . Wowcezas dla plaskiego stanu odksztalcen w krzywoliniowym ukladzie
odniesienia funkcjonal (2.10) przyjmuje postac:

#lo R+
F(x, Av}) = f f (B¥7 AdypAd,5+ 16 v, A5 rdrdf. @.1)
o R-
Wystepujace w (4.1) wielkosci sa sktadowymi fizycznymi tensoréw. Skiadowe fizyczne
dv; ; we wspohrzednych walcowych sa nastgpujace:

_ 0dvy | 1 odv;,  Adv,
doni =5 Ao =g ==
o4 1 o4 4 &9
= Y2 . = LA Uy
Avz1 = or ’ 492, T Y
Dla materiatéw niescisliwych spetniony jest warunek:
o adv,
—ﬂ(rd'l)l)‘l'w = 0. (4.3)

Zakladamy, ze istnieje potencjal, ktéry okreéla predkosci na podstawie nastgpujacych
zaleZznoéci: y . )
1 0D . oD
A Av, = Tl
Przez wprowadzenie potencjatu upraszczamy rozwiazanie zagadnienia, bowiem w funkcjo-
nale (4.1) wystapi jedna nieznana funkcja @.

Skladowe tensora B*"® wyznaczymy postugujac si¢ (2.17), (2.14), (2.20) i (2.21):

B! = g(l + %)—201;

Av, = — (4.4)

B2222 _ i(] -+ %)_202,

2 / 4.5)
B1122 B2211 — i(l__}j_);
2 h
B . Oyt
1212 p2it2. L pi22l . pai21nl = M1 2
B B B B 5 D
Po wprowadzeniu (4.2), (4.4), (4.5) do funkcjonalu bifurkacji (4.1) otrzymujemy:
»wlo RY Al -
- 1 o6 1 2\
Fod= [ | [(Zh‘Ul*dz)(r—zW—Tm) K
0 K-
I' = 1 26 2d 1 )\’
—(h—o, — = e — 4.
i sy 62)( T 267 T o2 r 3r) = (4.6)

2P \* 1 20 1 8d\®
=L T) T e T g § "D
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Zagadnienie pojawiania si¢ bifurkacji rozwigzemy dla warunkéw brzegowych, gdy
moment wzglgdem wiékna obojetnego na obu koncach plyty kontrolowany jest w ciggu
procesu deformacji. Odpowiada to nastgpujgcym warunkom brzegowym:

AT*=0 dla 6=0,%l; a=1,2 4.7

gdzie T* oznacza wzrost f izycznych sktadowych wektoréw sit powierzchniowych. Ponadto,
Poniewaz pozostate powierzchnie wyznaczone promieniami R~ i R* s3 wolne od obcigzen,
zZatem:

AT*=0 dla r=R,R*; a=1,2. (4.8)
Dla wyréznionych warunkéw brzegowych dowolny potencjal @ mozna przedstawic¢ w naj-
ogoiniejszej postaci za pomoca rozwinigcia w szeregi trygonometryczne Fouriera, co umo-

zliwi oddzielne rozpatrywanie powierzchni niestabilnosci scharakteryzowanych dowolng
wartoscia n:

&(r, 6) = Do)+ Z[dic,,(r)cos(

2;’1”6 )+<155,,(r)sin( 20y )] 4.9)

xlo

dan=1,2,3...,a <1~5c,,(r), d~5s,,(r) sa ciaglymi rézniczkowalnymi funkcjami r. Jesli (4.9)
wprowadzimy do funkcjonatu (4.6) i scatkujemy wzgledem 0, to F(x, @) mozemy zapisaé
W postaci:

F~(}¢, dﬂj) = Fo(x, djco)"' %Z [F',,(X, ¢sn)+ﬁn(”’ ¢cn)]’ (410)
n=1

gdzie F, dane jest zaleZnoscig:
ST

oo @)= | {(2/:—61—62)[

R-

2rn @ 2mn 1 49 |’

wly r? wly r_dr
2 2
@ 2

271:)1) d 1 dqb] y @11)

wly =

L '
+7(”“’1“’z)l( T T T &

d*®\? 2in\*® 1 40
el TR, e — i
n=1,2,3..

Poszukiwana krzywizna krytyczna pierwszego punktu rozdwojenia dana jest przez
najmniejsza wartos¢ wlasng kazdego z funkcjonatéw F,, dla wszystkich warto$ci n. Odpo-
wiadajaca moda wlasna wyrazona jest przez @(r)cos(2nn6/xly) lub @(r)sin(2rnb [xl,).

4.2. Okreslenie obszar6w rozwigzania réwnania réiniczkowego. W podobny sposéb jak w [2]
przeprowadzimy klasyfikacje obszaréw rozwigzania rownania bifurkacji, dla materialéw
opisanych zwiazkiem konstytutywnym (2.13). Rozdwojenie nastapi, gdy zostang spelnione
dwa warunki:

F(ter, D) = 0, (4.12)
0F (syr, D) = 0. 4.13)
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W przypadku niejednorodnego przedbifurkacyjnego pola naprezen wykorzystanie wa-
runku (4.13) przy uwzglednieniu (4.6) prowadzi do réwnania Eulera:

_ o*d 1 P 1 o*d
(h+o‘1—o‘2)7+2(2h——h)7-8 1557 +(h—0,+03)— =T +Q[cb] =0 @4.14)

(4.14) jest liniowym czastkowym réwnaniem rézniczkowym czwartego rzedu wzgledem
potencjatu &(r, 6). O[P] stanowi tu operator rézniczkowy trzeciego rzedu, ktérego nie
bedziemy wyszczegdlniali. Wprowadzajac charakterystyki postaci ¢(r,0) = ¢ mozemy
dla (4.14) napisaé réwnanie charakterystyczne:

: ¢ 1 e 1 o
(/1+(71'—O'2)W +2(2h_h)r_28r—2897 +(/1“‘0'1+O'2)7Z8— = 0. (4.15)

04
Jesdli przejdziemy z postaci uwiklanej charakterystyki ¢(r, 0) = 0.do postaci jawnej 8 = f(r).
to pochodna tej funkeji mozemy wyrazié:

i wowczas otrzymujemy réwnanie charakterystyczne (4.15) w formie:
(h+0,—0,) (0 +2Qh—h) (0 + (h—0,+0,;) = 0. (4.17)

Gdy (4.17) ma pierwiastki rzeczywiste, mozemy zbudowac potencjal @, ktory spelnia
(4.14) i ma ciagle pochodne drugiego rzgdu wzdtuz charakterystyk. Klasyfikacje obszaréw
rozwigzania réwnania rézniczkowego (4.14) dokonamy wprowadzajac okreslenia stoso-
wane w analizie ukladéw réownan czastkowych. Mianowicie punkt pasma ptytowego
znajduje si¢ w obszarze eliptycznym, jezeli (4.17) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
Jezeli (4.17) ma dwa lub cztery pierwiastki rzeczywiste, to rozwazany punkt znajduje si¢
odpowiednio w obszarze parabolicznym lub hiperbolicznym.

W przypadku materiatu sprgzysto-plastycznego z liniowym wzmocnieniem wystgpuja
tylko dwa obszary w plycie: eliptyczny i paraboliczny, podczas gdy dla materiatu scha-
rakteryzowanego krzywa potegowa wystapit réwniez i obszar hiperboliczny [6].

Obszar eliptyczny. Réwnanie (4.17) nie ma pierwiastkow rzeczywistych, co réwnowazne
jest warunkami:

~2Q2h—h)+Y/4 < 0 (4.18)
lub w szczegdtowej postaci:

3 =
= L2—|o1 —0'2|+20'y( ~ T‘Z—) +

& =11 1<l il o[ys (+.19)
iV[—]Tlal_62]+2dy(l_%)] —Z(Ul~62)2+4 1/2—|61_0.2|_

Dla materiatu o charakterystykach z = 0,1 = 1,05- 10* MN/m? i ¢, = 4,2- 10? MN/m
obszar eliptyczny zawiera si¢ w granicach:

lInser| < 0,5. (4.20)
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Obszar paraboliczny. Réwnanie (4.17) ma dwa pierwiastki rzeczywiste gdy:

V3 7

— —2—101 — 0| +2'ar,,( - ?) +

T E a\]? 3 e @.21)
i]/[— V2 o~ 0l 420, —ﬁ) —2 -0+ 3 | Bl loi—anl-
2 I
m -_0’1_ oy {> 0 strefa Sciskana
_( B 7)0" ( 2u < 0 strefa rozciggana.
We wzorach (4.19) i (4.21) znak plus dotyczy strefy Sciskanej, minus strefy rozciaganej.

Dla materialu o charakterystykach g = 0,1 ¢ = 1,05-10* MN/m* i o, = 4,2+ 10?
MN/m? mozemy okresli¢ obszar paraboliczny:

lnzr|] > 0,5. (4.22)

4.3, Charakterystyki rownania rézniczkowego bifurkacji. Rownania charakterystyk dla (4.17)
$a nastgpujace:

P ]/h—Zhi V (h—2h) — (h)? + (02— 0,)? 4.23)

E_(.O'z“ax)

Stad dla przyjetego materiatu otrzymujemy

a20{i- 2) ) [ Lo ean (1__)]
= V oo wa —_m—( EJeffee

2

= ol V3 o (4.24)
S o =2

=
Ky

Q

W
/-\
h 2
‘A——I

— dlnxr

W przypadku materialu z = 0,1p = 1,05- 10* MN/m? i granicy plastycznosci ¢, =
= 4,2- 10> MN/m? naszkicowano na rys. 4 kilka reprezentatywnych charakterystyk. Sa
one w strefie rozcigganej styczne do granicy £—P, natomiast w strefie $ciskanej prosto-
padle.

W przykladzie podanym w pracy [6] ptyta podzielona zostala na trzy podobszary,
przy czym obszar hiperboliczny wystepuje migdzy parabolicznym i eliptycznym. Charak-
terystyki w strefie rozciaganej sa prostopadie do granicy H—EFE, natomiast w strefie $ci-
skanej styczne.

Podstawowsa wlasnoscia charakterystyk w omawianym zagadnieniu jest ich wyste-
powanie po osiagnigciu pierwszego punktu bifurkacji. To stwierdzenie moZzna wyrazi¢
nastepujaco: jezeli w pewnym stanie deformacji okre$lonym przez krzywizne x, czg$é
ciala znajduje si¢ w obszarze parabolicznym, wtedy istnieje przynajmniej jeden punkt
rozdwojenia dla x,, < x». Zostalo ono dowiedzione w [6]. Podobne stwierdzenie podano
i udowodniono w pracy [11] dla przypadku jednorodnego przedbifurkacyjnego pola na-
prezen.
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Autorzy pracy [2] badajac zjawisko rozdwojenia w plaskich prébach rozciagania uzy-
skali w przypadku postaci geometrycznej (diffuse mode), podobnie jak w niniejszej pracy
podzial obszaru rozwigzania podstawowego réwnania bifurkacji na dwie czedci: elip-
tyczna 1 paraboliczna. W analizowanym przez nich przypadku bifurkacja jest mozliwa,
gdy przechodzimy z obszaru eliptycznego do parabolicznego, a granica migdzy tymi ob-
szarami jest miejscem akumulacji punktéw wartosci wlasnych.

paraboliczny

0
Rys. 4. Krzywe charakterystyczne oraz obszary rozwigzania rownania rozniczkowego

4.4. Krétkofalowe powlerzchnie niestabilnosci. Jak stwierdzono w paragrafie 4.1 moda wlasna
wyrazona jest w formie @(r)cos(2rnl/xly) lub P(r)sin(2rnb/x=l,). Dla krétkich diugosci
fal, tzn. n —» co, krzywizn¢ krytyczna z., jak rowniez i asymptotyczng forme mody
wlasnej mozna wyrazi¢ analitycznie.

Wariacyjna forma réwnania bifurkacji odpowiadajaca parametrowi n jest postaci
OF, = 0, gdzie F, dane jest przez (4.11). Stosujac podstawienie x = Inxr otrzymujemy
nastepujgce réwnanie Eulera:

[n*(h— o0, +03) +0(n2)]¢+0(n2)%‘x3 +[2n2(h—2h)+

d*® A8 . d*® (2
+0(1)]W +0(1)F’ + [h+0'1 —0'2]——‘sz— = 0,
wraz z warunkami brzegowymi:

g ao - d*@

[n*(h—ay _02)]¢+0(1)d—x +(h+0'1—0'2)—dx—2 =0,

O(n? h - ad

)P+ [n (—4h+/z+al+02)+0(l)]a~ + (4.26)

da*od = d*o
+0(1) TE el [II+(71—0'2]—‘JxT = 0,

dla x = x* =In¥R* 1 x = x~ = InxR".
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Dla duzych wartoéci » @(x) przyjmuje asymptotyczng reprezentacije:

D(x) = Aexp[rfi()+ ... +ni)+fo(X)+n7 L ()+ .1 4.27
Z réwnania Eulera i warunkow brzegowych grupujac wyraZzenia z tymi samymi pote-
gami n dochodzimy do wniosku, ze dla j > 1 fj(x) = 0, natomiast dla j = 1 f;(x) spelnia:

(h—o,+02)+2(h— 2h)( fl) +(h+o'1—o'2)( fl) = 0. (4.28)

Rozwiazanie réwnania (4.25) spelniajagce warunki brzegowe (4.26) mozna przedstawié
dla duzych wartosci n nastepujaco:

D(x) = Aexplnfia(x)]+Bexp[nfi(¥)], (4.29)

gdzie f;,(x) i f15(x) sa dwoma rozwiazaniami (4.28). W rozwazanym zagadnieniu funkcja
D(x) musi byé jednoznacznie ograniczona dla wszystkich wartosci n. Pociaga to za soba
spelnienie warunku Re[f;(x)] < 0. Gdy cale pasmo plytowe znajduje si¢ w obszarze
eliptycznym, nie mamy pierwiastkéw rzeczywistych i rozwiazania (4.28) czynia wdwczas
zadoé¢:

dfy
Re[ dx] < 0. (4.30)
Do dalszych rozwazan wprowadzimy skrécony zapis:
df14(x7) L _djlb(x—l =
dx = Qaa C{x = Qb‘ (4'31)

Z warunkéw brzegowych (4.26) dla x = x~, uwzgledniajac (4.29) i (4.31), otrzymujemy:
(14+05)A+(1+03)B =0,
2 - L _ (4.32)
[(h—4h+0)0,+ (h~02) i) A+ [(h—4h+ 05)os+ (h—03)03] B = 0.

Zerowanie si¢ wyznacznika podstawowego ukiadu (4.32) zapewnia istnienie rozwiazan
niezerowych:

(h—4h+ 0,) (1—0a00)+ (h— 0) (02 + 03 + 0a0s+02 02) = 0. (4.33)
Z réwnania (4.28) przy oznaczeniach g, i g, dostajemy zaleZnosé:
el 20h—h \
tos = |/ 20, ooy = XD, (434)
h T (72 h 0'2

ktére w polaczeniu z (4.33) umozliwia sformulowanie zaleznosci:

e

V O e (4.35)

h+ao, g,

Warunki brzegowe (4.26) na koncu x = x* s3 réwniez asymptotycznie spelnione,
poniewaz Re[f;(x)] < 0, a wigc dla duzych wartosci n @(x) i jego pochodne daza do zera,
zanikajac w waskiej strefie w poblizu x = x~.

Identyczne rozwaZania mozemy przeprowadzi¢ dla brzegu x = x*.
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Uwzgledniajac (2.20), (2.21), (3.15) w (4.35) otrzymujemy wzér do wyznaczania krzy-
wizny krytycznej odpowiadajacej poczatkowemu punktowi bifurkacji:

— —$~[u(x l/3 .v( ﬁ)
]/ 1-2x _ ° , . (4.36)
2V3

1+2x (l—ﬁ)
Oy
U

gdzie znak plus dotyczy strefy rozciaganej, natomiast minus strefy $ciskanej. Rozwiazujac
(4.36) znajdujemy pierwiastki odpowiadajace niejednoznacznosci procesu deformacji
i mozliwosci pojawienia si¢ powierzchni niestabilnosci. Zaleznosci (4.36) pokazano na
rys. 5, zalezno$¢ za$ od parametru wzmocnienia materiatu @ przedstawiono na rys. 6.

#h
E-P
1,174
1,0
0,942p= S L_
E‘ 086
\ l
0\ =2 T3 W T e WL MY D

0j[4.2#10% MN/m’]

Rys. 5. Krzywizny krytyczne . ho odpowiadajace pierwszym punktom bifurkacji dla materialu o charak-
terystykach i = 0,1 u = 1,05 - 10* MN/m?

“Z rys. 6 widaé, ze jeéli w plycie pojawi si¢ pierwsza krétkofalowa powierzchnia niesta-
blanSCl to zawsze bedzie ona zlokalizowana w strefie $ciskane;j.

Dla rozwazanego materialu sprezysto-plastycznego nie uzyskano poczgtkowego
punktu bifurkacji w przedziale ( —10~3g; 0>, tzn. gdy wspétczynnik liniowego wzmocnie-
nia u bliski jest zeru i material moze byé traktowany jako idealnie plastyczny. Zagadnie-
niem jednoznacznosci zginania zajmowano si¢ rowniez w pracy [12] dla przypadku ideal-
nej plastycznosci. Stwierdzono, Ze niejednoznacznosé moze wystapié, gdy kat zgiecia
okreslony ilorazem R* /R~ przekroczy warto$¢ graniczna 1,25, co odpowiada stanowi
zgigcia scharakteryzowanemu w niniejszej pracy przez g, = 2 1/m lub .. hy = 0,2.

Lewa strona rys. 6 dotyczy materiatu niestabilnego w sensie Druckera, tzn. parametr
wzmocnienia Z ma ujemng wartosé, co mozemy interpretowaé jako fakt, ze stan napre-
zenia w konstrukcji osiagnat warto$¢ powodujaca np. degradacje materiatu konstrukeji,
I wéwczas proces deformacji pasma nastgpuje po drodze niestatecznej.
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Rys. 6. Krzywizny krytyczne s, ho odpowiadajace pierwszym punktom bifurkacji dla materialu o granicy
plastycznoéci o, = 4,2+ 102 MN/m? oraz g = 1,05- 105 MN/m?

5. Omowienie wynikéw i wnioski

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, Ze pierwsza powierzchnia niestabilnoéci moze
pojawic sig, gdy cala plyta znajduje si¢ w obszarze eliptycznym rozwigzania podstawowego
réwnania rézniczkowego (4.14), podobnie jak w pracy [6]. Réwniez w pracy [13] badajac
poddane ci$nieniu wydrazenie kuliste w nieskonczonym osrodku sprezysto-plastycznym
stwierdzono, Ze krétkofalowa powierzchnia niestabilnosci jest pierwszym punktem bi-
furkacji pojawiajacym si¢ w ciggu procesu deformacji.

W rozwazanym przypadku ciala wykonanego z materiatlu sprezysto-plastycznego
z liniowym wzmocnieniem uzyskano zalezno$¢ (4.36) okreslajaca krzywizne krytyczna
odpowiadajacg pierwszym punktom rozdwojenia jako funkcje cech fizycznych materialu
Oy, @, & (rys. 5, rys. 6). Analiza wplywu ¢, na warto$¢ krzywizny krytycznej wskazuje,
Ze wraz ze wzmocnieniem si¢ materiatu, zaleznym od historii obcigZenia, wystepuje w przy-
padku czystego zginania zmniejszenie si¢ »/,. Obnizenie si¢ wartosci krzywizny krytycznej
nastepuje réwniez wraz ze zmniejszeniem si¢ wspélczynnika u z wylaczeniem przedzialu
{=10"3u; 0.

Odpowiadajaca krzywiznie krytycznej pierwsza powierzchnia niestabilno$ci zawsze
Pojawia si¢ najpierw w obszarze $ciskanym pasma, podobnie jak w pracy [6].

Uzyskane rozwigzanie ograniczone jest geometria odksztalcenia. Kat zgiecia nie moze
Przekracza¢ 360°. Graniczna krzywizna wynosi:

(xlzo)g,Tl;—;— < 2w, (GA)Y)
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Warto$¢ kata odpowiadajacego dowolnej krzywiznie krytycznej mozemy wyznaczyé
Ze WZoru:

/
Our = ("krho)'l%, (5.2)

gdzie I, i A, sa diugoscia oraz wysokoscia poczatkowa pasma. Dla materialu o granicy
plastycznosci g, = 4,2 - 102 MN/m? i module wzmocnienia z = 0,1 # = 1,05 10* MN/m?
zalezno$é (5.2) ma przebieg jak na rys. 7, z ktérego wynika, ze jeZeli I, /h, wynosi 2, to

ekr
(*]
/

A1

360— — —+—+ -—1—

30 //

20 ///
100 A
y
/
0o 1 2 3 6 7 8

Y
lo/ho

Rys. 7. Kat krytyczny 0., okre§lajacy pierwszy punkt bifurkacji

krytyczny kat zgiecia odpowiadajacy mozliwosci wystapienia pierwszej powierzchni
niestabilno$ci jest réwny 107°. Ponadto, gdy /o/ho jest wigksze od 6,5, to pasmo moZemy
zgigé do 360° bez obawy o utratg¢ jednoznacznosci procesu deformacji.
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Peaome

BUPYPKALIIMOHHOE PABHOBECHE B COCTOSHHUAX UHNCTOI'O U3I'HBA

B paBore nccnenonana sagaua Sudypraumy HECYKAMAEMOH IINIACTHHE] IIOABEPYKEHOH YHCTOMY H3TH-
6y. AHanus NMPOM3BORMM TIPUMEHHB FUIIOYNpYrHil (YHAAMEHTAIBHBLA Monenb. CoxpaHeHHe yIpyFro-
TLJIaCTHYECKOrO MaTEpHasia B JIMHEHHOM HANPSHKEHHOM COCTOSTHMH ONMCAHO 3aKOHOM C JIMHEMHBIM YIIpOY-
Hennem. OCymIecTBEHO KJIaccM(MKANMIO IPOCTPAHCTBA ypaBHEHHs Gudypkanuu. ITposeneHo acumnTo-
THUECKHH aHAJM3, YTOObl YCTAHOBHTL KPHTHUECKHUE YCIIOBUA AehOPMALMH ILTHTOBOH IOJIOCE! [AJIA KOPO=
TKOBOJIHOBOJH IIOBEPXHOCTHOH HecTaGHnbHOCTH. PaccmaTpHBacMas KOPOTKOBOJIHOBAs JIOBEPXHOCTh HeEC-
TaGUILHOCTH B 30HE CXKATHMA ONpeleisieT NepByio GHGYPKALNMOHHYIO TOUKY B Nponecce Rehopmanum
TUIACTHHKH.

Summary

BIFURCATION EQUILIBRIUM IN PURE BENDING STATES

In the paper the bifurcation problem of an incompressible plate subjected to pure bending is studied. The
analysis js carried out using a hypoelastic constitutive model. The elastic-plastic material behaviour in
uniaxial states is described by the linear work-hardening law. A classification of regimes of the bifur-
cation equation is also performed. An asymptotic analysis has been carried out to establish the critical
condition of the deformation plate strip for short wavelength surface instability. The considered short
wavelength surface instability in the compressive zone defines the first bifurcation point in the deformation
process of the plate.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 14 czerwca 1983 roku

I8 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/84



