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1. Wprowadzénie

W pracy dokonujemy przegladu aktualnych kierunkéw badan zwiazanych z zastoso-
waniami metody elementéw skoficzonych (MES) w mechanice kontinuum. Nacisk poto-
Zony jest na problematyke nieliniowa.

Przeglad niniejszy ma charakter wybitnie subiektywny 1 nie pretenduje do miana komp-
letnego opracowania tematu — ze wzgledu na obserwowany aktualnie burzliwy rozwoj
MES i dziedzin pokrewnych, dokonanie pelnego przeglqdu odnoénej problematyki nie
wydaje si¢ obecnie w ogéle mozliwe.

Gwaltowny rozw6j MES zilustrowaé mozna przytaczajac liczby prac z tego zakresu
uwzglednionych w publikowanych kilkakrotnie wykazach zbiorczych:

rok 1969 — liczba cytowan 775, [1],

rok 1972 — liczba cytowag 1096, [2],

rok 1974 — liczba cytowan 2800, [3],

rok-1975 — liczba cytowan 3800, [4],

rok 1976 — liczba cytowan 7115, [3].

Trend ten ilustrowany jest takze liczba monografii i podrgcznikéw 'z zakresu MES,
wydanych w ostatnich latach na §wiecie, [6-46], oraz dostgpnych w jezyku polsklm
[47 - 54].

Mozna bezpiecznie zatozyé, Ze obecnie bibliografia MES liczy kilkadziesiat tysigcy
pozycji — przy zachowaniu obecnego tempa rozwoju liczba ta zwielokrotni si¢ w ciagu
najblizszych lat. Zrozumiale jest wiec, Ze w niniejszej pracy nie podejmujemy beznadziejnego
zadania dokonania jakiegokolwiek zbiorczego przegladu opublikowanych artykutéw.
Zamiast tego ograniczymy si¢ do wskazania zasadniczych, w odczuciu autora, kierunkéw
rozwoju MES, przytaczajac jedynie te pozycje bibliograficzne (monografie i prace szcze-
gélowe o wigkszym znaczeniu), ktére postuzyé moga za drogowskazy w ewentualnej
samodzielnej pracy. .

Aktualng tematyke badan w zakresie podstaw teoretycznych i zastosowan MES w me-
chanice kontinuum podzielié mozna na nastepujace grupy:

a) Wariacyjne podstawy metody,

b) Konstruowanie nowych elementéw skoficzonych,
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¢) Formutowanie zagadniefi brzegowo — poczatkowych mechanikt w aspzkcie stoso-

wania MES,

d) Algorytmy numeryczne,

¢) Przetwarzanie danych i tworzenie oprogramowania.

Ponizej wyjasniamy szerzej co rozumiemy pod tymi pojeciami. Zauwazmy na, razie,
ze podzial powyzszy podyktowany zostal jedynie wygoda prezentacji omawianej tematyki
i nie ma w najmniejszym stopniu charakteru zasadniczego. Innymi stowy, wiele istnieja-
cych prac nie udaloby si¢ zakwalifikowaé scidle do jednej tylko z wymlemonych grup,
prace te dotyczg bowiem zazwyczaj zagadmen obszerniejszych.

2. Wariacyjne podstawy metody

Rozpatrzmy zagadnienic nieliniowej statyki dla ciala zajmujacego w konfiguracji
odniesienia obszar £ o brzegu 202 = 2Q2,000,, na ktorego wyrdznionych czgsciach
zadane sg odpowiednio naprezeniowe i przemieszczeniowe warunki brzegowe. Przyjmijmy,
ze wszystkie wystepujace w rozpatrywanym problemie funkcje parametryzowane sg za
pomocg monotonicznie rosnacego w procesic deformacii parametru 7, zwanego dalej dia
prostoty czasem. Zalézmy dalej, 7e znamy w pelni przebieg procesu deformacji (tj. roz-
wigzanie odpowicdniego problemu brzegowego) od chwili poczatkowej v = £, do chwili
»aktualnej” ¢ =, poszukujemy za$ rozwigzania dla chwili nastgpnej #+4¢, niezbyt
odlegtej od chwili ¢, Takie sformulowanie, zwane przyrostowym, jest bardzo wygodne
1 powszechnie stosowane w numerycznej analizie probleméw nieliniowej mechaniki. Ponie-

- waz chwila ¢ jest chwilg typowa (tj. niczym nie wyrdzniong wéréd innych wartosci para-
metru ), sformulowanie przyrostowe umozliwia §ledzenie rozwigzania metodg krok —
po — kroku w-calym interesujacym nas przedziale zmiennoéci parametru 7, 7 € [fo, t¥].

W odniesieniu do statego w czasie (przynajmniej na rozﬁatrywanym kroku t — ¢+ A1)
kartezjanskiego ukladu wspétrzednych prostokatnych podstawowy uklad réwna zlineary-
zowanego na kroku problemu przyrostowego ma postaé, [47]

Aoy +odfy =0, xe

- ow
AG“ - _321 Ear CkInmA Enn X € Q;
(2'1) Agkl = (Auk 1+Au, k+u, kAu, l-l Au, kul l) X E_Q,

AUklnl = Ai\k, X E an,
/Jle = Aﬁk’ X € aQu,

gdzie symbol ,,4" oznacza przyrost danej funkcji od chwili ¢ do chwili ¢+ A4¢, oy, T
sg skladowymi odpowiednio pierwszego (niesymetrycznego) i drugiego (symetrycznego)
tensora naprezenia Pioli-Kirchhoffa na konfiguracji odniesienia w chwili = = t,, pdfi
i At sa wektorami obcigzen typu masowego i powierzchniowego, W jest przyrostowym
potencjatem definiujacym rozpatrywany material (sprezysty lub niesprezysty), e sa skla-
dowymi tensora odksztalcenia Greena, u, i du, sa skladowymi wektoréw przemieszczef
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odpowiednio od ¢, do f oraz od ¢ do £+ /¢ za$ n;, oznacza sktadowe wektora normalnego
od brzegu ciala.

Dzielac myslowo obszar Q2 na E rozlacznych elementéw skoriczonych przyjmujmy
dla zapewnienia sobie odpowiedniej ogdinosci, Ze na brzegach miedzyelementarnych nie
sg spelnione zadne warunki zgodnodci dla wektordw przyrostu przemieszczenia Au, oraz
przyrostu naprezenia A#, = Aoy, ny, gdzie ny jest teraz wektorem normalnym do rozpatry-
wanego brzegu miedzyelementowego. Zgodnie z rys. 1, na typowym odcinku brzegu

aQ ef

®
le} __ _le) (e)
te =6 N
(f} (£} {f)
te =0 N
e = Ll
Rys. 1

rozgraniczajacego elementy ,,e” i ,,f”, e, f = 1, ..., E rozpatrywaé bedziemy jako niezalezne
od siebie funkcje Au®, Aufe = Auf®, Autd oraz funkcje AL, A1, Atf®, ADt,, Ozna-
czajac dodatkowo symbolem Ar, przyrost reakcji na brzegu 0£2, za§ symbolami Aty
Aty zdefiniowane na wszystkich brzegach migdzyelementowych wektory przyrostéw wza-
jemnych oddziatywan oraz przemieszczen (ktérymi na brzegu migdzy elementami ,,e”
1,07 sa 4D i Au{*D) zapiszmy ogdlng postaé pewnego funkcjonatn wariacyjnego jako .

E
2.2) Tl duy, Aoy, Aty, Ay, A5] = Z‘

e=1 1 Qg

f {';_ CklmnA EMA Erun +

I ' - 1 :
+—§- O’ijAllk,,Auk_j-*gﬁfkduk—ﬁo’“ [Askl—-?(Auk,r‘*‘Allhk“*‘

0,0 Neyu ’

+u,,,‘Au[,,+Au,,ku,:i)“d.Q-— f A2, A d(92) — f At (g~ 4,)(d02) +

E(e) .
_2 f Af,‘(Au,‘P—A{e,,)d(aQ)l,

=1 ey
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gdzie Q,, 89,;, 882,.,, 922, sa danymi w konfiguracji odniesienia odpowiednio obszarem
zajmowanym przez element e-ty, brzegiem migdzy elementami ,,e” i ,,f” oraz tymi cze-
$ciami brzegu 802, elementu e-tego, ktére sa jednocze$nie brzegami calego ukladu 0Q,,
082,, za$ E,, jest liczba elementéw sgsiadujacych z elementem e-tym.

Mozna bez trudu wykazac, ze warunki stacjonarnosci funkcjonatu (2.2) (tj. jego row-
nania Eulera) maja postaé réwnan (2.1) oraz, dodatkowo, réwnan

. (2.3) Atk = AO'M”“ X E a.Q",
A = 4D, xedl,, -
AlED = — M, x a0,

Au® = Aueh,  xed8,,.

Funkcjonat (2.2) stanowi podstawe najogdlniejszej zasady wariacyjnej stosowanej do
otrzymania dyskretyzowanych modeli mechaniki. Na podstawie réznych przypadkéw
szczegbinych tego funkcjonalu, otrzymywanych poprzez postulowanie a priori pewnych
z réownan (2.1), (2.3), otrzymaé mozna wszystkie znane modele MES dla zagadnien nie-
liniowej statyki. W szczegdlnoici, tzw. zgodny model przemieszczeniowy: otrzymywany
jest na bazie funkcjonatu o postaci "

. E
\" 1 1. :
(2.4) _ Jp[du,] = Z [f (’f Cimde ey + 3 O'UA”k.xA_”k,J"

e=1 -0

- gAkaLtk) dgQ — f

Qe,0

Aqdwdeﬂ,

ktorego stacjonarno$é, po wykorzystaniu odpowiednich zatozen dyskretyzacyjnych, pro-
wadzi do podstawowego ukiadu rownan algebraicznych modelu MES o postaci

(2.5) KmﬂArﬁ = AR‘Z_, o = 1,2, ...,N, N
w ktoérym .
(2.6) K5 = K™+ K+ KW

jest macierza sztywnoci ukladu dyskretyzowanego, K&, K2, Ké;’ sa odpowiednio
macierzami sztywnosci konstytutywnej, poczatkowych naprgzed oraz poczatkowych
przemieszczen, za§ 4r,, AR, sa wektorami uogdlnionych przemieszczen weztéw ukladu
i uogolnionych sit zewngtrznych dzialajacych na te wezly.

Oméwienie innych modeli MES (takich jak modele: mieszany, hybrydowy, przemiesz-
czeniowy I, hybrydowy przemieszczeniowy IT, hybrydowy przemieszczeniowy II, réwno-
wagi 1, réwnowagi II, hybrydowy naprezeniowy, zmodyfikowany hybrydowy napreze-
niowy) zamieszczono np. w monografii [47] oraz w artykutach ['56,. 57], w ktérych podano
obszerne bibliografie zawierajace oryginalne prace z zakresu uogdlnionych modeli MES.

Dotychczas omawiali$my wariacyjne aspekty tworzenia modeli MES dla nieliniowych
zagadnien statyki kontinuum. W zagadnieniach nieliniowej dynamiki wariacyjne podstawy
metod przyblizonego rozwigzywania probleméw brzegowo-poczatkowych sa opracowane

.
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réownie dobrze, [58, 47, 48]. W szczegdlnosci, odpowiednikiem podejécia 6partego na
fmkcjonale Jp jest tzw. zasada Hamiltona o postaci :

Qn . - 8 [ (T—Jpdr =0

gdzie T jest kinematyczna energia ciata, za§ = jest czasem rzeczywistym. Wykorzystanie
zasady (2.7) oraz standardowych zalozen aproksymacyjnych zgodnego, przemieszczenio-
wego modelu MES prowadzi w ujgciu przyrostowym do przestrzennie dyskretyzowanych
réwnan ruchu o postaci '

(2.8) o _ ‘ " MAF+K,Ar = AR,
lub, po dodatkowym uwzglgdnieniu sit thumienia, do réwnan ruch o postaci, [94, 70, 47]
2.9 MAY.+CAr + K, 4r = AR,
gdzie M i C sg odpowiednio macierzami masy i thumienia ukladu dyskretyzowanego za$,
zgodnie ze stosowang tu koncepcja opisu

AF = ¥ 40—V,
(2.10) 4% = i‘t+At~i‘t’

Ar = rygq0—1y,

przy czym przyjelismy tu uproszczong notacjg r, = r(t), itp. Réwnanie ruchu (2.9) zapisu-
jemy zazwyczaj jako

(2.11) M¥i 40+ CF y 4+ K dr = AR+ MF,+CFy,
lub jako - »
(212) S M¥ 0+ CF s+ K Ar = Riya—F,,

gdzie F, jest wektorem tzw. weztowych sit wewngtrznych w chwili 7 tj. na poczatku rozpa-
trywanego kroku po czasie.

Zauwazmy, Ze otrzymany tu ostateczny uklad liniowych réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych (2.12) odpowiada zastosowaniu tzw. przestrzennie dyskretyzowanego modelu
MES. Istnieje jednakze alternatywna mozliwoéé zastosowania aproksymacji czaso-prze-
strzennej, w wyniku ktérej otrzymuje si¢ zamiast (2.12) od razu odpowiednio wigkszy
uklad réwnani algebralcznych Metoda ta, zwana metodq elementéw czaso-przestrzennych,
opisana zostala w pracach [60 - 62].

3. Konstru_owanié nowych elementéw skosiczonych

Tematyka ta, zasadnicza dla MES z punktu widzenia doktadnosci uzyskiw}anych
rozwigzan, jest przedmiotem obszernych rozwazan kazdego z wymienionych wyZej opra-
cowatt ksiazkowych, w szczegSlnosci polecié tu mozna monografie [7, 16, 20, 28, 46].
Jawne postaci macierzy charakteryzujacych mechaniczne wlasnosci elementéw skoriczo-
nych zaleza w ogdlnosci od: ‘ .

— rodzaju zastosowanego sformutowania wariacyjnego,
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— rodzaju zagadnienia (problemy tréjwymiarowe, plyty, belki itp),
- — stopnia zastosowanej aproksymacji wielomianowej. .

Bardzo istotna role odgrywaja obecnie elementy skonczohe o brzegach krzywolinio-
wych (w szczegdlnoéci: elementy izoparamctryczne), [63]. Wyhnag‘ajq one z zasady sto-
sowania procedur calkowania numerycznego przy obliczaniu mdcierzy elementowych, sp
jednak bardzo efektywne i nadaja si¢ znakomicie do wigczania w catkowicie zautomatyzo-
wany proces obliczenjowy wiasciwy MES.

Obszerny przeglad opracowanych dotychczas elementdw skonc7onych zawarty jest
w pracy [64].

4. Formulowanie zagadniein brzegowo-poczatkowych mechaniki w aspekcie stosowania MES

Unmiejetno$¢ konstruowania réznych ogdlnych .modeli oraz istnienie efektywnych
algorytméw numerycznych nie przesadza oczywiscie o efektywnoéci odpowiedniego podej-
$cia 1 istniejacych programéw w konkretnym problemie praktycznym. Dos$wiadczenia
obliczeniowe uzyskane na gruncie rozwigzywania roznorodnych zagadnien mechaniki
pozwalaja bowiem czgsto na wprowadzenie tak istotnych uproszezeil do ogdlnie sformuto-
wanego zadania mechaniki, ze moze to zasadniczo zmieni¢ rozmiar zadania i koszt do-
konania obliczen. Te rozlegly problematyke zilustrujemy na przykladme ramy pokazanej
na rys. 2, dla ktérej chcemy okresli¢ wielko§¢ deformacji (oraz towarzyszace im napreZe-

A p Opcigzenie krytyczne wg.(44)

22 1100 — e ——
—\Rozwlqzome wq (4.5) meloda superpozycij Dostaa
20 1000 wyboczenia
15{ 900 Rozwigzanie wg (h.2) metoda zmienne] sztywnogci
16 800 l ¢
141 700y Rozwigzanie liniowe wg {4.1) P p
12 600 _ P .
. Q=19

10+ 500

8F 400

B 300

4L 200%

2 100

l . - Ug [em]
ot @ o1 0z 03 04 05 06 o7, 8 09 D

Rys. 2

nia) przy proporcjonalnie narastajacych obcigzeniach statycznych Przed przystapieniem
do budowy modelu MES zadecydowaé musimy, czy bedzie to model lmlowy czy teZ mo-
del nieliniowy. Model liniowy sprowadza problcm do rozwmgzama ukladu réwnan

“n Keirs =
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przy czym K§ jest macierza sztywnosci sprezystej ramy, podczas gdy w ramach modelu
nieliniowego rozwiazan nalezy wielokrotnie uktad réwnan

“.2) (K™ + KSR + Kigl Arp = AR,
odpowiadajacy linearyzacji problemu na kolejnym kroku przyrostowym.
Istnieja jednakZe jeszcze inne mozliwosci otrzymania wynikéw mogacych interesowaé

inzyniera. W ramach podejicia zwanego analiza statecznosei zlinearyzowanej rozwiazujemy
mianowicie uogdlniony problem wilasny postaci

4.3) {K3 + ALKSE )(a*)+K§ P(r¥)]}vg = 0,
za$ zagadnienie tzw. sta;tecznosm poczatkowej prowadzi do problemu wlasnego postaci
(4.4) _ [KSF + AKP(a)]vp = 0,

gdzie przez o}, ry oznaczyliSmy stan napreZenia i przemieszczenia w ramie odpowiadajace
,,Jiniowo” pewnemu dowolnemu testowemu obciquniu R}, A jest parametrem propor-
CJonalnego obciazenia zewnetrznego, tj. R, = ARY, K oznacza liniowa (wzgledem r,)
cze$é macierzy poczatkowych przemieszczen K§ ) zas v, jest wektorem postaci wyboczenio-
wej odpowiadajacym krytycznej wartodci parametru 4 = 4.
Inng od wszystkich wymienjonych wyZej mozliwoscia analizy rozpatrywanej ramy jest
podejscie, w ktérym nieliniowa zaleznosé przemieszczenia r od parametru obquema A
dana jest wzorem [65, 66]

K .
(4.5) () = D) Mz~ D vt RE »
UL=1

w ktorym (A, Du1y), (A2, Dac2y)s -+ 5 (Aks Vay) S8 paroma pierwszymi rozwigzaniami pro-
blemu wiasnego (4.4), za§ wzér (4.5) obowigzuje dla 1 < A,. Istniejg oczywiscie jeszcze
inne sposoby analizy rozpatrywanej ramy..Wyniki otrzymane za pomoca niektérych
z wymienionych wyzej metod zamiescili§my na rys. 2.

Widzimy, ze sposdb sformutowania zagadnienia mechaniki bardzo istotnie wplywa na
dobér odpowiedniego modelu MES i wlasciwej mu techniki numerycznej. Przystepujac do
przyblizonego rozwiazywania jakiegokolwiek zagadnienia brzegowo-poczatkowego me-
chaniki kierujemy sie zawsze dwojakim celem: osiggnieciem mozliwie wysokiej doklad-
nosci uzyskiwanych aproksymaciji oraz otrzymaniem rozwigzania we wzglednie prosty
sposob. Wymagania te s jednak przeciwstawne — zadawalamy si¢ wiec zazwyczaj roz-
wazaniami umozliwiajacymi przynajmniej rozsadne sterowanie prostota procedur i do-
ktadnoscig wynikdw, zaleznie od maszych konkretnych potrzeb i mozliwosci obliczenio-
wych. Ten wybdr modelu dyskretyzowanego stanowi bardzo istotny aspekt zastosowan
MES — bardzo wiele prac badawczych skoncentrowanych jest obecnie na analizie modeli
MES z uwzglednieniem uproszczenn' mozliwych do wprowadzexga w wyjéciowym modelu
ukfadu kontynualnego. Umozliwia to bowiem Ilaczenie posiadanych do§wiadczen i wiado-
mosci dotyczacych poszukiwanego rozwiazania z automatyczna procedura dokonujaca
reszty, tj. wykonujaca obliczenia'numeryczne. Zapewnia to wysoka efektywno$¢ podejécia
pozostawiajac do zrobienia odpowiednio cziowiekowi i maszynie cyfrowej to, co jest im
obecnie najbardziej wlasciwe: niezalezne, krytyczne myslenie oraz szybko$é wykonywania
powtarzalnych, zalgorytmizowanych operacii algebraicznych.

6 Mech. Teor. i Stos.
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Sposéb formulowania probleméw brzegowo-poczatkowych mechaniki wywiera, jak
widzimy na powyzszym przykladzie, istotny wpltyw na wybdr odpowiedniej techniki nume-
rycznej. Jedngcze$nie zlozono$¢ (czy prostota) odpowiednich istniejacych algorytméw
wplywaé powinna réwniez na sposob sformufowania problemu mechaniki — niezwykla
waga tego wzajemnego sprezenia zadecydowata o wyréznieniu tej problematyki w osob-
nym podrozdziale ninicjszego przegladu.

5. Algorytmy numeryczne

Istotnym czynnikiem oceny przydatnosci danego modeln MES jest efektywnosé za-
stosowanego w zrealizowanym programie algorytmu numerycznego stuzacego rozwigzy-
waniu ukladéw roéwnan algebraicznych (2.5) (w przypadku zagadnied statycznych) lub
uktadow réwnan rézniczkowych (2.12) (w przypadku zagadnien dynamicznych).

Wsréd metod rozwigzywania problemow dynamiki zasadnicza rolg odgrywaja: metoda
superpozycji modalnej oraz metody bezposredniego catkowania.

Metoda superpozycfi modalnej w zastosowaniu do zagadniefi liniowych ma charakter
standardowy, [67] 1 nie wymaga komentarza. Wbrew pozorom (superpozycjal), metoda
ta.okazala si¢ przydatna réowniez w zagadnieniach nieliniowych, [68, 69].

Stosujac metody bezposredniego catkowania, polegajace na wykorzystaniu w réwnaniu
(2.12) réznicowych aproksymacji wektoréw predkosci I i przyépieszenia ¥, otrzymujemy
odpowiednie ukiady réwnan algebraicznych wzglgdem poszukiwanego wektora Ar.

Rozrézniamy dwie zasadnicze grupy metod bezpoéredniego catkowania:

— metody jawne, bazujace na wykorzystaniu do obliczenia wektora warunkédw dynamicz-,
nej réwnowagi uktadu w chwili ¢ i opisywane w ogélnosci zwigzkiem

5.1 (eM +BC)Ar = ARECH),

oraz -
— metody niejawne, bazujace na warunkach dynamicznej réwnowagi uktadu w chwilach
T = t,,pbZniejszych” niz ¢t (np. t = r+A4¢) i opisywane w ogdlnosci zwigzkiem

G2 ' (YM +6C+ k) Ar = ARC™,

Wspélezynniki a, B, y, 6,  jak réwniez wektory obciazenia efektywnego AR, A Rt
zaleza od zastosowanej réznicowej aproksymacji pochodnych wzgledem czasu. Zauwaimy,
ze metody niejawne, wymagajace spetnienia réwnan réwnowagi dynamicznej w chwili, dla
ktérej nie znamy rozwiazania (a tym samym konfiguracji ukladu), pociggaja za sobg
koniecznos¢ stosowania procesu iteracyjnego. Zauwazmy takze, ze w przypadku zastoso-
wania diagonalnych maqg:rzy masy i tlumienia algorytmy typu jawnego prowadza do
niezwykle prostej postaci uktadu réwnarn — poszczegélne réwnania sa bowiem od siebie
niezalezne. Jest to oczywiécie olbrzymia. zaletg tych metod. Wada ich jest jednak ich tylko
warunkowa stabilno$é, co powoduje silne ograniczenie dhigoéci kroku po czasie i zwigksza
koszt rozwigzania. ' :
Obszerna analiza metod rozwigzywania zagadnieni nieliniowej dynamiki wraz z analizg
stabilnodci i dok}tadnosci odpowiednich algorytméw zawarta jest w pracach [8, 9, 48].
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Zauwazmy dalej, ze dla M = 0, C = 0 algorytin calkowania niejawnego nadaje sig
do analizy zagadnien statyki.

Podstawowg czynnoscia, jaka wykonaé nalezy w ramach algorytmu catkowania nie-
jawnego jest rozwiazywanie uktadu liniowych réwnan algebraicznych (5.2). Metody te,
w konteksécie zastosowan MES, opisane sg szeroko we wszystkich opracowaniach ksigzko-
wych wymienionych w Bibliografii. Jak juz wspominali$émy, po rozwiazaniu ukladu (5.2)
nalezy zastosowaé odpowiedni proces iteracyjny pozwalajgcy na spelnienie z 23dana do-
ktadnoscia réwnan ruchu (5.2) w zalozonej chwili 7. Zazwyczaj stosowane sa w.tym celu '
rézne wersje klasycznej metody iteracji Newtona-Raphsona, ktére w odniesieniu do réw-
nania (2.12), spetnianego przyk{adowo w chwili = 7+.4¢, opisaé mozna zwiazkiem

: e D Sed+ly !
(5.3) M’t(;-)Az'l'Cl;(:.)A:'l'Kt(ﬂL)Ar(s’ ¢+ = Rt+Az"Fr(+)Ar,

gdzie (i) oznacza kolejna, typowa petlg iteracying za$ ,,poprawka’” rozwigzania S+ shuzy
do akumulacji ,,prawdziwej’” wartosci wektora Ar wg wzoru

(5.4) Apd+ = Al'(l)-l- (S).(H-l), i == 0’ l,

Przy czym przyjmujenty
Ar® = Ar (rozwigzanie ukladu réwnan liniowych),
(5.5) ' . Kt(‘.?AIl = Kl'a
. F, t( Far = F, s _

Macierz K moze byé uaktualniana na kazdym kroku iteracyjnym (tzw. pelna metoda
Newtona-Raphsona) lub rzadziej — jedynie na pierwszej iteracji (tzw. zmodyfikowana
metoda Newtona-Rapksona) lub co pewna wybrang liczbg krokéw. Inna, bardzo efektywng
i czgsto ostatnio wykorzystywang metoda iteracyjng typu Newtona~Raphsona jest tzw.
metoda BFGS, [70, 47]. _ . .

Wszystkie - powyzsze metody zawodza w sytuacjach, gdy macierz rozwiazywanego
ukladu réwnan staje si¢ osobliwa. Odpowiada to napotkaniu na analizowanej drodze
stanéw réwnowagi pewnych punktéw osobliwych, wéréd ktérych rozrézniamy punkty
graniczne (maksimum obcigzenia) oraz punkty bifurkacji (rozdwojenia). Zagadnienia
zwigzane z rozwigzywaniem zagadnien mechaniki w otoczeniu punktow osobliwych oma-
wiane sa szeroko w pracach [47, 71 - 73].

Bardzo efektywnym- sposobem analizy zlozonych problemdéw nieliniowej statyki sa
tzw. metody redukcji bazy, [74]. Aby je krotko oméwié przedstawmy ukiad réwnan opisu-
jaey nieliniowe zagadnienie statyki w postaci
66 -7 Kr+G(r) = R
przy czym zrezygnowaliémy tu dla wiekszej przejrzystosei z formalizmu przyrostowego -
za$ wektor G(r) ujmuje symbolicznie wszystkie efekty nieliniowego zachowania si¢ uktadu.
Gtoéwna zalety zastosowanej tu do otrzymania réwnania (5.6) procedury MES jest tatwosé
modelowania nawet ztozonych ksztaltéow analizowanej konstrukcji, wada natomiast ko-
niecznos¢ rozwigzywania wzglednie duzego uktadu N nieliniowych réwnan algebraicznych.
Aby nieco poprawié sytuacje zatézmy, ze znamy pewne ,,globalne” funkcje ksztaltu opisu-
jace stan przemieszczenia ukladu tak, Ze zatozyé mozna

(5.7 Fyx: = IyxgxXgxi

6*
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gdzie X,., jest pewnym ,,zredukowanym” (K < N) wektorem uogélnionych wspotrzed-
nych za$

5 8) PNXK = [Vlelyszl . VKN'XI]

pewng zredukowang baza w przestrzem rozwigzan dyskretyzowanych Wykorzystame
réwnania (5.7) w zwigzku (5.6) prowadzi do zaleznosci

(59 Kxxxxxx1+Gxx1(x) = Ik xnRyx1,
gdzie
(5~10) ExxK= P;(XNKNXNPNXK

Réwnanie (5.9) jest wynikiem lacznego zastosowania MES oraz klasycznej metody
Raileigha-Ritza, [75]. Korzys¢ z wykorzystania tego drugiego podejécia wynika ze znacznej
redukc_u liczby niewiadomych w rozpatrywanym problemie, wada natomiast jest tu nie-
watpliwie trudnoé¢ wyboru wektoréw bazy zredukowanej (5.8).

Trudnoéé t¢ pokonaé mozna poprzez odwolanie si¢ do jeszcze innej metody przyblizo-
nego rozwigzywania: nieliniowych uktadéw réwnan, zwanej metoda statycznej perturbacii
[47, 76]. Metoda ta bazuje na koncepcji rozwinigcia funkeji r(z) i R(7) w szereg Taylora
o postaci

3

(5.11) r(t)—-r(())+;(0)t+r(0) +r(0) Tt

(5.12) - .R(T) R(O)+R(0)1+R(O) +R(O)

oraz wstawieniu tych rozwinie¢ do réwnania (5.6). Przyréwnujac wystgpujace po obu
strqnach réwnania wspdtczynniki przy kolejnych potegach parametru 7 i traktujac funkcje
R(7) jako znang otrzymujemy w sposéb rekurencyjny kolejne wartosci r(0), +(0), r0), ....
Ostateczng warto$¢ ,,nieliniowego” przemieszczenia r(7) otrzymujemy na podstawie wzoru
(5.11) przy czym dtugosé kroku (tj. maksymalna warto$é parametru 7) ograniczona jest wa-
runkiem zbieZnodci szeregu (5.11). Jest to niewatpliwa wada metody statycznej perturbacii,
jej powazna zaleta natomiast jest mozliwo$¢ dokonywania za jej pomoca efektywnych
~ obliczen nawet w otoczeniu punktéw osobliwych, [54].

Powrdémy teraz do omawiania metody redukcji bazy przyjmujac

(k-1)
S TS
XK = , : e T N
I»(0)] |7(0)! (T)'(O)l NXK '

tj. utozsamiajac wektory bazy zredukowanej z kolejnymi, unormowanymi wektorami po-
chodnych przemieszczenia wzgledem parametru drogi z, (5.11). Jak okazuje si¢ na pod-
stawie rozwazan teoretycznych oraz obliczefi testowych [74], tak rozumiane metody re-
dukcji bazy maja wszystkie zalety MES, klasycznej metody Rallexgha-thza oraz metody
statycznej perturbacji tj. odpowiednio:

— latwo$¢é modelowania ztozonych ksztattdéw analizowanych cial,

— wzglednie nieduzg liczbe niawiadomych, :

— mozliwoé¢é prowadzenia efektywnych obliczeri w otoczeniu punktéw osobliwych,
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nie posiadaja natomiast wad whadciwych tym metodom takich jak odpowiednio:
— duza liczba niewiadomych,
— trudno$é doboru globalnych funkcji ksztattu,
— klopoty ze zbieznoscig szeregu (5.11).

Inng grupa metod zaslugujacych z pewnoscig na wzmianke w tym przegladzie sa tzw.
podejécia analityczno-numeryczne, ktérych przyktadem moze by¢ nieliniowa analiza ukla-
déw osiowosymetrycznych poddanych dowolnemu obcigzeniu, [77].

6. Przetwarzanie danych i produkcja oprogramowania

QOczywista przyczyna sukcesu MES w naukach inzynierskich jest powstawanie, réwno-
legle z rozwojem podstaw teoretycznych, olbrzymiej liczby coraz doskonalszych programéw
komputerowych. Szerokie omawianie prac dotyczacych informatycznych podstaw pro-
graméw MES, ze wzgledu na obszernosé i specyfike tej tematyki, przekraczatoby ramy
niniejszego opracowania. Ograniczymy si¢ wiec jedynie do przytoczenia paru bardzo
reprezenzatywnych pozycji literatury w tym zakresie, [78 - 87]. Dalsza ilustracig tej pro-
blematyki moga by¢ takZe szczegdtowe opisy réinych opracowanych na §wiecie duZych
programéw z zakresu zastosowan MES w mechanice, takich jak
— ASKA, (88, 89],

— MARC, [90],

— NASTRAN, [91],
— LARSTRAN, [92],
— ANSR, [93],

— ADINA, [94],

— ADINAT, [95].
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