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1. Wstep

W dotychczasowych pracach poswieconych metodzie Skonczonych Elementéw Cza-
soprzestrzennych (SKECZ) przyjmowano, Ze podzial konstrukcji na elementy w prze®
strzeni tréjwymiarowej jest ustalony, a kazdy z elementéw czasoprzestrzennych obejmuje
wycinek czasoprzestrzeni rozpigty na obszarze odpowiedniego elementu przestrzennego
i ograniczony dwiema kolejnymi chwilami. ZaloZenie to doprowadzilo do algorytméw
(por. KaczkowskI [1 - 3]) podobnych do tych, do jakich dochodzi si¢ przy stosowaniu
innych metod bezposredniego catkowania numerycznego réwnaf ruchu (por. BATHE,
WiLsoN [4]).

Jednakze stosowanie w metodzie SKECZ wylacznie takich, szczegblnego typu ele-
mentéw, ktére skrétowo nazywaé bedziemy elementami prostokatnymi, jest istotnym
ograniczeniem mozliwosci kryjacych sie w obmy$lonej przez nas metodzie. Stad zaréwno
praca autora, [3], o ,,0gélnym sformutowaniu” metody SKECZ jak i praca KACzKOw-
SKIEGO i LANGERA, [5], o ,,syntezie metody” odnosza sig¢ de facto do szczegélnej odmiany
metody SKECZ, bazujacej na czasoprzestrzennych elementach prostokatnych.

W pracy niniejszej wskazemy podstawowe zalety stosowania nieprostokatnych <le-
mentéw czasoprzestrzennych. Poniewaz za$ rozpatrywane tu zadania bgda sie odnosily
do ustrojéw pretowych, przeto ich elementy czasoprzestrzenne bedg miaty forme tréj-
katéw. Uogdlnienie rozwazaf na ustroje powierzchniowe wymagatoby wprowadzenia
elementéw czasoprzestrzennych o formie ostroshupa, a w przypadku rozpatrywania ciat
trojwymiarowych trzeba bedzie budowaé hiperostrostupy czterowymiarowe.

2. Drgania poprzeczne struny wywolane przesuwajaca sie sila

W pracy [1] zajmowaliémy si¢ niethumionymi drganiami struny, ktorej ruch moZna
opisa¢ nastgpujacym ukladem réwnan macierzowych:

2.1 8=0w, o=2EFEs J6+p=0,
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w ktérych jest?
| iy N }
(22) &= {¢x5 (Pt}a G = Qx’ Qt}7 = H, ?t_ s

We wzorach tych oznaczaja: @, — kat nachylenia struny odksztalconej do osi poziome;j x,
®; — predko$¢ przemieszezen pionowych, y — masg przypadajaca na jednostke dlugosci
struny, N, i Q. — skladowe pozioma i pionowa sity naciggu struny, @, — ped masy p
ze znakiem ujemnym, p = p(x, t) — obcigzenie poprzeczne struny. _ .

W cytowanej pracy [l1] znalezliSmy metoda SKECZ rozwiazanie nastgpujacego za-
dania. Wzdhuz struny ze stalg predkoécia, réwna polowie predkoéci ¢ rozchodzenia sig
fali poprzecznej, '

(2.4) ¢ = VN, :

przesuwala sie stala, bezmasowa sita P. Uzyskane rozwiqzaﬁie bylo obarczone bledem,
wynikajacym z zastosowania wylacznie prostokatnych elementéw czasoprzestrzennych.
Funkcja ksztaltu elementu czasoprzestrzennego nie mogla bowiem uwzglednia¢ zalamania
linii ugigecia struny, wystgpujacego w miejscu przylozenia sily skupione;j.
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" Rys. 1. Podzial obszaru czasoprzestrzennego na elementy w przypadku przesuwajacej sie sily

D W klamry {}, [ _| ujmujemy macierze odpowiednio: jednokolumnowe i diagonalne.
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Nic nic stoi jednak na przeszkodzie takiemu podzieleniu obszaru czasoprzestrzennego,
aby punkt przylozenia sity znajdowat sig stale na linii oddzielajacej od siebie dwa elementy
czasoprzestrzenne (rys. 1).

W sasiedztwie sity pojawiaja si¢ wigc elementy tréjkatne trojakiego rodzaju, pokazane
narys. 2. Ich macierze sztywnosci znajdujemy w sposéb typowy, opisany m.in. w monografii
ZIENKIEWICZA [6]. Macierze ksztaltu przyjeliSmy w postaci:

[ ox ot x 1
=|1-> -
Na |© 22 2k’ 2a” 2/1J’
[ x ot ox
25) | Mo = U‘?"z??ﬁ]’

b t x t t
Nc= Ll""—'I‘—‘ - ﬁ].

a "2h’a h’

Po wykonaniu na tych macierzach operacji

(2.6) B,=0N,, - e=a,b,c,
otrzymujemy: A
_1L1, U T T R S R
_ 2a B B a a
(2'7) Bu - B 1 0 i > b = 1 0 —1“ s c = 1 1 1
2h 2h . 2h 2h 2h h 2k

Macierze sztywnosci znajdujemy na podstawie ogdlnego wzoru

(2.8) K, = [ B"EBdQ.
o}
otrzymujac dla
' a
(2'9) _ A= Tie =1,
kolejno:

a) o b) c)

T Tl

v EN

o ™ oyt

J-z , -{3 J— _ 3 '
1t 't

Rys. 3. Element czasoprzestrzenny masy skupionej
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(-2 =1 A% 0-1 1
=00 01 o= 0 o
2 2 oozl |1 01
‘ : (4—12 —4 22 3 -4 1
(2.10) K, = JZ’;h -4 4 0= ]Zz -4 4 0],
20— 1 0 -—1]
[ 4—22 —4422% -2 3 -2 ~1
Koo NPl _qi0p acan o= 2 0 2.
4a | _p w2 -] *lo1 o2 -1

Macierz sztywnosci elementu prostokatnego wyprowadzilismy w pracy
[11: :
2242 222 14242 —1+4 A2
N.h| —2-22 224 —1+4212 14222
@10 Ko= | 14222 —142 2222 22
— 1A% 14242 —2-22 2—242
0-1 1 0
N-1 0 0 1
T2l 1 0 0-1
0 1 -1 0

" Globalny uktad réwnan metody SKECZ zapiszemy w postaci:

~ K00 ! go1 i 1wl -Fb—

Klo :Kn K12: . —1‘ Fl

W
—-—— - = f— =~ — = T
(2.12) - VK2 K22, K2 w | =|F2
| | - -

L KOREE KR e e

I | - -
- 1 i B | I o

Na podwektory w® (F°) skladaja sig wszystkie przemieszczenia (impulsy) wystgpujace
w chwili s, Podwektory o numerach parzystych (s = 0,2, 4, ...) zawierajg wigc po pigé
sktadowych wi(F}), (i =1,2,3,4,5), a podwektory o numerach nieparzystych — po
sze§é sktadowych. Np.:

wl = {wés Wi, W%> W%, W},, Wé},

3 _

(2.13)

3 3 3 3 3 3
w {wi, wi, wa, w3, wi, wi}, ...

W zwiazku z tym podukiady réwnan o numerach parzystych (s = 0, 2, 4, ...) skladaja
sig z pigciu réownan o szeéciu nowych niewiadomych w chwilach s+1 =1, 3, 5, ...,
a poduktady réwnan o nieparzystych numerach sktadaja sig z szeéciu réwnan zawierajacych
po pieé nowych niewiadomych, sktadowych wektoréw w'(s = 2,4,6...).

Dlatego tez, chcac doj$¢ do wzordw rekurencyjnych nalezy uklad (2.12) podzielié
na podukiady w sposéb oznaczony liniami przerywanymi. Kazdy z owych podukladéw
bedzie zawieral po 11 réwnai z 11 niewiadomymi, Ogdlna postaé takiego podukiadu
bedzie nastgpujaca: ' :
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(2.14) J2r,2r—1 W2r—-1+J2r. 2r4-1 W2r+1 — G2r’ y = 1’ 2, 3,
przy czym jest:

'KZr.Zr-l . K2r.2r
(2.15) JArzr=1 l 0 _K2r+1-2"]’
K2r.2r+l 0 .
J2r.2r+1 — [ ]
K2r+1.2r+1 K2r+1.2r+2 ’
w2r—1 w2r+1 F2r
(2.16) Wt = [wz:- ], Wl = [wzr+2 ]’ G¥ = ['F2r+1 ]
Na podstawie réwnania (2.14) otrzymujemy nastepujacy wzér rekurencyjny:
(2.17) W2r+1 — (JZr.2r+1)—1(G2r_J2r.2r—1 WZr-—l)’
obowigzmujacy rdwniez -dla ¥ = 0 przy podstawieniu
. 1o
@.17) wor=| o)
W

Co sig tyczy obcigzen zewngtrznych, to wystgpuja one w postaci impulséw 2Ph
w wezlach znajdujacych- si¢ na linii dzialania sity. Mamy. zatem:
F®= {0,0,0,0,0}, F'= {2Ph,0,0,0,0,0},
F? = {2Ph,0,0,0;0}, F?>= {0,2Ph,0,0,0,0}, itd.

W rezultacie prostych obliczen otrzymujemy kolejno rzedne przemieszczen zestawione
w tablicy 1. Wszystkie zawarte w tej tablicy liczby nalezy pomnozy¢ przez wsp6lny czynnik

(2.18)

2 Pa
(2.19) ¥=3 N
Tablica 1. Przemieszczenia struny wywolane przesuwaniem si¢ sily bezmasowej
A . 2 Pa '
Mnoznik: y = —
3 N,

N a 1 b 2 .¢ 3 d 4 e 5 f
0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0. 0
2 2 0 0 0 0
3 2 3 2 0 0 0
4 2 4 2 0 0
5 T2 4 5 4 2 0
[ 2 4 6 4 2
7 2 4 6 7 6 4
8 2 4 6 8 4
9 2 4 6 6 6 4
10 2 4 4 4 4
11 2 -2 2 2 2 2
12 0 0 0 0 0




536 Z. KACZKOWSKI

Nalezy podkreslié, ze zastosowanie trdjkatnych elementow czasoprzestrzennych pozwo.
lito nam w tym przypadku uzyska¢ wynik Scisty, co przy stosowaniu elementéw prosto.
katnych bylo niemozliwe. : '

Tok obliczen nie uleglby istotnym zmianom, gdybySmy zalozyli, ze sita P = myg jest
cigzarem masy m przesuwajacej si¢ wzdiuz struny. Na linii przesuwania si¢ tej masy
(rys. 1) nalezatoby tylko zalozy¢ istnienie dodatkowych jednowymiarowych elementdw
czasoprzestrzennych. W zagadnieniach statyki podobne elementy wprowadza sig w miejscy
wystepowania zeber usztywniajacych konstrukcje powierzchniows,

Zalézmy, ze macierz ksztaltu elementu przedstawionego na rys. 3 wyraza sie nastg
pujaco: .

(2.20) N=1,[1-7,1+7].

tn
WN }—_'Fh 13"2
ke hovte ]
Rys. 2. Czasoprzestrzenne elementy trdjkatne
Dalej znajdujemy kolejno: '

d {
. = ;- = A1 "—15 1 >
(2.2 B 7 N o7 ]
1
2.22 K —fBT I
(2.22) e = 1 (—m) =l 1l
Przy zalozeniu
(2.23) _ m'= 2ua, oo
i wykorzystaniu zwiazkéw. (2.4) i (2.9), otrzymujemy
2.24 Pl R
(2.24) | Tl 1 -1 »
Tablica 2. Przemleszczenia struny wywolane przesuwaniem si¢ masy skuplonej
: Mroznik: » 2 mga
noznik; y = 5 .

N a 1 b 2 c 37 d 4 ¢ 5 f
0 0 o 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0

3 2 3 2 0 0 0

4 2 4 2 0 0

.5 2 4 5 4 2 0

6 2 4 6 4 2

i 2 4 - 6 7 6 4

8 2 4 6 8 4

9 2 4 6 8 7 4
10 2 4 6 4 6

11 2 4 2 4 4 3
12 2 0 2 "2 0
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Tabl. 2 zawiera zestawienié rzednych ugiecia wywolanych opisanym obcigZzeniem inercyj-
nym. Zjawisko przebiega poczatkowo identycznie jak w przypadku przesuwania sig sity
bezmasowej. Dopiero od momentu spotkania si¢ przesuwajacej masy z falg odbita, co
nastgpuje w chwili s = 8§, przebieg drgan ulega zaburzeniu. .

3. Drgania struny o zmiennej masie

W przypadku przesuwania si¢ wzdluz struny inercyjnego obciazenia cigglego o masie y,
masa drgajaca struny g przed frontem obcigzenia bedzie mniejsza niz lgczna masa p+p,
przypadajaca na jednostke dtugoéei struny obciaZzonej (rys. 4). Ponadto w obszarze ob-
cigzonym dziala¢ beda réwnomiernie rozlozone sily p = u,g. Wobec zwiekszenia sie
masy wlasciwej struny, w odpowiedniej jej czgSci predko$é rozchodzenia sie fal poprzecz-
nych bedzie odpowiednio mniejsza i wyniesie: '

' Ve A
3.1 ¢y = .
(3.1 _ L ]/ T

-

1

X:
IJ
P
B
T ——
\yt R

Rys. 4. Struna o zmieniajacej si¢ masie

Umozliwia to stosowne wydluZenie kroku catkowania po czasie, ktory to krok najlepiej
przyjaé, podobnie jak w czgsci nieobciazonej, na podstawie wzoru:
(3.2 hy = ale,.
W strefie przejscia od struny obciazonej do nieobcigzonej konieczne deZle zastosowanie
czasoprzestrzennych elementéw tréjkatnych.

Zalézmy dla przykladu, ze predko$é nasuwania si¢ obciaZenia bedzie — podobnie jak
w przyktadach poprzednich — réwna potowie predkosci ¢ rozchodzenia si¢ fali w strunie

_nieobciazonej. Niech ponadto przesuwajqca si¢ masa u; bgdzie trzy razy w1kaza od masy
struny p. Mamy wéwczas:

3.3) ptpy =4, ¢ = 1/2c, hy = 2h,

a obszar czasoprzestrzenny dzielimy na elementy w sposéb przedstawiony na rys. 5.
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Rys. 5. Podzial obszaru czasoprzestrzennego na elementy w przypadku przesuwajacego si¢ cigglego obcia-
Zzenia inercyjnego

Macierze sztywnosci elementéw o masie 4u, pokazanych na rys. 6 znajdujemy w spo-
sOb opisany wyZej. Maja onc postad:

0 -1 1 2 1 1

(G4 K,,zjix 1 2 -1, Kb:"]:i 10 ~1],

» 1 -1 0 11 o
0-1 1 0

N.|{=1 0 0 1
e} 1 0 0 -1
0 I —-1 0

K, =

Globalny uktad réwnan dzielimy na poduklady tak, aby w. kazdym z nich liczba réwna
- odpowiadatla liczbie niewiadomych. Poduktady te maja nastgpujaca budowe:

KOOW0 + KOyt = FO,

(3'5) K5s—1ys—1 S+ K3yt 4 K5 s+1ys+1 . Fs.
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Wystepujace w nich podwektdry maja skladowe podane nizZej:

(3.6) w' = {w], wi, wi, wi,ws}, s=0,1;
: w2 = {wh, wi, wi, w3, wi, wi},
wd = (w3, w3, wi, w3}, w*= {wi,w],wi, wi,wi, wi},
ws = (w3, wi,wi}, w®= {w$, ws, wl w§, wg, w§} itd. .

Niewiadome te wyznaczamy z podukladéw réwnan wyrazajacych warunki réwnowagi
dynamicznej odpowiednich weztow. I tak, chcac uzyskaé skladowe podwektora w! ko-
rzystamy z warunkow réwnowagi impulséw dzialajacych na wezly 1-5 w chwili s = 0,
szedé sktadowych wektora w? wyznaczamy z szeéciu réwnafi rownowagi wezdéw w chwili
s = 1, cztery sktadowe wektora w® — z czterech réwnan réwnowagi wezldw 2 - 5 w chwili
s = 2, szeét skladowych wektora w* -—z szeSciu réwnan odnoszacych sig do wezldw:
1w chwili s =2 oraz b 1 2-5 w chwili s = 3 itd. '

Réwnomiernie roziozone obcigzenie p = 3ug zastgpujemy impulsami skupionymi
w wezlach clementow czasoprzestrzennych, W szczegdlnosci we wszystkich wierzchot-
kach elementéw tréjkatnych pokazanych na rys. 6a, b wystapia impulsy wynoszace po

—i— pah, a w weztach elementu prostokatnego (rys. 6¢) — impulsy 2pah. Zatem podwektory

Fs wystepujace w ukladzie (3.5) beda mialy nastepujgce sktadowe:

(3.7 F°

fl

{0,0,0,0,0}, F'= {2,0,0,0,0, 0}%pah,

F2

0,0,0,0}, . F*= {5,2,0,0,0, 0} > pa,

F* = {0,0,0}, F*

{11,5,2,0,0,0) % pah,

F6

{0,0}, F7= {12,11,5,2,0,0}%pah,
F& = {0}, F°®= {12,12,11,5,2,0}%pah,
Lo -2 .

F'° = {12,12,12, 11, 5,2}—3—pah itd.

c)_4 2

—

4h

}<—2h_—+—2h—-4‘°’
—»‘

A

. —L? —g L
le—a -+ 20— f——2a —»

Rys. 6. Elementy czaéoprzestrzenne o masie 4p
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Tablica 3. Przemieszczenia struny wywolane przesuwaniem si¢ masy réwnomlernie rozlozonej

2
Mnotnik: y = 2 262
= _

s\‘\ i a 1 b 2 c 3 d 4 e 5 f
0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0
2 4 0 0 0 0
3 6 4 0 0 0
4 3,5 8 4 0 0
5 10 8 4 0
6 15 6,5 12 8 4
1 14 1 8
8 15 30 10 16 .8
9 6 8
10 27 30,5 45 1,5 ~4
11 0
12 27,5 54 40 36 .4
14 39 49 57 48,5 51
16 33,5 54 69,5 84 56,5
18 27 66 93 89,5 45
20 44,5 78 98 66 45
22 63 88,5 63 65,5 33
24 56 .60 68 42 32,5
26 8 47,5 51 47 21
28 3,5 11 : 38,5 42 26,5
30 15 6,5 14 30 33
k7) 15 30 10 17 15,5
34 27 30,5 45 1,5 T -4

36 27,5 54 40 36 4

Wyniki obliczen zestawiono w tabl. 3. Zauwazmy, 2e w chwilach s = 10 i s = 34
rozpoczynajg si¢ identyczne cykle przemieszczen. Wynika stad, Zze podstawowy okres
drgan struny o masie 4u wynosi:

(3.8) T=24n, =242 =2

¢y ¢

a odpowiednia czesto$é kolowa:

(3.9) o w1=3]’;=_’lll/%.

Jest to wynik Scisly.

4. Mozliwosci rozseparowania ukladu réwnan dynamiki

W znanych metodach bezpo$redniego catkowania Téwnas ruchu podstawowa trud-
nos¢ stwarza koniecznos$¢ wielokrotnego rozwigzywania duzych uktadéw réwnan o liczbie
niewiadomych réwnej liczbie stopni swobody calego ukladu. Jest to zwlaszeza klopotliwe



ELEMENTY CZASOPRZESTRZENNE : 541

wtedy, gdy wobec nieliniowosci zagadnienia, macierze wymagajace odwrdcenia zmieniajg
si¢ po kazdym kroku catkowania i gdy trzeba stosowaé metodg iteracji. Jak dotad, jedynie
stosujac metode analizy modalnej mozna bylo problem calkowania czgstkowych réwnan
rézniczkowych ruchu sprowadza¢ do problemu rozwigzania ukfadu niesprzezonych, zwy-
czajnych rownan rézniczkowych. Metoda ta wymaga jednak uprzedniego wyznaczenia
wartoéci wilasnych i odpowiadajgcych im — funkeji lub wektorow wlasnych.

Okazuje si¢ 2e podobny efekt mozna uzyskaé¢ metoda SKECZ bez potrzeby przepro-
wadzania wprzéd klopotliwej rachunkowo analizy modalnej. Wystarczy kazdy z czaso-
przestrzennych elementéw prostokatnych stosowanych w przypadku stacjonarnego po-
dziatu konstrukcji pretowej na elementy podzieli¢ przekatng na dwa elementy tréjkatne.

1 2 5 4 3 6

0
1

2
3
4

Rys. 7. Podzial obszaru czasoprzestrzennego prowadzacy do rozseparowania ukiadu réwnan

Na rys. 7 przedstawilismy przykiadowy podzial obszaru czasoprzestrzennego ma ele-
menty tréjkatne oraz ponumerowaliSmy wezty zgodnie z kolejnoscia, w jakiej nalezy wy-
konywa¢ obliczenia. Numeracja ta zostala ustalona w taki sposéb, aby w kolejnych réw-
naniach pojawiala si¢ zawsze tylko jedna niewiadoma. Pod pojeciem ,,niewiadoma”
rozumiemy tu wektor o wymiarze odpowiadajacym liczbie k stopni swobody jednego
wezta, Latwo spostrzec, Ze rozpatrujac rownowage kolejnych wezléw w chwili s mamy za
kazdym razem uklad k réwnan na k nieznanych skladowych wektora przemieszczen
odpowiedniego wezta w chwili s+ 1, niezaleznie od liczby stopni swobody catego ukladu.

W niniejszej pracy poprzestaniemy na zasygnalizowaniu jedynie opisanej mozliwosci
rozseparowania uktadu réwnan, zapowiadajac jednocze$nie zamieszczenie odpowiednich
przyktadéw w nastgpnych pracach.

5. Uwagi koncowe

Jak wida¢ z rozwiazanych wyzej przykiadéw, stosowanie obok czasoprzestrzennych
elementow prostokatnych réwniez elementéw trojkatnych stwarza mozliwo$é nie tylko
dostosowywania podziatu obszaru czasoprzestrzennego do przebiegu obciazenia, ale
takze rozwigzywania takich zadad nieliniowych, w ktérych drgania ustroju spelniajg
rdzne réwnania rézniczkowe w zmieniajacych si¢ w czasie przedziatach. Warto podkreslié,
Ze — wobec warunkowej stabilnoéci rozwigzan uzyskiwanych metoda SKECZ — moze
byé pozyteczne stosowanie réznej dlugosci krokéw catkowania po czasie w roznychczesciach
konstrukcji. W strefie posredniej potrzebne bedzie stosowanie w tym przypadku elementéw
nieprostokgtnych,
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Przyktady liczbowe zamieszczone w niniejszej pracy dotyczyly wylacznie struny, ale
opisany sposéb postgpowania mozna bez istotnych zmian stosowa¢ i do innych, bardzie;
zlozonych ustrojow konstrukeyjnych, zaréwno sprezystych jak i lepkosprezystych.

Szczegdlnie necaca wydaje sie mozliwodé rozseparowywania ukladéw réwnaf dyna-
miki w wyniku stosowania elementéw tréjkatnych, o czym byla mowa w p. 4. Sprawa ta
wymaga jednak bardziej szczegdlowej analizy.

Ostatnio autor natknatl sie¢ na prace J. T. Odena: 4 general theory of finite elements.
International Journal of Numerical Methods in Engineering, 1, (1969), 205 - 221, 247 - 259,
w ktérej zasygnalizowano mozliwo$é stosowania elementdéw czasoprzestrzennych oraz
zwrécono uwage na niektére korzysci, jakie moga ptynaé ze stosowania elementéw tréj-
katnych. (Uwaga dopisana przy korekcie).
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