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1. Wstep

W pracy rozpatruje si¢, w sposéb ogélny, zagadnienie wspdlpracy cienkiej plyty z in-
nymi konstrukcjami np. powloka, belka, pretem cienkosciennym itp. Zaklada si¢, 7e
polaczone sa oné z plyta na jej brzegu. Analiza takiej zloZzonej konstrukcji jest czesto
niemozliwa, pomimo dysponowania dobrym aparatem numerycznym (metoda elementéw
skoriczonych). Rozmiar zagadnienia przekracza zwykle wtedy mozliwosci dostepnego
sprze¢tu obliczeniowego. Dlatego tez istotne jest niezaleZne rozwiazanie poszczegdlnych
elementéw zloZonej konstrukeji z uwzglednieniem ich wspéipracy.

W potaczeniach plyty z innymi diwigarami powierzchniowymi mozna przyjmowad,
z dobrym przyblizeniem w wielu przypadkach, sztywne zespolenie dzwigara z plytg (ze
wzgledu na duza sztywnos¢ diwigarédw powierzchniowych w niektérych kierunkach).
Natomiast oparcie plyty na belce jest swego rodzaju podparciem sprezystym.

Analitycznym narzgdziem, ktére zastosujemy do rozwiazania przedstawionego wyzej
zagadnienia jest mechanika ciala stalego z wigzami [1, 2, 3, 4]. Punktem wyjscia bedzie
klasyczna teoria plyt [5].

2, Podstawowe réwnania klasycznej teorii plyt

Na plaszczyznie Srodkowej S cienkiej plyty o grubosci & przyjmujemy krzywoliniowy
ukfad wspétrzednych 0,62, Wspétrzedne tensora metrycznego oznaczamy przez A*F,
wspoirzedne altenatora —egqp(a, § = 1, 2), a rézniczkowanie kowariantne kreska pionowa.
Wéwezas zagadnienie zginania plyty poddanej obcigzeniu (0, ©?) prostopadiemu do
plaszczyzny $rodkowej mozna opisa¢ grupami réwnan:
warunek réwnowagi dla tensora napig¢ momentowych M,,

Q.1 M*lgp+q = 0,
Zwigzki geometryczne
(2.2) *ap = —Wag,
relacje konstytutywne
(23) M = C¥tly,,



432 K. MyS$LEckKt

gdzie w jest ugigciem piyty, a x,s — tensorem zmian krzywizny plaszczyzny srodkowej.
Tensor sprezystosci C*7° dla plyty izotropowej o sztywnosci zgieciowej D przyjmuje
postaé

1

—p b
(2.4) C = D [maﬁmu ZL (A“‘/Aﬂ"+A°“9Aﬂ”)] .

Na krzywej C bedacej sladem plaszczyzny srodkowej S na: powierzchni brzegowej
plyty zadaje si¢ geometryczne i statyczne warunki brzegowe. Krzywa C parametryzujemy
wspoirzedng diugosci fuku 4 i okreslamy wektor n, normalny do C.

Definiujemy nastgpujace operatory:

d
Pu(*) = o (),
(2.5 M,(-) = nung(+),
d
l/H( 4 ) — 77,3( ) )|OL_ el [Efz'y( g )nﬁny] E

ktére stuza do okreslenia geometrycznych
: W= wg,
B 20 = o,
i statycznych warunkéw brzegowych
M (M*) = my,,
2.7 Vi(M*) = po,

gdzie wo, @o, Mo 1 po s34 znanymi funkcjami okreSlonymi na C.
W dalszych rozwazaniach, w celu uproszczenia wzoréw, bgdznemy pomija¢ argumenty
operatoréw brzegowych (2.5).

3. Roéwnania wiezow brzegowych i zasada idealnosci wiezéw

Rozpatrzymy dwa rodzaje wigzoéw brzegowych danych na czg$ciach C, i C, krzywej C:
Pierwszy rodzaj wiezéw opisuje wspdlprace plyty ze sztywna konstrukcja i mozna go
przedstawi¢ przy pomocy réwnan
(31) al(;', W, (P",ﬂllﬂZ"" ﬂ;\l)zo (i= lv") reay ) na C

Nieznane parametry 8, £, ..., fu nie zaleza od wspolrzgdneJ Al
Na krzywej C, przyjmujemy rownania wigzow

(32) yl(l’ Mna ny (rni ’A{ru, -",V '(/)n) Wis Aallav o3 VLW) — O
I g

Opisuja one wiele przypadkéw sprezystego wspoldzialania plyty z innymi elementami

1 Rownania (2.1)= (2.3) z tensorem sprezystoéci (2.4) mozna sprowadzi¢ do jednego rézniczkowego
rownania zginania plyty 44w = g/D (44 — bilaplasjan)
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konstrukcyjnymi na brzegu C,. Operatory V’ oznaczaja rézniczkowanie po X(V’(-) =

a.l
= (MJ('))
Funkcje o;, ; sa liniowymi funkcjami swoich argumentow (z wyjatkiem argumentu A).
Réwnania wigzéow (3.1), (3.2) modyfikuja warunki brzegowe (2.6), (2.7) na C, i C,,
ktére mozna obecnie zapisaé w postaci [4]

M, = m.+m,,

(33) Vo= p-+po na Cy,
W= —W.+Wwy,
(34) Py = —(Pr+(Po,

My, = m.+mg,
Va=p+po na C,.
Nieznane funkcje ¢,, w,, m, i p, sa przemieszczeniami i silami reakcyjnymi na krzywych

C, i C, powstalymi na wskutek naloZenia wiezéw (3.1) i (3.2).
Dla wigzéw (3.1) i (3.2) przyjmujemy zasade idealnosci wiezéw [3, 4]

a"':(3.5) f(m,,éq),.+p,6w)d1+ f(m,6(7),,+p,,6w+q),.6M,,+w,6V,,)dZ+
C, T,

L-1

+ D) [MY Vol Z +[P¥ 0Vl = 0.
N=0

Nawiasem kwadratowym w ostatnich skladnikach (3.5) oznaczono réznice wyrazZenia
W nawiasie na koncach krzywej C,(4 = Agi A = &), a M¥(N = 0,1, ..., K—1)i PN(N =
=0,l, L—1) sg wystepujacymi tam reakcjami.

Przermeszczema i sity wirtualne w (3.5) (oznaczone symbolem 0) spelniaja réwnania [4]

4\{

(3.6) g“' et j; Spnt D) I;‘ y=0 (i=1,2,..,p) naGQ,
(3.7) 931\)}4 M, +- jl’; SV, + > J??L,, SV, +
L
N/_Sa?;'w Vw=0 (i=1,2,..,5) naC,.
Oznaczmy przez y; = wi(4) (= 1,2, ...,p) i p; = w; (/’) (z = ..., §) mnozniki

Lagrange’a na C, i C, oraz pomnézmy przez nie réwnania (3.6) i (3.7) wykonujqc jedno-
Czesnie sumowanie po i. W pierwszym przypadku otrzymamy

P
1y d
(3-8) 2‘ /),_““ ow + \ Y - a 0([7"+ > > 1/)1 a’ (sﬂN == 0‘
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Natomiast w drugim — po stosownych przeksztalceniach mamy

’ K—-1
o0 0 Y NN
(3.9) Zﬂ, i - 3M, + S = a)r,/' 8V, +(a+VX°) 5, — (Z Xva¢")+
l N=0
L-1
+(b+VY°)6w—V(Z Y"V“rSw) il
N=0
We wzorach (3.9) uwzgledniono oznaczenia
o 7]
(3.10) e i -
X" = Z 2 (_HJVJ( V~+);'+1¢ )
i=1
% d
_ Yi
3.11)

S L-1-N

\ ! 7

Catkujac (3.8) i (3.9) odpowiednio po krzywych C, i C, i dodajac nastgpnie do réwnania
(3.5) mozemy, po wykorzystaniu lematu du Bois-Reymonda, otrzymaé przemieszczenia
I sily reakcyjne [1]

P
o 9o
r -~ i aq)n 3
P
\ ! oo
2 T Lol
(3'1") pr ¥ ‘2‘ 1/"! aw ’

24 fw, sareer LI (N=1,2,...,M) na C,

Je=1

m, = a+Vx°, p, = b+VY°

; 3,
21/! '\)’ ’, _Z:ul_a’ﬁl" na C"

(3.13)

Pr
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oraz
Mi=-X (J=0,1,.. K=-1),
Pl=-Y (@=0,1,..,L-1)

na koncach krzywej C, (A= 251 A= 2.

Réwnania (3.1), (3.2), (3.4), (3.3), (3.12), (3.13) i (3.14) lacznie ze zwigzkami' (2.1),
(2.2) i (2.3) stanowia kompletny ukiad réwnan, ktéry moze stuzyé do rozwigzania zagad-
nienia zginania plyt z wiezami (3.1) i (3.2).

Zauwazmy, ze wigzy typéw (3.1) i (3.2) moga by¢ dane na tej samej czgsci brzegu C
(C, = C,), co nieznacznie modyfikuje przedstawione wyzej rozwazania.

(3.14)

4. Przyklady wigezéw brzegowych

Wezmy najpierw pod uwagg wiezy opisywane réwnaniami (3.1). W tym celu rozpa-
trzymy plyt¢ prostokatna, na ktérej jednym boku jest przymocowana sztywna belka (rys. 1).
Wigzy (3.1) majg tutaj postaé

1

alt g.—P3 =0,

(4'1) oy W_ﬂxy—ﬂz =0,

- b y

A B

V=

X [

Rys. 1

gdyz ugigcie sztywnej belki jest funkcja liniowa, a kat obrotu wzgledem osi belki jest
staly. Z réwnan (3.12) obliczamy sily reakcyjne

m, = 9,, /
(32) Pr = ¥, na odcinku 4B
oraz
! s l
“.3) J yidy = 0, fwzdy =0, i)fi.vzydy =20
0 0

Warunki (4.3) wobec (4.2) sa réwnaniami réwnowagi sil reakcyjnych dzialajacych na
Sztywna belke,
Przykladem konstrukcji z wigzami (3.2) jest plyta z rys. 1 polaczona ze sprezysta belka
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o sztywnosci skretnej D; i gigtnej D,. Wowczas réwnania wigzéw mozna przyja¢ w postaci

d*p,
}l' Ds dy;)_ +M11_0§
44
(4.4) ) d*w
Ve Dq d-)')4+l’,,=0

Sily brzegowe M, i V, wystgpuja w réwnaniach (4.4) w miejscu obcigzen skrecanej i zgi-
nanej belki. Na podstawie odpowiednich wzoréw z rozdziatu 3. otrzymujemy przemieszcze-
nia i sily reakcyjne

q (P" = )Il'l’ ‘Vr = /-LZ;
(4.5) - ‘ "
"M M2 ;
= D. . T . d
m, = D, =P p 0y na odcinku AB
oraz
M? = —D, {2’;"—, M} = Diu,,
o _ _n Tua L QPus
(4.6) P = —D, s Pl =D, dy
J .
P2 = —-D, ‘d’“;?, P? = D, u, w punktach 4 i B.

Gdy wezmie si¢ pod uwage swobode konicéw belki (rys. 1) nalezy przyjaé M? = P2 =
=Pl =0. ’

W obu powyzszych przyktadach zalozono, Zze belka jest wolna od obciaZen zewnetrz-
nych (z wyjatkiem sil reakcyjnych od plyty) oraz w drugim przykladzie pominigto wplyw
przesunigcia osi pryzmatycznej belki od brzegu plyty na posta¢ rownania (4.4),.
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Peaome
O HEKOTOPBLIX KPAEBBLIX CBSI38X B KJACCHUECKOI1 TEOPHUM IIJIACTHUH

B paliore paccmarpupaercs ,,B 0OOOIUIEHHOM BHAe’' mpobjema COTpYAHHUECTRA ILIACTHHLI C APY-
UMM THITAMI KOHCTPYKLHUH (0aJikoii, 000JIOUKOH H T.01.) COSANHENHbIMII C IUIACTHHON HA ee Kpac. DToT
BOIPOC PELIACTCs € TOUKH 3PCHUA MEXaHHKHM KOICTPYKLMII CO CBA3AMH. B HacTosuleii paGore noapodHo
HCCIICI0BAHLI /1A UPIIMCPA KPacBLIX cBs3cii.
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Summary
ON CERTAIN BOUNDARY CONSTRAINTS IN CLASSICAL THEORY OF PLATES
The problem of co-operation of bent plate with other elements (beam, shell etc.) connected on the

edge with the plate is discussed. The problem is solved as a case of the structural mechanics with constraints.
Two examples of boundary constraints are given and analysed.
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