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1. Wstep

Drgania gietne o ruchu obrotowo-oscylacyjnym opisane sa ukladem réwnan réznicz-
kowych czastkowych o wspolczynnikach okresowych [2].

Istotnym problemem przy analizie drgan takich- waléw jest okreslenie przedziatéw cze-
stosci krytycznych ruchu oscylacyjnego. :

W niniejszej pracy przedstawiono zastosowanie do okreSlenia pierwszorzgdowych
obszaréw niestatecznoéci, metody przyblizonej [1], wymagajacej sprowadzenia analizo-
wanych réwnan do uktadu kanonicznego hamiltonowskiego. Zaleta przedstawionej me-
tody jest krétki czas obliczenn numerycznych.

2. Dyskretyzacia zagadnicnia
W pracy [2] przedstawiono nastepujacy uklad réwnan opisujacych przemieszczenia
waléw wykonujacych ruch obrotowo-oscylacyjny:

o0tE 0%k . - R dz*&, .
I =t T +9’25—‘P77—2‘P3—Z = Ik, —a,z—4——gsm(cpo+qa),

4 2 )

a 7] a ’I’] %) . . aE _ d477.s'
kz-éZT+ o @ 77+<p§+2<p7 = kz—dz—4——gCOS((Po+"P)’

gdzie: B

EJ, i EBJy »

1= QF’ Cy = oF

E — modul Younga
J,, J, — momenty bezwladnosci przekroju watu wzgledem osi % i &
o — gestosé
F — pole powierzchni przekroju
g — przyspieszenie ziemskie
o — wychylenie poczatkowe
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Réwnania (1) sa réwnaniami rézniczkowymi o pochodnych czastkowych i sa trudne
do bezposredniej analizy. Dyskretyzujac zagadnienie, mozna uktad (1) doprowadzi¢ do
ukiadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem zmiennej ¢ wygodnego w analizie.
We wspomnianej juz pracy [2] do dyskretyzacji zagadnienia zastosowano metod¢ Galer-
kina. W niniejszej pracy zmienng z eliminuje si¢ poprzez zastosowanie metody réznic

skonczonych.
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Rys. 1 Model watu

2.1. Metoda réinic skonczonych. W dalszych rozwazaniach przyjmuje sig¢ nastgpujace ozna-

czenia (rys. 1):
n— liczba wewngtrznych réwnoodlegtych punktow przedziatu €0, 1>

%]_ — dlugo$¢ podprzedziatu

z,=ih _
a(t) = &z, )i =0,1,...,n,n+1
bi(t) = n(z,, 1)
Jesli przyjac, ze réwnania (1) sg spelnione gdy sa spelnione w punktach z, ..., z,, oraz
przyblizy¢ pochodne funkcji & i 5y wzglgdem zmiennej z w punktach z,, ..., z, przez réznice
skoniczone centralne, to réwnania zagadnienia mozna zapisaé w postaci nastepujacego
ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem zmiennej ¢:

¥ = 2B, Y+ [-B,+9?J+5B,] Y+ G, ‘ 2)
gdzie: .
Y = COl {al, ooy Qs bl’ ey bn}
[ k&
7B 0
Bl = k r
Lo B
B, — macierz pigciodiagonaina o statych wspédlczynnikach
[ 01
BZ = _—I OI «
G = col{g11, 8125 -+ &1n> 8215 8225 +-+» &2n}
d%&s .
gu=ky sy —gsin(po + @)
Z=Z' . ,
d*n i=1,2,...,n
8 = ko —3- ,:,,"gcos(‘p"“L‘P) -

Elementy macierzy B, zaleza przy tym od rodzaju podparcia watu [3].
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2.2 Doprowadzanie réwnan do ukladu réwnan pierwszego rzedu. Uklad réwnan (2) mozna Iat-
wo zapisa¢ w pozadanej w dalszych rozwazaniach postaci jako uklad réwnai rézniczko-
wych pierwszego rzedu:

X = A()X+F (3)
gdzie:

S C I Y R
=y F=le) AW 7| B+s1+58, Zé’Bz]

Ukfad (3) jest uktadem 4n réwnan rézniczkowych zwyczajnych wzgledem zmiennej ¢.
Do postaci (3) mozna doprowadzié¢ réwnania (1) réwniez w przypadku gdy wezly z;(i =
= 0,1, ..., n+1) nie sg rownoodlegte.

2.3. Dokladnos¢ aproksymacji. Istotnym elementem. przy stosowaniu metody réznic skon-
czonych jest wlasciwe okreSlenie liczby wewngtrznych punktéw dyskretyzacji n wplywa-
jacej na doktadno$¢ wynjkéw. Wpltyw n na dokladnoéé wynikéw zbadano pordwnujgc
czestosci drgan wiasnych wahu nieruchomego obliczone przy réznych n metoda réznic
skoniczonych, z wynikami otrzymanymi metodg $cistg [4]. Wyniki obliczen przedstawiono
w tabeli 1. -

Tabela 1
Wplyw liczby n na wartoéci czgstosci drgan wiasnych
ky =167,2 m*s~2, k, = 107,] m*~2, I=12m
Nr kol. _ Metoda
czestosci n=2=0 n=79 n =1l n=15| , n=19 n=23 &cista,
1 69,75 70,35 70,53 70,70 70,78 70,83 70,93
2 265,18 274,51 277,30 280,09 281,40 282,10 283,72
3 547,38 592,50 606,23 620,13 626,65 630,21 638,37
4 861,02 993,18 1034,89 1077,73 1098,04 1109,19 1134,89
5 1143,43 1437,35 1534,08 1635,33 1683,96 1710,85 1773,26
6 1428,67 1881,51 2069,78 2271,49 2369,99 2424,90 2553,49
7 2350,88 2605,48 2961,76 3139,22 3239,12 3475,59
8 2804,45 3104,67 3679,61 3972,74 4139,57 |  4539,54
9 3248,84 3533,34 4397,47 4849,99 5110,21 5745,36
10 4069,04 5087,74 5749,40 6136,33 7093,03
n+1 87,15 87,90 88,12 88,34 88,44 88,50 88,62
n+2 331,33 342,99 346,47 349,97 351,59 352,48 354,50
n+3 684,18 740,30 757,46 774,83 782,97 787,43 797,62
n+4 1075,82 1237,31 1293,06 .| 1346,59 1371,96 1385,90 | .. 1418,00
n+5 1338,85 1795,91 1916,78 * | 2043,28 2104,04 2137,65 2215,62
n+6 1672,85 2282,20 2586,12 2838,14 2961,21 3029,82 3190,49
n+17 2600,18 3255,45 3700,61 3922,35 4047,15 4342,62
n+8 2851,53 3879,18 4597,54 | . 4963,79 5172,23 5671,99
n+9 3503,93 4414,78 5494.48 6059,89 6385,01 7178,61
n+10 5084,11 6356,94 7183,66 7667,12 8862,48
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Jak wynika z rozwazaf przedstawionych w rozdziale 3 niniejszej pracy wyznaczenie
pierwszorzedowych obszaréw niestatecznosci sprowadza si¢ do obliczenia czgstosci i po-
staci drgafi wlasnych walu nieruchomego. Dlatego mozna przyja¢, ze blad popelniany
przy wyznaczaniu pierwszorzgdowych obszaréw niestatecznodci jest okreslony przez bledy
w wyznaczaniu czesto$ci drgan i postaci drgan wlasnych walu nieruchomego. Wyniki
przedstawione w tabeli 1 wykazuja, Ze juz przy n = 9 otrzymuje si¢ pierwsza czestosé
drgad whasnych w, z bledem mniejszym od 1%, a w, z bledem mnicjszym niz 3,5% w od-
niesieniu do wartoéci doktadnych.

Na rys. 2 przedstawiono poréwnanie wynikéw uzyskanych przy rozwiazywaniu za-
gadnienia drgain wymuszonych w przypadku, gdy wymuszenie ruchu opisuje funkcia:

p(t) = Psinwz. . (4)
Linia przerywang zaznaczono rozwiazanie uzyskane po dyskretyzacji zagadnienia
metoda réznic skonczonych przedstawionej powyzej, a linia ciagla rozwigzanie uzyskane

3

f T T

metoda Galerkina )
metoda réznic skonczonych™
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—
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Rys. 2 Poréwnanie rozwiazan robwnania (3) uzyskanych metoda Galerkina i metoda roznic skofczonych

po dyskretyzacji zagadnienia metoda Galerkina przy n = 3, a wigt przyjeciu tréjwyrazo-
wego szeregn aproksymujacego funkcje & i # [2]. Wyniki obliczen sa bardzo zblizone.
W obu przypadkach otrzymany po dyskretyzacji uktad réwnan rézniczkowych Zwyczaj-
'nych wzgledem zmiénnej ¢ rozwigzywano numerycznie wykorzystujac metode interpolacyj-
no-ckstrapolacyjng z automatycznym doborem kroku catkowania.

-

3. Wyznaczanie pierwszorzedowych obszaréw niestatecznosci waléw oscylujacych

Badanie stateczno$ci w sensie Lapunowa [5] jednorodnego réwnania (3) czyli réwna-
nia: _ '
X =AX. (5)
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przy zalozeniu (4) powodujacym okresowos¢ macierzy A(r) mozna poprzez podstawienie

W=S8X gdzie S = [—;Bz g], (6)
sprowadzi¢ do badania statecznosci uktadu hamiltonowskiego:
W=BW gdze B(t) l(sz ! ] (7')
—-B, ¢B,
Uwzgledniajgc zatoZenie (4), po wprowadzeniu czasu bezwymiarowego:
T=qw-"t, (8)
mozna uktad (7) zapisa¢ w postaci: '
(([;TV = [yCo+®PDycosT|W )

gdzie:

1 c 0 I D B, 0
7—*60—, 0 = ~B, 0 0= 0B,

‘W pracy [I] (rozdzial V, s. 359) podano twierdzenie umozliwiajace okreélenie pierwszo-
rzedowych obszarow niestatecznoéci. W odniesieniu do réwnania (9) z twierdzenia tego
wynika, ze obszar dynamicznej niestatecznosci okreslony jest nastepujaco:

Yot aiid <y <yotulld, ’ (10)
gdzie: : -
1
Vo= w;+w,
X(II’Z) — $2|Xj,h|
Joh

d
Ty (wj + wh)ly=yo

%50 = (HioCy, Cr) . .
w; — wartosci wlasne bedace pierwiastkami réwnania det[yCo—iwI] = 0
C; — wektory wlasne macierzy yC, odpowiadajgce wartodciom wlasnym iw; unor-
. mowane warunkami: ’

0 jeslij#h
Vion = {C;, Cpy = i(JC;, Cy) = 1 J=h<2n
' -1 Jj=h>2n

3= [0 'I} Hl, = + ID
- I 0 H] 10 .' 2 0>
Jak wynika z powyzszych wzoréw, przy wyznaczaniu obszaréw niestatecznoéci podsta-
wowym problemem jest okreslenie wartoéci i wektoréw wlasnych macierzy yCo.
3.1. Wyznaczenie wartosci i wektoréw wlasnych macierzy vCo. Zgodnie z cytowanym Wwyzej
twierdzeniem warto$ci wlasnej w ; okredlone sa jako pierwiastki réwnania
det[yCo—iwI] = 0
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Jesli przez wo, oznaczyé wartoéci wlasne macierzy C, to z_achodzi
w; = —iywe; (=1,2,..,4n). (1D
Wektory C; s okre§lone jako nietrywialne rozwigzania réwnan:
yCoC; = iw,C,

Yatwo sprawdzié, Ze wobec zwiqzké.')w (11) wektory wlasne macierzy yCy 1 Cy sa identyczne,
Wobec powyZszégo problem wyznaczenia wartosci wlasnych w; i wektorow € spro-
wadza si¢ do wyznaczenia wartoéci i wektoréw wlasnych macierzy Cy.
Zgodnie z (9) macierz C, ma postad:

0 I
N B
Jesdli oznaczyc: :
Q2 =idiag{A;, 45, ..., A3}
P = [PP,..P]
gdzie:
-A? — s warto$ciami wiasnymi macierzy B,
P; — sa wektorami wlasnymi macierzy B,
to wartosci wlasne macierzy C, sa okreslone nastgpujaco:
{wo g =14
Wojpan = —

g, J= b2 (12)

a macierz P wektoréw wiasnych macierzy C, ma postaé

P P C P, P; .
°o=|po —po = iw,P,|’ C2"+j=['.—iij]’ _]=1,2,...,2n) (13)

Macierz B; ma réwniez postaé, ktéra upraszcza wyznaczenie jej wektoréw i wartosci

wihasnych:
1t [k:Bo O
Be= Trf[ 0 szo] ()

Wobec (14) wartoéci wlasne 1; i wektory wlasne P; macierzy B, mozna okresli¢ naste-
pujaco: ’

k
A= h—iwﬁj = 1y
L (wk; — warto$ci wlasne By) (15)
;‘jz+n = —h%wlzij = W3y
d} d, j<n, 0 j<n
; P, =1L dzie: dt = . 2 _
7 l:djz] gazie dj Jlo j>n,’ dj {dj j>n (16)

d; — jest j-tym wektorem wlasnym macierzy B, (j = 1,2, ..., )
Normowanie wektoréw C; wobec warunku:
0 j+h
Vi =<C), Cpp = i(JC}, C)) = I j=h<2n
-1 j=h>2n
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i wynikajacej z ortogonalnosci wektorow wlasnych macierzy B, zaleznosci:
0 —Ii[ P, | P, 0 daj#h
idC;, Cy) = 1([ _’ } R = I .
I 0]|is P lw P, 2w;dfd; j=h
polega wiec na okreSleniu elementéw przez liczbe /2w, d]'d;

3.2. Wyznaczenie wspolezynnikéw x§1; 2. Aby zgodnie z (10) okresli¢ wspdtezynniki x}},‘,z)
nalezy obliczy¢ wielkosci

- 1 _
Lo = (HioCy, C)) = (7 ID,C;, Cl’)' (17
Podstawiajac do (17) wektory C; okreélone przez (13) - (16) otrzymano:
1 TLT, :
sl = - |4, — 4\ d}f dy —djf dif ). (18)
Wobec (11) i (12) zachodzi:
d—‘; (wj+wp) = 4+ 4 (19)
a wiec wspotezynniki x§',* wynosza:
T T
1,2y _ T _MJ—Athjz di —d}' dj| )
. X Joh + /'{j + /1“ (20)
Z (16) i (20) wynika, ze nie wystgpuja obszary niestatecznosei zaczynajgce si¢ w punktach
1 . .
Yo = Ef—l-—wT dla nastepujacych przypadkdéw:

l.j<nih<n
2.j>nih>n-
poniewaz zachodzi wowczas:

T T
didi—did} =0. @1)

W szczegdlnodci warunek (21) jest spetniony réwniez przy j = h czyli nie wystapia ob-
szary niestatecznosci odpowiadajace ¢y = 2w; (j =1, 2, ..., 2n).
Wobec tego obszary niestatecznosci wystapia tylko wowczas, gdy spetnione bgda warunki:
l.j<nih>n
2.j>nih<n
przy czym wobec (15), (16) wyraZenie (20) przybierze postaé:

IS (U el W o |dT1d2[——w przypadku 1 : (22)
. Xim = = + w1,j+w2,h—n J %h .

BhP =T (01,50 2. |d?Td,}l—w przypadku 2. (23)
o wl,j—n+0)2;h !

Z powyzszych rozwazan wynika, ze wyznaczenie pierwszorzedowych obszaréw. nie-
statecznosci sprowadza sie do obliczenia warto$ci 1 wektordw wiasnych macierzy By
stopnia n oraz wykonania szeregu mnozen wedtug wzordw (22) i (23). Jest to sprawa

5 Mech. Teoret. i Stos. 1/83
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o tyle istotna, ze macierz C, jest macierza stopnia 4n, a wigc sprowadzenie problemu
obliczenia jej wartosci i wektoréw wlasnych do problemu obliczenia wartosci 1 wektoréw
wiasnych macierzy stopnia n pozwala na znaczne skrécenie czasu obliczen numerycznych.

3.2. Wyniki obliczen numerycznych. Obliczenia numeryczne przeprowadzono dla nastgpu-
jacych danych liczbowych: k; = 167,2 m*s™2, k, = 107,1 m*s~2, | = 1,2 m. Wartosci
i wektory wiasne obliczono wedtug algorytmu QR wykorzystujac podprogramy biblio-

_ wy,1tway

teczne ODRY 1305. Wartosei (4225 1 x¢42% odpowiadajqce Do = g idy =
= a—)ii_il—&i wyznaczono dla kilku 7 celem ustalenia wplywu tej liczby na doktadnosé

wynikéw. Przedstawione w tabeli 2 wyniki pozwalaja wysnué wniosek, Ze n > 9 daje

Tabela 2

n=17 n=9 n=11 |.n=13 n=15
o, 87.49 87.90 |- 88.12 88.25 88.34
Onsr 7002 | 7035 | 7053 | 70.63 | 7070
0531 17.58 17.66 17.70 1773 | 1775
w2 : 336.65 | 342.99 | 34647 | 348.59 | 349.97
Oz 26943 | 27451 | 27730 | 27899 | 280.09
125802 _ 67.63 68.90 69.61 70.03 70.31

10

T 1 ] T T ] T -1 T
\
08|- \\ 7 ®
A drugorzedowy obszar \ s
{ 7| niestatecznosci \\ //
06l \ / -
\ /
0 \ /
04/ \\\\ / -
N\p 4
\\ /
\ /
0,2 - - \\ / —
. \ \//
L1 ! . 1 ! | ! { | \ \
60 w, 80 wy, 100 120 w0 -"160 180 580 600 620 640 660 680 700
. SWreg 222 Wz

w
Rys. 3 Wykres obszarOw niestatecznosci

— — — — obszary niestateczno$ci wyznaczone wg zaleznosci (24)
— — — — przyblizenia liniowe wg, wzoru (25)
obszary niestatecznoéci uzyskane w pracy [2]
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zadowalajgca dokladno$¢. Rys. 3 przedstawia obszary niestateczno$ci w plaszczyznie
(¥, w) wyznaczone wg zaleznosci:
Y = Yot uii® ©. ' (24)
L. 1 .
Wobec zaleznosci y = o proste (24) w plaszczyznie (P, @) nie sg juz prostymi. Stosujac

jednak rozwinigcie
1

—1'__’7 = ] Y+ ..
mozna okre$li¢ w sposéb przyblizony proste
P = Po—y$i D9 P, (25)

ograniczajace obszar niestatecznodci w ptaszezyinie (@, w). Proste te réwniez naniesiono
na rys. 3. Ponadto dia poréwnania wynikéw pokazano réwniez na rys. 3 obszary niesta-
teczno$ci wyznaczone w pracy [2].

Przedstawiona metoda daje dobre wyniki dla matych W'utosm &, Zalety jey jest krotki
czas obliczen oraz mozliwo$é przewidywania istnienia obszardw niestatecznoscei.
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TIEPBUYHBIE OBJIACTUA HEYCTOWUMBOCTHU KOJIEBAHMIT BAJIOB COBEPIIAIONIVIX
BPAIIATEJIbBHO-OCUMIIATIMOHHOE IBYOKEHUE

B paGoTe npeAcTarieH NPUOIIKEHHLIH SHANH3 MepBHYHBIX 00JacTel HeyCTOHUMBOCTH CHCTEAMBI
MubdepeHIMaNbILIX YPABHEHHI C IIEPHOSHUYECKHME K03 QUIHEHTAMHE, ONUcLIBaIOWell KoneSanws
6anoB ¢ BPALATENLHO-OCHHIUIANIOIFOM BYKeHHeM. JIna NucKpeTusanuu npoGienbl IPUMEHEH METOLX
KOHEUHBIX Pas3HOCTEl.

Summary

FIRST ORDER NON-STABILITY FIELDS FOR VIBRATING SHAFT PERFORMING
SWING-LIKE MOTION

An approximate analysis is presented for the first order non-stability fields for differential equations
system with periodical factors due to shaft swing-like type vibrations. The discretization of the system is
obtained by finite differences method.

Praca zostala zloZzona w Redakcjl dnia 27 maja 1982 roku



