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1.  Wstę p

Drgania  gię tne  o  ruchu  obrotowo- oscylacyjnym  opisane  są   ukł adem równań róż nicz-
kowych  czą stkowych  o współ czynnikach okresowych  [2].

Istotnym  problemem  przy  analizie  drgań  takich  wałów  jest  okreś lenie  przedziałów czę-
stoś ci  krytycznych  ruchu  oscylacyjnego.

W  niniejszej  pracy  przedstawiono  zastosowanie  do  okreś lenia  pierwszorzę dowych
obszarów  niestatecznoś ci,  metody  przybliż onej  [1],  wymagają cej  sprowadzenia  analizo-
wanych  równań  do  ukł adu kanonicznego  hamiltonowskiego.  Zaletą   przedstawionej  me-
tody jest krótki  czas  obliczeń numerycznych.

2.  Dyskretyzacja  zagadnienia

W  pracy  [2]  przedstawiono  nastę pują cy  ukł ad  równań  opisują cych  przemieszczenia
wałów wykonują cych  ruch  obrotowo- oscylacyjny:

CO
dt  *  dz4

gdzie:

1
  QF  '  2  gî 1

E —  moduł   Younga

Ji,J2  —  momenty bezwładnoś ci przekroju  wału wzglę dem  osi  fj  i
Q • — gę stość
F—  pole powierzchni przekroju
g —  przyspieszenie  ziemskie

?>o —  wychylenie  począ tkowe
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Równania  (1)  są   równaniami  róż niczkowymi  o  pochodnych  czą stkowych  i  są   trudne
do  bezpoś redniej  analizy.  Dyskretyzując  zagadnienie,  moż na  ukł ad  (1)  doprowadzić  do
ukł adu  równań  róż niczkowych  zwyczajnych  wzglę dem  zmiennej  t  wygodnego  w  analizie.
We  wspomnianej  już  pracy  [2] do  dyskretyzacji  zagadnienia  zastosowano  metodę   Galer-
kina.  W  niniejszej  pracy  zmienną   z  eliminuje  się   poprzez  zastosowanie  metody  róż nic
skoń czonych.

Z 0  *1  ' 2

I

7.  X

if(t+ T)= (f(t )

Rys.  1 Model wału

2.1.  Metoda róż nic skoń czonych. W  dalszych  rozważ aniach przyjmuje  się  nastę pują ce  ozna-
czenia  (rys.  1):

n —  liczba  wewnę trznych  równoodległ ych  punktów  przedziału <0,  />

•  długość podprzedziałuh  =
n+1

i  =  0,  1,  ...,n,n  + l

zt  =  i-   h

fl«(0  -   l ( * i .  0
6,(0  -   i7(zj. 0.

Jeś li  przyją ć,  że  równania  (1)  są   speł nione gdy  są   speł nione w  punktach  glt  ...,  z„ ,  oraz
przybliż yć  pochodne funkcji  i  i rj wzglę dem  zmiennej z w punktach z%,  ...,z„  przez róż nice
skoń czone  centralne,  to  równania  zagadnienia  moż na  zapisać  w  postaci  nastę pują cego
ukł adu  równań  róż niczkowych  zwyczajnych  wzglę dem  zmiennej  t:

f  =   2<yB2 Y+  [-   Bi+ ł p1 J+ JpB2] Y+G,  '  (2)
gdzie:

B o  0ki

° 4^B°
B o  —  macierz pię ciodiagonalna  o  stałych współ czynnikach

0  11

. - i  oj
G  =  col{gn,  g12)  ...,  gln,  g2x,  g2%,  • •

Sn H~dz*

7  W  'IS

i  =  1,2,  ...,«

Elementy macierzy  Bo  zależą   przy  tym  od  rodzaju  podparcia wału  [3].
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2.2 Doprowadzanie równań do układu  równań pierwszego rzę du.  U kł ad  równań  (2) moż na ł at-
wo  zapisać w  poż ą danej  w  dalszych  rozważ aniach  postaci  jako ukł ad  równań  róż niczko-
wych pierwszego  rzę du:

X  = A(t)X+F  '  (3)

gdzie:

0  I

Ukł ad  (3) jest ukł adem  An równań róż niczkowych zwyczajnych wzglę dem zmiennej t.
D o  postaci  (3) moż na doprowadzić równania (1) również w przypadku gdy  wę zły  zt(i  =
=   0,  1,  ..., n + 1)  nie są   równoodległ e.

2.3. Dokładność aproksymacji. Istotnym elementem przy  stosowaniu metody róż nic skoń-
czonych  jest  właś ciwe  okreś lenie  liczby  wewnę trznych punktów dyskretyzacji  n wpływa-
ją cej  na  dokł adność  wynjków.  Wpływ  n  na  dokł adność  wyników  zbadano porównując
czę stoś ci  drgań  wł asnych wału  nieruchomego obliczone przy  róż nych n  metodą   róż nic
skoń czonych, z wynikami otrzymanymi metodą  ś cisłą   [4], Wyniki  obliczeń przedstawiono
w tabeli 1.

Tabela  1

Wpływ  liczby  n  na wartoś ci  czę stoś ci  drgań  własnych
kx  =  167,2  m4s"2,  k2  =  107,1  m V 2 ,  /  = 1,2  m

Nr  koi.
czę stoś ci

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

n + 1
n+2
«+3
11 + 4
n+5

n + 6
n+1
«+ 8
n+9
«+ 10

n-   6'

69,75

265,18

547,38

861,02

1143,43

1428,67

87,15

331,33

684,18

1075,82

1338,85

1672,85

n-   9

70,35

274,51

592,50

993,18

1437,35

1881,51

2350,88

2804,45

3248,84

87,90

342,99

740,30

1237,31

1795,91
2282,20

2600,18
2851,53

3503,93

« =   11

70,53

277,30

606,23

1034,89

1534,08

2069,78

2605,48

3104,67

3533,34

4069,04

88,12

346,47

757,46

1293,06

1916,78

2586,12

3255,45

3879,18

4414,78

5084,11

n  -   15

70,70

280,09

620,13

1077,73

1635,33

2271,49

2961,76

3679,61

4397,47

5087,74

88,34

349,97

774,83

1346,59

2043,28

2838,14
3700,61

4597,54

5494,48

6356,94

,  n =   19

70,78

281,40

626,65

1098,04

1683,96

2369,99

3139,22

3972,74

4849,99

5749,40

88,44

351,59

782,97

1371,96

2104,04

2961,21

3922,35

i  4963,79

6059,89

7183,66

n  =  23

70,83

282,10

630,21

1109,19

1710,85

2424,90

3239,12

4139,57

5110,21

6136,33

88,50

352,48

787,43

1385,90

2137,65

3029,82
4047,15

5172,23

6385,01

7667,12

M etoda

ś cisła.

70,93

283,72

638,37

1134,89

1773,26

2553,49

3475,59

4539,54

5745,36

7093,03

88,62

354,50

797,62

.  1418,00

2215,62

3190,49

4342,62

5671,99

7178,61

8862,48
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Jak  wynika  z  rozważ ań  przedstawionych  w  rozdziale  3  niniejszej  pracy  wyznaczenie
pierwszorzę dowych  obszarów  niestatecznosci  sprowadza  się  do  obliczenia  czę stoś ci  i  po-
staci  drgań  wł asnych  wału  nieruchomego.  D latego  moż na  przyją ć,  że  bł ąd  popeł niany
przy  wyznaczaniu  pierwszorzę dowych  obszarów  niestatecznosci  jest  okreś lony przez bł ę dy
w  wyznaczaniu  czę stoś ci  drgań  i  postaci  drgań  wł asnych  wału  nieruchomego.  Wyniki
przedstawione  w  tabeli  1 wykazują,  że  już  przy  n  =  9  otrzymuje  się  pierwszą  czę stość
drgań wł asnych coj  z bł ę dem mniejszym  od  1%, a co2  z bł ę dem mniejszym  niż 3,5% w  od-
niesieniu do wartoś ci dokł adnych.

N a  rys.  2  przedstawiono  porównanie  wyników  uzyskanych  przy  rozwią zywaniu  za-
gadnienia  drgań  wymuszonych  w  przypadku,  gdy  wymuszenie  ruchu  opisuje  funkcja:

cp(t) =   <Psinót.  •   (4)

Linią  przerywaną  zaznaczono  rozwią zanie  uzyskane  po  dyskretyzacji  zagadnienia
metodą  róż nic skoń czonych  przedstawionej  powyż ej,  a  linią  cią głą  rozwią zanie  uzyskane

1 -

- 2  • *•

- 3  -

1
metoda Galerkina  Ą
metoda róż nic skoń czonych  //  \

n  '

-

i
1

1\ s

<f\  i i
i ł t  n

\A
^M   I 1

• \ ł\ u

*- K

!

1/

r

i

\

r\/
S /

/1

\  V
1  '1
jl  1

r !   •

0,1 0,2

tts]
0,3

Rys. 2 Porównanie  rozwią zań  równania  (3) uzyskanych  metodą  Galerkina i metodą róż nic  skoń czonych

po  dyskretyzacji  zagadnienia  metodą  Galerkina przy  n  =   3,  a  więb przyję ciu  trójwyrazo-
wego  szeregu  aproksymują cego  funkcje  £  i  r\   [2].  Wyniki  obliczeń  są  bardzo  zbliż one.
W  obu  przypadkach  otrzymany  po  dyskretyzacji  ukł ad  równań  róż niczkowych  zwyczaj-
nych wzglę dem zmić nnej /  rozwią zywano  numerycznie wykorzystując  metodę interpolacyj-
no- ekstrapolacyjną  z automatycznym doborem kroku cał kowania.

3.  Wyznaczanie  pierwszorzę dowych  obszarów  niestatecznosci  wał ów  oscylują cych

Badanie  statecznoś ci  w  sensie  Lapunowa  [5] jednorodnego  równania  (3)  czyli  równa-

nia:
=   A(ł )X. (5)
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• przy zał oż eniu (4) powodują cym  okresowość  macierzy A(f)  moż na poprzez  podstawienie

W=SX  gdzie S = [_ 'B 2 l°] ,  (6)

sprowadzić  do badania  statecznoś ci  ukł adu hamiltonowskiego:

W=H(t)W  gdzie  B( 0[_B  ^ B J  (7)

Uwzglę dniając  zał oż enie (4), po wprowadzeniu  czasu  bezwymiarowego:

x- wt,  (8)

moż na ukł ad  (7) zapisać w postaci:

=   [yCo  + 0Docosr]W  (9)

gdzie:

i  r  o  i i  fBz  o

W  pracy  fl]  (rozdział  V,  s.  359)  podano  twierdzenie  umoż liwiają ce  okreś lenie  pierwszo-
rzę dowych  obszarów  niestatecznoś ci. W  odniesieniu  do  równania  (9)  z  twierdzenia  tego
wynika,  że  obszar  dynamicznej  niestatecznoś ci  okreś lony  jest  nastę pują co:

Vo+xW,<l><V<Yo+X$<l>,   (10)
gdzie:

1

Z/ ,  /i —  ( H 1 0Cj ,  C/,)

co/  —  wartoś ci  wł asne bę dą ce  pierwiastkami  równania det[yC0 — icol]  =  0
Cj  — wektory  wł asne  macierzy  yC0  odpowiadają ce  wartoś ciom  wł asnym  icoj  unor-

.  mowane warunkami:

0  jeś li  j  • £  h

Vi, n =   <Cj,C„y   =   i(JCj,  Ch)  -   •   1  J  =  A <  2n
- 1  j  =  h>2n

i   ]

Jak wynika z powyż szych  wzorów,  przy wyznaczaniu  obszarów  niestatecznoś ci podsta-

wowym problemem jest  okreś lenie wartoś ci  i wektorów  wł asnych macierzy  yC 0 .

3.1.  Wyznaczenie  wartoś ci  i wektorów  wł asnych macierzy yC0.  Zgodnie  z  cytowanym  wyż ej

twierdzeniem wartoś ci  wł asnej coj okreś lone są  jako  pierwiastki  równania

• ,- iwIl  =  0
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Jeś li  przez  a)oj  oznaczyć  wartoś ci  wł asne macierzy  C o  to  zachodzi

(Oj^- iyooj  ( ; =   1,2,  . . . , 4n ).  (11)

Wektory  Cj  są  okreś lone jako  nietrywialne  rozwią zania  równań:

yC0Cj  =  icojCj

Ł atwo sprawdzić, że wobec zwią zków  (11) wektory wł asne macierzy yC0  i Co są  identyczne.
Wobec  powyż szego  problem  wyznaczenia  wartoś ci  wł asnych  coj i  wektorów  Cj  spro-

wadza  się  do wyznaczenia  wartoś ci  i wektorów  wł asnych macierzy  C o .
Zgodnie z  (9) macierz  Co  ma postać:

Jeś li  oznaczyć:
£2 =  • idiag{A1, X2,  ...,  X2n)

P r p  />  / >  i
—  L*  1 * 2  •  •  •  - *n J

.gdzie:
Af  — są wartoś ciami  wł asnymi macierzy  BL

Pj  — są wektorami  wł asnymi macierzy  Bx

to  wartoś ci  wł asne macierzy  Co  są  okreś lone  nastę pują co:

f co0, =   iX,

\co0j  2  =   ~iX  j =   1 ' 2 ' - ' 2 n  ( 1 2)

a macierz P o  wektorów  wł asnych macierzy  Co ma postać

2 n )

Macierz  Bi  ma  również  postać,  która  upraszcza  wyznaczenie  jej  wektorów  i  wartoś ci
• wł asnych:

1  ffciBo  (

-   * ~~hT[  0  k%]

Wobec  (14)  wartoś ci  wł asne  Xj  i  wektory  wł asne  P}  macierzy  Bt  moż na  okreś lić  nastę-
pują co :

pj  =   ]- %• ]

(<x>lj  —  wartoś ci  wł asne  Bo)  (15)

\dj  j  <  n,  (0  j  <  n

S d z i e :  i}   = L  •   ,  d? = L  (16)
dj—jest>tym  wektorem wł asnym macierzy Bo  (/   =  1,2,  ...,«)
Normowanie wektorów  Cj wobec  warunku:

0  j * h

1  Jm  h <  2n

- 1  i = h >  2n
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i wynikają cej  z ortogonalnoś ci wektorów  własnych macierzy Bo zależ noś ci:

ro  —ii r  Pj  i  r  p h  i\   j o  dia i +

polega  wię c  na okreś leniu  elementów przez  liczbę   \ / 2cojdfdj

3.2. Wyznaczenie współczynników # ft 2 ).  Aby zgodnie  z  (10) okreś lić  współczynniki  %JJ,2)

należy  obliczyć  wielkoś ci

%J,h =  (H ł oC,, Ch)  =   \J3DOCJ,  C„J.  (17)

Podstawiając  do (17) wektory  Cj  okreś lone przez  (13) -  (16) otrzymano:

\XsJ -   - j  \k- h\ \dfdh- Afd*\>  (18)

Wobec  (11) i  (12) zachodzi:

d  f  4

dy

a wię c współ czynniki Xjj- 2)  wynoszą:

Z  (16) i  (20) wynika,  że nie wystę pują   obszary  niestatecznosci zaczynają ce  się  w punktach

y0  =   dla nastę pują cych  przypadków:
(Oj + CO),

1, J < n  i  h < n
2.  j  > n  i  h > n

ponieważ zachodzi  wówczas:

jfdt- djdJi- O.  (21)
W  szczególnoś ci  warunek  (21) jest  spełniony  również  przy j  =  h czyli  nie wystą pią   ob-
szary  niestatecznosci odpowiadają ce  & 0  =  2coj  (j  =   1,2,  ..., 2n).
Wobec tego obszary  niestatecznosci wystą pią   tylko wówczas, gdy spełnione bę dą  warunki:

1. j  < n  i  h > n
2. j  > n  i h < n

przy  czym wobec  (15), (16) wyraż enie  (20) przybierze postać:

$** >  .  +   |f t > 1- J~C°2- ' - -̂   •   k/ / r f, ?|-w  przypadku  1.  (22)
m  i ,  h- n

^dL  j  | _w  przypadku 2.  (23)

Z  powyż szych  rozważ ań  wynika,  że  wyznaczenie  pierwszorzę dowych  obszarów nie-
statecznosci  sprowadza  się   do  obliczenia  wartoś ci  i  wektorów  własnych  macierzy  Bo

stopnia  n  oraz  wykonania  szeregu  mnoż eń według  wzorów  (22) i  (23). Jest  to  sprawą

5  Mech.  Teoret.  i  Stos.  1/83
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0  tyle  istotną,  że  macierz  Co  jest  macierzą   stopnia  4n,  a  wię c  sprowadzenie  problemu
obliczenia jej  wartoś ci  i wektorów  własnych  do problemu obliczenia wartoś ci  i  wektorów
własnych macierzy  stopnia n pozwala  na znaczne skrócenie czasu  obliczeń numerycznych.

3.2. Wyniki  obliczeń numerycznych. Obliczenia  numeryczne  przeprowadzono  dla  nastę pu-

ją cych  danych  liczbowych:  k±  =  167,2  m4s~2,  k2  =  107,1  m V" 2 ,  /  =* 1,2  m.  Wartoś ci

1  wektory  własne  obliczono  według  algorytmu  QR  wykorzystując  podprogramy  biblio-

teczne  ODRY  1305.  Wartoś ci  J $ $ J  i  j # # 3  odpowiadają ce  0O  = i  # 0  =

—  1»2  —h l  wyznaczono  dla  kilku  n celem ustalenia wpływu  tej  liczby  na dokł adność

wyników.  Przedstawione  w  tabeli  2  wyniki  pozwalają   wysnuć  wniosek,  że  n  >  9  daje

Tabela 2

n- 1

87.49

70.02

17.58

336.65

269.43

67.63

n = 9

87.90

70.35

17.66

342.99

274.51

68.90

« =  11

88.12

70.53

17.70

346.47

277.30

69.61

. «=  13

88.25

70.63

17.73

348.59

278.99

70.03

7 2=  15

88.34

70.70

17.75

349.97

280.09

70.31

1.0

0.6

0A

0.2

drugorzę dowy obszar
niestatecznoś ci

60  w,  80  i%,  100  '"" 120  140  / 1 6 0  180
LUfU)

n —
\
\
\
\

\
\

^ _
580

1

\ \
\ \

\ \
XS

L
60U

1

\
620  /

~~1  i

/
i

/

/   ,
640  6S0

1

/
/

/

1
680

-

-

-

700

Rys.  3 Wykres  obszarów niestatecznoś ci

obszary  niestatecznoś ci wyznaczone wg zależ noś ci  (24)
przybliż enia  liniowe  wg. wzoru (25)
obszary  niestatecznoś ci uzyskane w pracy [2]
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zadowalają cą   dokł adnoś ć.  Rys.  3  przedstawia  obszary  niestatecznoś ci  w  płaszczyź nie
(0,  co) wyznaczone  wg  zależ noś ci:

2)  0.  (24)

Wobec  zależ noś ci  y  — —p r o ste  (24) w  płaszczyź nie  ( 0,  co) nie  są   już  prostymi.  Stosując

jednak  rozwinię cie

. =   ]y+   ...
l+y

moż na  okreś lić  w  sposób  przybliż ony  proste

fl- flo- ajW)*,  (25)
ograniczają ce  obszar  niestatecznoś ci  w  płaszczyź nie  (0,ca).  Proste  te  również  naniesiono
na  rys.  3. Ponadto dla  porównania wyników  pokazano  również  na  rys.  3  obszary  niesta-
tecznoś ci wyznaczone  w  pracy  [2].

Przedstawiona  metoda daje  dobre wyniki  dla mał ych wartoś ci  0.  Zaletą  jej  jest  krótki
czas  obliczeń  oraz  moż liwość  przewidywania  istnienia  obszarów  niestatecznoś ci.
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P  e 3 io  M e

ITEPBH*IHBI E  OBJTACTH  H EyCTOffcł H BOCTH  KOJIEBAHHft  BAJIOB  COBEPIHAIOIITHX
BPAmATEJIŁHO- OCITKJIHITHOHHOE flBEDKEHHE

B  pa6oTe  npeflciaBJieit  npii6jiH>KeHHi.iH  aH8JiH3  nepBiraHbix  oGjiacreft
flHcbcpepeimHaJiŁHŁix  ypaBneimn  c  nepHOfliraecitHMH  KOSebdpimHeHTaimij  onHCbiBaiomeft
6anos  c BpamaTenbHo- oci^HJiiiJiijnoHHOM  flBH>KeHneM. fljiH  flHCKpeTH3aijHH npo6jieMH

pa3II0CTeH.

S u m m a ry

FIRST  ORDER NON- STABILITY  FIELDS FOR  VIBRATIN G  SHAFT  PERFORMING
SWING- LIKE MOTION

An  approximate  analysis  is presented  for the first order  non- stability  fields for differential  equations
system with  periodical  factors  due to shaft  swing- like type vibrations.  The discretization of  the system is
obtained by finite  differences  method.

Praca  została  złoż ona  w Redakcji  dnia 27 maja  1982 roku.
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