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1.  Uwagi  wstę pne

Rozwój  teorii  statecznoś ci, widoczny  po  ostatniej  wojnie  ś wiatowej  doznał   istotnego
przyspieszenia  w  ostatnich 15- tu  latach. Ś wiadczy  o  tym  bogata  bibliografia.  Obok wzno-
wień  klasycznej  monografii  S. P.  TIMOSHENKI  i  J. H .  G ERE  [76] oraz A. PFUUGERA  [60] po-
jawił y  się  ksią ż ki  A.  S.  WOLMIRA  [84], H .  ZIEGLERA  [89], J. M .  THOMPSONA  i G. W.  H U N -
TA  [75], K.  H U SEYINA  [34], D . O.  BRUSHAiB. O.  ALMROTH A  [15], ostatnio N . A.  AŁF U -
TOWA  [1]. Opublikowano  też wiele prac przeglą dowych,  dotyczą cych układów  sprę ż ystych
i  sprę ż ysto- plastycznych  [27,  36,  66,  67,  77]. Był o  organizowanych  wiele  konferencji  po-
ś wię conych  statecznoś ci  konstrukcji  —  warto  zwrócić  uwagę   na  te,  po  których  zostały
opublikowane  peł ne  teksty  referatów  [16,  69,  72,  80].  Spoś ród  rozwijanych  zagadnień
należy  podkreś lić  duże  zainteresowanie  statecznoś cią   ukł adów  dyskretnych.  Zaję to  się
rozwinię ciem  koncepcji  W. T.  Koitera  analizy  stanów  pozakrytycznych  i  wpływu  imper-
fekcji,  róż nymi  kryteriami  utraty  statecznoś ci,  oszacowaniem  zakresu  obowią zywania
teorii  liniowych.  Uwzglę dniając  nieliniowoś ci  geometryczne  i  fizykalne  zwrócono  uwagę
na  wpływ  zachowania  się   obcią ż eń  podczas  odkształ cania się   konstrukcji.  Ostatnio coraz
wię cej uwagi poś wię ca  się  waż nym ze wzglę dów inż ynierskich problemom statecznoś ci przy
dział aniu obcią ż eń  wieloparametrowych.

Silny  rozwój  teorii,  zwłaszcza  dotyczą cej  statecznoś ci  ukł adów  dyskretnych,  był   sty-
mulowany  koniecznoś cią   prowadzenia  obliczeń  niezbę dnych  dla  praktyki  inż ynierskiej.
Komputerowa  technika  obliczeniowa  i  metoda  elementów  skoń czonych  (MES) znalazły
tutaj  szerokie  moż liwoś ci  zastosowań.  W  pierwszym  rzę dzie  zaję to  się   problemami linio-
wymi,  sprowadzając  je  do  algebraicznych  zagadnień  obliczania  wartoś ci  i  wektorów  wła-
snych.  Stało  się   to  moż liwe  m.in.  dzię ki  koncepcji  macierzy  geometrycznej  wstę pnych
naprę ż eń  [5, 25,  50]. Takie  podejś cie  zastosowano  do  analizy  wyboczenia  ram  [29, 47],
pł yt  [3, 40]  i  powł ok  [26,  53,  57].  Po  doł ą czeniu  macierzy  mas  zaczę to  badać  problemy
utraty  statecznoś ci  przy  obcią ż eniach  niekonserwatywnych  [6]. Warto  dodać,  że  proble-
matyka statecznoś ci w uję ciu MES szybko weszła do monografii  i podrę czników  [52, 62,91].

-   1}  Praca została wykonana w ramach PW 05.12  i przedstawiona jako  referat  problemowy na V Kon-
ferencji  Metod  Komputerowych  w  Mechanice Konstrukcji—Karpacz,  6- 9.V.1981,  Jej  obszerny  skrót
pt.  „Stosowanie metody elementów skoń czonych w analizie statecznoś ci konstrukcji"  został  opublikowany
w T. 3 materiałów, wydanych  w Pracach Naukowych  Instytutu Inż ynierii Lą dowej  Politechniki Wrocław-
skiej, No 28, 1981, s. 101 -  121.
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Opieranie  się   na  równaniach  teorii  drugiego  rzę du,  wystarczają ce  w  liniowej  analizie
wyboczenia, jest niewystarczają ce  do badania bardziej  złoż onych, nieliniowych  problemów
utraty statecznoś ci. Z tego wzglę du  dużo uwagi  poś wię cono  sformułowaniu  odpowiednich
modeli  matematycznych oraz  metod obliczeniowych  w  ramach MES  (bogatą   bibliografię
moż na znaleźć  w  [42]). Algorytmizacja  poszła w  dwóch  kierunkach.  Pierwszy  obowią zy-
wał   do  koncepcji  koiterowskich,  ł ą cząc  aproksymację   MES  z  metodą   perturbacji  i  roz-
winię ciami  w szeregi  potę gowe  [21, 44, 48, 74, 78, 82]. Takie uję cie  jest jednak  efektywne
tylko w ustrojach  o małej liczbie stopni swobody  lub  o .strukturze  pasmowej, gdyż  wymaga
posługiwania  się   macierzami o duż ych  rozmiarach  (trzeciego  i czwartego  rzę du). Kompu-
terowe  realizacje  okazały  się   mało  ogólne, gdyż w  niewielkim  stopniu  korzystają   ze  stan-
dardowych procedur.

Drugi  kierunek  nawią zuje  do  uję ć  „komputerowych",  wykorzystując  przede  wszyst-
kim  metody  i  algorytmy  algebry  liniowej.  Stało  się   to  moż liwe  przede  wszystkim  dzię ki
sformułowaniom  przyrostowym  [8,  30,  79],  ł ą czonym z  odpowiednimi  procedurami  ite-
racyjnymi  [70, 71]. Charakterystycznym  objawem  był   rozwój  tych  koncepcji  prawie  rów-
nolegle  z uję ciami  liniowymi  analizy  statecznoś ci  przy  uż yciu  MES  [26, 47,  87]. Obecnie
problemy  te wchodzą   już  do podrę czników  [92].

W  pracy  zajmiemy  się   wybranymi  problemami  zwią zanymi  ze  stosowaniem  MES
w  analizie  statecznoś ci  konstrukcji  lą dowych.  Celem  pracy  jest  pokazanie  wzajemnych
sprzę ż eń  mię dzy  teorią   statecznoś ci  konstrukcji  a  MES, w  szczególnoś ci  na  moż liwoś ci
tej  metody w zakresie  analizy  nieliniowej.  Najpierw  przypomnimy  podstawowe  koncepcje
nieliniowej  analizy  statecznoś ci  układów  dyskretnych,  poddanych  działaniu  wielopara-
metrowych  obcią ż eń  konserwatywnych.  Problemy  obliczania  statecznych  i niestatecznych
ś cież ek  równowagi  poł ą czymy z wyznaczaniem  punktów krytycznych.  Wskaż emy  dalej  na
moż liwoś ci  obliczania  statecznoś ci  układów  sprę ż ysto- plastycznych  i  quasi- konserwatyw-
nych.

Oprzemy  się   czę ś ciowo  na  opracowaniach  [81,  80]  oraz  na  studium  literatury,  ukie-
runkowanym pracami  prowadzonymi  w  Instytucie  Mechaniki Budowli  Politechniki  Kra-
kowskiej w  ramach PW  05.12.

2. Równowaga układów konserwatywnych

Ograniczamy  się  do układów dyskretnych  o TV stopniach swobody,  którym  odpowiada
wektor2)  uogólnionych przemieszczeń wę złów:

<7 = {tfJ =   {qu...,qN}eRN  (2.1)

W  MES przemieszczenia  qt  ł ą czone z wę złami, lub  też jako  tzw.  uogólnione stopnie  swo-
body  [92]  są   wykorzystywane  do  aproksymacji  pola  przemieszczeń  elementu  skoń czo-
nego  e:

«W  =   Nq  ̂ i/ lub  Au  ̂ =  NAqV\  (2.2)

2 )  W  dalszym cią gu  przez  wektor  rozumiemy  macierz jednokolumnową,  pisząc jej  skł adowe  poziomo

i  ujmują c  je  w  klamry.
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gdzie N jest  macierzą   funkcji  kształ tu, a qw  wektorem  przemieszczeń  wę złowych elemen-

tu e.
Obcią ż enia pozawę złowe  (np. powierzchniowe w powł okach)p(u, X)  i wę złowe G{u, X)

dzię ki  aproksymacji  (2.2) i  standardowemu  postę powaniu  MES (por. np.  [92]) reduku-
jemy  do równoważ nych,  uogólnionych  obcią ż eń  wę złowych:

P = P(q,X)eRN.  (2.3)

Po'dajemy  ogólny  przypadek,  gdy  obcią ż enia  zewnę trzne P są   funkcjami  przemieszczeń  ą
oraz M niezależ nych  parametrów  obcią ż enia A:

A=  {A*} s  {A\   ... KM\eRM.  (2.4)

Rozważ ania  bę dziemy  prowadzili  też  w  przestrzeni  konfiguracyjno- obcią ż eniowej
RH+M  O  - wektorze  wodzą cym

g -   \q,ti*  {qa}eRK+ M.  (2.5)

Energia potencjalna ukł adu skł ada się  z energii  sprę ż ystej  U i pracy obcią ż eń zewnę trz-
nych W:

m

s V t/ «%< c>; 3^)- TPq, (2.6)
l

gdzie  Ł/ (e) jest  energią   sprę ż ystą   pojedynczego  elementu  skoń czonego  (ES). Dodatkowo
wartość energii uzależ niliś my  od wstę pnych niedokładnoś ci w ES, które ł ą cznie dla całego
ukł adu  tworzą   wektor  imperfekcji

*   = {3l,...,3s}sR*  '  (2.7)

Jeś li  ukł ad  jest  w  równowadze,  to  spełniony jest  warunek  stacjonarnoś ci  energii po-
tencjalnej :

ÓV=  0,  skąd  ÓU-  - dW.  (2.8)

Stan  równowagi  moż na też obliczyć  z zasady  prac  wirtualnych:

<5L,V -   SLt.  (2,9)

W  ukł adach konserwatywnych  (UK) obydwa  sformułowania są  równoważ ne, w szcze-
gólnoś ci  zarówno  uogólnione  siły wewnę trzne, jak  też zewnę trzne są   potencjalne, a wię c
dla  (2.9) moż na  zbudować  odpowiedni  funkcjonał   nazywany  energią   potencjalną   (2.6).
W  dalszym  cią gu  zajmujemy  się  ukł adami UK.

D la  niezależ nych przemieszczeń  qt  z  (2.8) otrzymujemy  ukł ad'równań  równowagi:

Vt(q;  B),  •  Ut(qi 3)- Pt(q,  X) = 0.  (2.10)

Funkcje  Vt moż emy  rozwinąć w otoczeniu q w szereg  Taylora3):

3 )  Powtarzają cy  się   wskaź nik  oznacza  sumowanie, przy  czym  dolne wskaź niki  przebiegają   wartoś ci
1,  ...,N,  a  górne 1,  ..., M,  gdyż numerują   one składowe wektorów  q  i  X. Wskaź niki  greckie są   uż ywane
dla składowych wektora  7/, stąd  odpowiadają   one liczbom naturalnym 1,  ...,N+M.
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Przyrównanie  lewej  strony  do zera  i zachowanie członów liniowych  wzglę dem  przyrostów
A  q  prowadzi  do ukł adu  równań przyrostowych  MES  [81]:

(Uu- PJAqj  = Pf4X" + (Pt- Ud,  (2.11)

gdzie przyję liś my  oznaczenia pochodnych:

82U
Uu-

U,  -

(2.12)
8V
8qt

W  dalszym  cią gu  obok  zapisu  wskaź nikowego  bę dziemy  też  posługiwali  się   notacją
macierzową   oraz  oznaczeniami  ogólnie  przyję tymi  w  MES  dla  macierzy  sztywnoś ci  K,
obcią ż eń  P  i  sił   residualnych  R.  Przyrostowe  równanie  równowagi  (2.11)  moż na  napisać
w postaci:

KAq  m P'AX+R,  (2.13)

gdzie styczna macierz  sztywnoś ci

składa się  z nastę pują cych  macierzy
Ko —  macierz  małych  przemieszczeń,
K„- —macierz  począ tkowych  naprę ż eń,
K„  —  macierz począ tkowych  przemieszczeń,  (2.15)
KG  =  K ff+ Ku — macierz  geometryczna,
K p —  macierz począ tkowych  obcią ż eń,
K c — macierz układów  grawitacyjnych.
W równaniu  (2.13).wystę puje  też macierz obcią ż eń odniesienia

P' = - Ę ~.  (2- 16)

która  w  szczególnym  przypadku  jednoparametrowych,  proporcjonalnych  obcią ż eń  wy-
nosi  [81]:

p  =  &  _> p'  =  p  (2.17)

Obliczanie sił  residualnych  JR:

R  =  P- F,  (2.18)

gdzie F  — {Ui),   ma  istotne znaczenie w  procedurach iteracyjnych,  gdyż ich  wyzerowanie
oznacza  osią gnię cie  powierzchni  (ś cież ki)  równowagi.

Macierze (2.14) otrzymuje  się   dla opisu Lagrange'a  (por. [30,42]). Moż na też  stosować
opis  uaktualniony  ze  współ rzę dnymi  współobrotowymi  [7, 42]. Trudno  wskazać  na  pre-
ferencje  któregoś  z opisów,  gdyż  ich  zalety  są   zależ ne  od  typu  konstrukcji  (prę towe/ po-
wierzchniowe)  i  obcią ż eń  (grawitacyjne,  ś ledzą ce). W  pracach autora  i jego  współpracow-
ników  posługiwano  się   współ rzę dnymi  współobrotowymi  w  analizie  kratownic  [19,  80]
i współ rzę dnymi Lagrange'a  przy  liczeniu powłok  [54, 55]. W  dalszym  cią gu  ograniczamy
się   do całkowitego  opisu  Lagrange'a  (Total Lagrangian  Formulation).
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(jeś li  dla ś cież ki  pobifurkacyjnej  w  X =   Xc zachodzi dl\dr\   ^  0) i  symetrycznych punktach
bifurkacji  stanów  równowagi.  Z  kolei  symetryczne  punkty  mogą   być  stateczne  (jeś li  dla
X — Xc  zachodzi  d\ \dv\  =  0Ad2Xjd7]2  >  0)  lub  niestateczne.  Taka  klasyfikacja  jest  po-
wszechnie  uż ywana  (por. np.  [34, 66, 75]); gdyż okreś la  ona tzw.  czułość  konstrukcji  na
imperfekcje.  N ie wnikają c  w  szczegóły warto  tylko  przypomnieć, że jedynie  w  przypadku
gdy w  idealnej  konstrukcji  sprę ż ystej  wystę puje  symetryczny,  stateczny  punkt  bifurkacji,
to  jest  ona nieczuła na  małe  imperfekcje.  W  innych przypadkach  imperfekcje  powodują,
że w konstrukcji  nieidealnej może pojawić  się  punkt graniczny  (na rys.  1 pokazano uprosz-
czone  wykresy,  przyjmując  jako  rzę dną   amplitudę   a  postaci  wyboczenia  i  zaznaczając
Jinią   kreskowaną   niestateczne ś cież ki  równowagi).

X

X

3<o\

a

B  niesym.

Xi

3<o\ / s>o .

Q

B  sym.  stat.

Rys .  1

Xi

B

3<0  \ /3>0

1
r  B sym. niestat.

Klasyfikacja  punktów  krytycznych  dla  obcią ż eń  wieloparametrowych  jest  znacznie
bardziej  zł oż ona  [34]. Rozwią zanie  (3.2)  okreś la  powierzchnię   równowagi,  na  której  wa-
runek  (3.3) pozwala  wyznaczyć  strefę   krytyczną.  W  przypadku  obcią ż enia dwuparametro-
wego M  — 2, pokazanego  na  rys.  2,  strefa  ta  staje  się   krzywą   krytyczną   (miejsca  geome-
tryczne punktów krytycznych).

specjalny  punkt krytyczny
(bifurkacyjnyl

strefa  krytyczna

ś cież ka  równowagi

\  podstawowa powierzchnio
równowagi

granica statecznoś ci

punkt osobliwy

powierzchnia  równowagi

Rys.  2
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Analogicznie  do  (3.5) moż na wyróż nić  dwa  przypadki  szczególne  [80]:
a)  specjalny  punkt  krytyczny,  gdy  znikają   wszystkie składowe macierzy  cl (odpowiada

to  bifurkacji  stanów  równowagi  —  rys.  2a):

A  d\ =   0,  (3.6a)
/ . k

b)  ogólny  punkt  krytyczny  wystę puje,  jeś li  istnieje  tylko  jeden,  róż ny  od  zera minor
macierzy  d, taki aby jej  rzą d wynosił

V ra(df) = M - 1 =* V  AXk  ±  0,  (3.6b)
i,k  k

b')  osobliwy  punkt  krytyczny  powstaje,  gdy  wystę puje  tylko  trywialne  rozwią zanie

\J  Ą   # 0 =* f\  AXk =  0.  (3.6b'>
i.k  k'

W  inż ynierskich  zastosowaniach  szczególnie  waż na  jest  powierzchnia  graniczna  sta-
tecznoś ci  (granica  statecznoś ci  gdy  M  =   2),  która  jest  brzegiem  rzutu  strefy  krytycznej
na podprzestrzeń obcią ż eń RM.  Powierzchnia ta ogranicza obszar bezpiecznych  kombinacji
obcią ż eń, nie wywołują cych  utraty  statecznoś ci. W  zagadnieniach liniowych  powierzchnia
graniczna jest wypukła, w  nieliniowych  może być wklę sła  [34].

4.  Wyznaczanie  ś cież ki  równowagi

Spoś ród  wielu  metod  rozwią zywania  nieliniowego  ukł adu  równań  MES jako  najdo-
kładniejsza  jest  uważ ana  metoda  Newtona—Raphsona  [70].  W  wersji  klasycznej  sto-
suje  się   sterowanie  obcią ż eniowe,  tzn. jako  niezależ ny  przyjmuje  się   parametr obcią ż enio-
wy r\   — A4).  Ponieważ proces iteracyjny  jest  rozbież ny w  otoczeniu punktu granicznego  G,
dlatego  zaczę to  stosować  sterowanie  przemieszczeniowe  rj s  qj,  [61, 90].  Jednak  i  to
sterowanie  nie  zapewnia  zbież noś ci  iteracji,  gdy  zbliż amy  się   do  obszaru,  w  którym
AljAqj -¥  oo (punkt E na  rys.  3).

W  pracy  [81]  omówiono  dokładniej metody  obliczania  równań  przyrostowych  MES.
Tutaj  przytaczamy  jedynie  metodę   obliczania  w  przestrzeni  RN+i—metodę ,  która  za-
pewnia  zbież ność  iteracji  dla  gładkich  ś cież ek  równowagi.

Idea  metody  polega  na  równorzę dnym  traktowaniu  przyrostów  przemieszczeń  Aq(

i  obcią ż enia  AL  W  tym  celu  posługujemy  się   rozszerzonym  układem  równań  przyrosto-
wych:

tjAqj + tM+1/ iX=   Arj.

W  przypadku  proporcjonalnego  obcią ż enia  jednoparametrowego  P  =  XP bę dzie  za-
chodził o:

p ;= ^L= P i ;  (4.2)

gdzie P jest wektorem  obcią ż enia  odniesienia.

4 )  Jako  X  przyjmuje  się   jeden  z  parametrów  obcią ż enia,  np. A s  A1,  ustalając  wartoś ci  pozo-
stałych  H'  -   const, dla  /  = 2, . . ..  M.
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Istotną   rolę   spełnia ostatnie  równanie ukł adu  (4.1).  Jeś li  wektor  jednostkowy  i  jest
bliski  wektorowi  stycznemu Aq,  to  otrzymujemy  sterowanie  parametrem ś cież ki  rj ~  s.
Sterowania  obcią ż eniowe  lub przemieszczeniowe  odpowiadają   odpowiednio wyspecyfiko-
wanym składowym wektora  t:

a)  sterowanie obcią ż eniowe rj =   X

t r  {0, ...,0,  1},  (4.3a)

b)  sterowanie przemieszczeniowe ij  = qj

i=   {P , ...,0, / ,0, ...,0}.  (4.3b)

Układ  równań  (4.1)  dalej  bę dziemy  nazywali  rozszerzonym;  zapisując  go  w  postaci
macierzowej  otrzymujemy:

tAq  =   R.  (4.4)

Rozszerzona macierz styczna K powstaje  przez doł ą czenie wiersza  t  i  kolumny P  (rys. 4).
Moż na przy  tym zapamię tywać  tylko  elementy niezerowe jakie  wystę pują   np. w  sterowa-
niach  X lub  qj  i  obcią ż eniach skupionych  P'k oraz półpasmo symetrycznej  macierzy stycz-
nej K.

ś cież ka  równowagi

Rys.  3 Rys.  4 Rys.  5

W  [64]  wykazano,  że  macierz  rozszerzona  K  dla  sterowania  s  jest  nieosobliwa  dla
gładkich  ś cież ek  równowagi.  Osobliwość  macierzy  K  wystę puje  w  punktach  bifurkacji
(specjalnych punktach krytycznych).

Rozszerzone wektory Aą , R e RN+1  mają  składowe:

R  = {R,Ar]}.   (4.5)

Spoś ród  wielu  moż liwych  algorytmów  obliczania  kolejnych  przybliż eń  Aqr+1  dla  r  =
=   0,  1, ...  wskaż emy  tylko jeden, omówiony dokładniej w  [81], a naszkicowany  na rys.  5.
Polega on na przyjmowaniu wektora residum R  ̂ w postaci:

jR<r> =  {U< r>, 0}  dla  r>\   (4.6)

Podczas  obliczeń  moż na  obliczać macierz  K ( r )  dla  każ dego  kroku  iteracyjnego.  Sto-
sowanie  sterowania s  nieco komplikuje  programy  na emc lecz pozwala  w  istotny  sposób
obniż yć liczbę   iteracji, nawet dla długich kroków As.  Moż na to sterowanie ł ą czyć ze zmo-
dyfikowaną   metodą   Newtona- Raphsona, gdy  obliczamy  tylko  jeden  raz  K ( r )  =
Omówione podejś cia  zastosowano w pracach  [19, 54, 80].
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Mówiliś my  cały  czas  o  obcią ż aniu  jednoparametrowym.  Rozważ ania  odnoszą   się
również  do  przypadków  M  >  1  jeś li  wykonamy  tylko  odpowiednie  przekroje  w  prze-
strzeni JłN+M.  Jeś li  ustalimy  wartoś ci  X1 =  const  to  ich  przyrosty  A X1 = 0  i w równaniach
(4.1)  należy  obliczać  P;(A;  X')  oraz  Ri(X;  X1). Przez  1  rozumiemy  zmienny parametr ob-
cią ż enia, wybrany  ze skł adowych wektora  A; np. jeś li  A s  X2  to  /  =  1, 3, 4,  ...,  M.

Prosty przykł ad takiego  postę powania moż na znaleźć w  [80].

5.  Obliczanie  punktów  krytycznych  i  ś cież ek  pobifń rkacyjnych

Opisane  w  poprzednim  punkcie  przyrostowe  postę powanie  moż na  zastosować  do
wyznaczenia  podstawowej  ś cież ki  równowagi.  W  kolejnych  punktach m  tej  ś cież ki  moż na
obliczać  wartość  funkcji  skalarnej  S(TJ),  którą   okreś la  się   tak,  aby  jej  miejsca  zerowe,
obliczone z  równania

S[q(ri)} =  0, (5.1)

wystę powały  w punktach krytycznych  qc  =   q(rjc).
Jako  funkcję   S  moż na  przyją ć  wyznacznik  statecznoś ci  D  =  det|K|  lub  podstawową

wartość  własną   co macierzy  stycznej  K.  Z  innych,  zestawionych  w  [81], funkcji  S  przyta-
czamy  obliczenie  jej  jako  róż nicy  wartoś ci  parametrów  obcią ż eń

»J — «e(m)  ^m = '• J  ^mi (5.2)

gdzie  Aw  odpowiada  punktowi  m  ś cież ki  równowagi,  natomiast  Ac(m) jest  liczone z  odpo-
wiednio  sformułowanego  problemu  wartoś ci  własnych.  Tym  zagadnieniem  zaję to  się
szczegółowo  w  pracach  [14, 63]. Tutaj  przytaczamy jedynie  obliczenia fim  jako  wartoś ci
własnej  równania

.q,  (5.3)

gdzie Ko jest liniową , a  KG  geometryczną   macierzą   sztywnoś ci  — por.  (2.15).
N a  rys.  6 pokazano interpretację  funkcji  (5.2). Przy realizacji  obliczania cią gu  kolejnych

punktów  podstawowej  ś cież ki  równowagi  m  -> C  bę dzie zachodziło pm- +  1. Jeś li  wartoś ci
S  (a  wię c  w  szczególnym  przypadku  (5.2)  róż nica  \ im — 1)  bę dą   malały monotonicznie,
to  ł atwo  jest  zbudować  odpowiednie  algorytmy  iteracyjne.  W  zależ noś ci  od  przebiegu

3

/   \

—7
/

:imi

ś cież ka
podstawowa

Rys.  6
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funkcji  S(rj) obliczenia mogą być niestabilne  (gdy wystę pują  niecią gł oś ci) lub mało dokł ad-
ne  (gdy  dla ij e (r] a, rjb) wartoś ci  S(rj) ss 0). N a rys. 7 pokazano róż ne krzywe S^rj),  S2(rj),

które nie są równoważ ne z punktu widzenia  efektywnoś ci  obliczeń numerycznych.

Rys. 7

Najczę ś ciej w obliczeniach MES stosuje  się £ ==  D, gł ównie ze wzglę du  na ł atwość obli-
czania wyznacznika  statecznoś ci  podczas  rozwią zywania  ukł adu równań  przyrostkowych
(4.1). E.  RIKS w swoich pracach  [64, 65] zaproponował  jako  efektywniejsze  przyjmowanie
S  m co.  Jednak moż liwość  „wymiany"  najniż szych  wartoś ci  wł asnych a>2 < co1  (por.  [65])
powoduje,  że nie moż na uznać tego  sposobu  za w peł ni  przydatny  do  automatyzacji  obli-
czeń.  Skuteczniejsze  algorytmy  moż na  otrzymać  przez  ł ą czenie  obydwu  kryteriów [19].

Posł ugiwanie się techniką  ekstrapolacyjno- interpolacyjną,  poł ą czoną z efektywną  me-
todą  obliczania  ś cież ki  równowagi  i dobrym wyborem  funkcji  S pozwala  na  stosunkowo
szybkie  obliczenia  punktów  krytycznych.  Odnosi  się to zwł aszcza  do punktów  granicz-
nych  (por.  [10, 28]).

Podobnie jak przy  wyznaczaniu  ś cież ki  równowagi  wszystkie  rozważ ania  pozostają
waż ne  dla  obcią ż eń  wieloparametrowych  jeś li  obliczenia  punktów  granicznych  prowadzi-
my w przestrzeni RN+1. W pracy  [80]  podano  algorytm  obliczania  krzywych  na strefie
krytycznej  (warstwie)  dla M — 2, lub przyję ciu  dwóch parametrów obcią ż enia jako  zmien-
ne niezależ ne, np. I 1, X1 oraz  X1 =  const dla  /  =  3, 4,  ..., M.

Jeś li  skorzystamy  z warunku  stanu  krytycznego  D = 0, to po obliczeniu  dowolnego
punktu  krytycznego,  przy  wykorzystaniu  rozszerzonego  ukł adu  równań  (4.1),  dalsze
obliczenia prowadzi  się w przestrzeni  RN+2,  rozwią zując  równania:

KijAqj- PjAV- PfAX2  = Ru

tjAqf+tN^AV  + tn+zAP = Arj,  (5.4)

DjAą j  =  - D(q; s),

gdzie  wyznacznik  D  (q;  a)  jest  traktowany  podczas  iteracji  jako  residum,  a  Dj są po-
chodnymi

dD  KD,mJ£- m
8Krs

(5.5)

Obliczenie  pochodnych  macierzy  stycznej  KrsJ  jest  moż liwe  dla mał ej  liczby  stopni
swobody  ukł adu, lub dla  ukł adów pasmowych.  N a rys. 8 wzię tym z [80] pokazano krzywą
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Rys.  8

graniczną / (A1,  A2)  =  O  dla kratownicy  Misesa.  N iecią gł ość krzywej / powstaje  w punkcie
osobliwym  A'  jako  wynik  rzutowania  strefy  krytycznej  (zaznaczonej  lini ą   kreskowaną)
na  płaszczyznę   (A1, A2).

W  przytoczonym przykł adzie strefa  krytyczna jest  miejscem  geometrycznym punktów
granicznych.  Gdyby  w  strefie  wystę powały  punkty  bifurkacji  (por.  [83]), to  podstawowa
powierzchnia  równowagi  przestaje  być  gł adka i  algorytmy  oparte na rozwią zywaniu  ukł a-
du  (4.4) mogą   przestać być zbież ne.

Oprócz  obliczenia  punktów  bifurkacyjnych  należy  jeszcze  okreś lić  ich  typy.  Moż na
tego  dokonać  korzystając  z  wyż szych  pochodnych  energii  potencjalnej  [34,  66,  75]  lub
przez  obliczanie  ś cież ki  pobifurkacyjnej  w  otoczeniu punktów  B.  Ponieważ  macierze K
i  K  są   osobliwe  w  tym  punkcie, to  wektor  tF  styczny  do  ś cież ki  pobifurkacyjnej  liczymy
w sposób przybliż ony  (rys.  9)

tF  = 0- (5.6)

~(1)

Rys.  9

Wektor  styczny  do  ś cież ki  pobifurkacyjnej  tB  obliczamy  korzystając  z  podstawowego

wektora własnego a macierzy stycznej  K  i wektora ~tF  =   {tFa}  =   {tF,Xc}\

tB  =
(5.7)
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W  pracy  [64] wyprowadzono  wzór  na współczynnik

K

Ponieważ obliczanie pochodnych macierzy  K jest  ż mudne, dlatego  w  [64] zapropono-

wano obliczenie przybliż onego  wektora  ttf\  niekolinearnego z  tF  i leż ą cego  w płaszczyź nie

(tF,  a). Wektorem  takim może być  wektor  ortogonalny do  tF,  skąd  wynika:

YW  =   - aTtF.  (5.9)

W przypadku symetrycznego  punktu B współczynnik y  =  0 i wektor  styczny do  ś cież ki
pobifurkacyjnej  wynosi:

? B=  {«,0}.  (5.10)

Wektor  (5.10)  moż na przyjmować  jako  pierwsze  przybliż enie  również  dla  punktów  nie-
symetrycznych  [17, 55, 81].

Przyjmowanie  t^  niekolinearnego z  tF  ma służ yć rozpoczę ciu iteracji w metodzie obli-
czania  ś cież ki,  pobifurkacyjnej  w  RN+1.  Aby  nie  wracać  na  ś cież kę   podstawową   należy
wprowadzić  zakłócenie do macierzy  stycznej  K(qF+Aq^ly),  gdzie

AW- ptPAri,,  0<l,   (5.11)

a  Arjp jest  ostatnim przyrostem  parametru  sterują cego  obliczaniem  podstawowej  ś cież ki
równowagi.

W  niektórych  konstrukcjach  (np. ł uki  lub  powłoki  kuliste)  moż na  łatwo  przewidzieć
pobifurkacyjne  postacie" równowagi.  W  takich  przypadkach  moż na wprowadzić  zakł óce-
nie odpowiadają ce  tej postaci, ł ą cząc je ze zmianą  sterowania przemieszczeniowego  [9, 55].

6.  Stateczność  układów sprę ż ysto- plastycznych

Konstrukcje  sprę ż ysto- plastyczne  (SP) są   niekonserwatywne,  gdyż stan  przemieszczeń
zależy  od historii  obcią ż enia. Pomimo tego  moż na do nich stosować  kryterium  statyczne,
zwłaszcza jeś li  nie pojawiają   się   lokalne  obcią ż enia  [37, 77, 88].

Pojawienie się  lokalnych obcią ż eń i wtórnych uplastycznień w poszczególnych punktach
konstrukcji  (na  rys.  10  pokazano  wykres  cr(e) dla  jednoosiowego  rozcią gania)  odróż nia
układy (SP) od układów nieliniowo sprę ż ystych. Zjawiska te silnie rzutują   na analizę  utraty
statecznoś ci, zarówno konstrukcji  idealnych jak  też z  imperfekcjarni.

er  J.
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N a  rys.  11 pokazano wykres  X(a) zależ noś ci  obcią ż enia  od  amplitudy  a postaci  wybo-
czenia  sł upa ś ciskanego.  Przypominamy,  że  w  przypadku  materiału sprę ż ystego  powstaje
symetryczny,  stateczny  punkt bifurkacji  (rys.  lb),  który  wyklucza  moż liwość  wystę powa-'
n ia  punktów, granicznych  dla  konstrukcji  nieidealnych.  Jeś li  sł up jest  wykonany  z mate-
riał u  SP, to  wyboczenie  może nastą pić  dla  wartoś ci  XSH.  Tą   wartość  obcią ż enia  bifurka-
cyjnego  ł ą czymy  z  nazwiskiem  Shanley'a  [59],  który  zastosował   kryterium  statyczne
D  =  0  bez  dopuszczenia  lokalnych  odcią ż eń w  chwili  bifurkacji.  Odcią ż enia  rozwijają   się
wzdł uż  pobifurkacyjnej  ś cież ki  równowagi,  co  powoduje  wzrost  X. Zmiana  konfiguracji,
a  zwłaszcza  wtórne uplastycznienia  powodują   wystę powanie  punktu granicznego  G.

3=0

Rys.  11

Podstawowej  postaci  wyboczenia  odpowiada  cały  przedział   (ź lSH, XK)  statecznych
punktów  krytycznych,  w  których  dopuszczamy  lokalne  odcią ż enia  w  chwili  wyboczenia.
Kryterium  statyczne  moż na  też  stosować  dla  X >  XK,  gdzie  XK  jest  obcią ż eniem Karma-
na  [59].

W  przypadku  idealnych  ukł adów  SP  moż na  też  stosować  koncepcje  liniowej  analizy
statecznoś ci,  uzupełniając  algorytmy  liczenia  wartoś ci  własnych  odpowiednimi  procedu-
rami  iteracyjnymi  [18]. Jeś li  ukł ad  równań  przyrostowych  przyjmiemy  w  postaci  (5.3)  to
macierz  K o  przestaje  być  liniowa,  gdyż  stałe  materiał owe należy  zastą pić  funkcjami  E(<r)
stanu  naprę ż enia  w  elementach a{X).  Dochodzimy w  ten  sposób  do  ukł adu równań  dla
wyznaczenia  ś cież ki  przedbifurkacyjnej;

K0(o)Aą   =   P'AX  (6.1)

i warunku  statecznoś ci:

det|Ko(ff)+ ^KG(ff) |  =  0,  -   (6.2)

gdzie  obok  macierzy  małych  odkształ ceń K0(ff)  wystę puje  macierz  wstę pnych  naprę ż eń

Obliczenia  polegają   na  wyznaczeniu  takiej  wartoś ci  X,  aby  spełnić  równania  (6.1)
i  (6- 2).  Posł ugiwanie  się   przyrostowym  ukł adem  równań  (6.1)  umoż liwia  obliczenie
min Xc  =   XSii przy  realizowaniu  ś cież ki  podstawowej  O—B  na rys.  11  (punkt A  odpowiada
pojawieniu  się   pierwszych  odkształ ceń  plastycznych).  W  przypadku  konstrukcji  ramo-
wych  moż na posł ugiwać  się   liczbową   macierzą   Ka  — por.  [18]. Przykłady  zastosowania
MES  do  analizy  wyboczenia  pł yt  sprę ż 3'sto- plastycznych  moż na  znaleźć  w  [56, 68, 73].

W  ukł adach SP moż na wyróż nić  symetryczne  i  niesymetryczne  punkty bifurkacji  [77].
N a  rys.  12 punkty  B  odpowiadają   obcią ż eniu  XSH-   W  odróż nieniu od  idealnych ukł adów
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B sym-   B niesym.

Rys.  12

sprę ż ystych  (rys.  1)  konstrukcje  SP  są   czule  na  imperfekcje  niezależ nie  od  typu  punktu
bifurkacji.  Z  tego  wzglę du  analiza  statecznoś ci  idealnych  ukł adów  SP  ma  mniejsze  zna-
czenie praktyczne niż w ukł adach  sprę ż ystych.

Obliczanie  nieliniowych  ś cież ek  równowagi  dla  ukł adów  SP  dostarcza  nowych  prob-
lemów  numerycznych.  Podstawowym  problemem jest  konieczność uwzglę dnienia  historii
procesu. Problem ten jest dobrze opisany w literaturze (por.  [42,  55]).  Wspomnimy  tylko
o koniecznoś ci przechowywania  i uaktualnienia zbiorów informacji  we wszystkich punktach
numerycznego  cał kowania w  elementach. Wią że  się   z  tym  konieczność  zmiany  procedur

dli

o  -

Rys.  13

iteracyjnych.  Na rys.  13 pokazano róż nicę  mię dzy  iteracjami ukł adów S i  SP przy przecho-
dzeniu  od  punktu m do  m + ł  na  ś cież ce  równowagi  [42]. W  przypadku  SP  konfigurację
Qm  traktuje  się  jako  konfigurację   odniesienia  i dopiero po spełnieniu kryterium  zbież noś ci
uaktualnia  się   zbiory  informacji.  Ze wzglę du  na  moż liwość  sprawdzania  warunku  utraty
statecznoś ci należy posługiwać się - raczej  metodą  zmiennej  sztywnoś ci,  niż metodą  począ t-
kowych  obcią ż eń  [42].

Powstawanie  lokalnych  odcią ż eń  pogarsza  zbież ność  algorytmów  [70].  Może  to  na-
stą pić  przed  osią gnię ciem  punktów  krytycznych  (punkty  E  na  rys.  12).  Należy  również
rozszerzyć  kryterium  utraty  statecznoś ci.  W  punktach  krytycznych  zamiast  osobliwoś ci
macierzy  stycznej  K może nastą pić zmiana znaku wyznacznika  statecznoś ci  D(rj):

)  <  0,  (6.3)
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co  wymaga  odpowiedniej  modyfikacji  algorytmów.  Niecią głoś ci wartoś ci  D(rj)   powstają
też  jako  wynik  linearyzacji  zależ noś ci  a(s),  jak  zaznaczono  linią   O—A'—B'  na  rys.  10.
W  zwią zku  z  powyż szym  należy  liczyć  się   z  pojawianiem  się   nowych  ś cież ek  równowagi
i  niecią głoś ci  zarówno  w  punktach bifurkacyjnych  jak  też  granicznych  (rys.  14) —  (por.
[88]).

Rys.  14

Jak  wspomniano,  pojawianie  się   lokalnych  odcią ż eń  może  pogarszać  zbież ność  algo-
rytmów.  Ogólniej  chodzi o pojawianie  się  niecią głoś ci przy przekraczaniu granicy  plastycz-
noś ci  [88], a wię c też przy powstawaniu pierwszych  lub wtórnych odkształ ceń plastycznych.

Przykł ady peł nej  nieliniowej  analizy  statecznoś ci  konstrukcji  prę towych,  płyt  i powłok
moż na znaleź ć  w pracach  [8, 26,42,  55, 68].

7.  Stateczność układów sprowadzanych  do  konserwatywnych

Jeś li  obcią ż enie  zależy  od  konfiguracji  p(q,  X), to  w  najogólniejszym  przypadku  nie
moż na  posługiwać  się   statycznym  kryterium  utraty  statecznoś ci. W  przypadku  obcią ż eń
niekonserwatywnych  należy  stosować  kryterium  dynamiczne  [89, 93], co w  istotny  sposób
komplikuje  obliczenia.

Wiadomo  z wielu  prac, że  kryterium  statyczne  daje  dobra oszacowanie  obcią ż eń  kry-
tycznych  w  niektórych  przypadkach  obcią ż eń  podś ledzą cych  [93]  i  ś ledzą cych  [33, 45].
Odnosi się  to w szczególnoś ci  do ciś nienia zewnę trznego, które wystę puje  jako  podstawowe
obcią ż enie wielu  konstrukcji.

Obcią ż enia  typu  ś ledzą cego  moż na  łatwiej  rozważ ać  w  ramach opisu  uaktualnionego
niż  globalnego  [39].  Z  drugiej  strony  prostsza  algorytmizacja  zdaje  się   przemawiać  za
opisem globalnym  [8], toteż dalej  stosujemy  ten opis.

W  przypadku  obcią ż enia  powierzchniowego  zależ nego  od  przemieszczeń p(u,  X) jego
przyrost  wynosi:

Ap  = AA  =   LAu+p'AA. (7.1)
du  ""  '  8A

Po  przyję ciu  aproksymacji  MES  wedł ug  (2.2)2  z  pracy  wirtualnej  przyrostu  obcią ż enia

dALz  =   ]?  fj  6AuT  •   (p+Ap)dS  B dAqT(P+KpAq+P'AA),  (7.2)
•'  $ - .  s.

2  Mech.  Teoret.  i  Stos.  1/83
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wynikają  macierze równoważ nych  sił  wę zł owych P, począ tkowych  obcią ż eń K p i  obcią ż eń
odniesienia P'\

(7.3)

e  Se  e  Se

Macierz Kp  bę dzie w ogólnoś ci  macierzą niesymetryczną,  co może powodować  istotne
trudnoś ci  w posł ugiwaniu się kryterium  statycznym  utraty  statecznoś ci  i  standardowymi
programami  MES. Niesymetria  macierzy  K p  zależy  nie tylko  od .obcią ż enia,  ale też od
konstrukcji — w  szczególnoś ci  od jej  warunków  podparcia.  Pokaż emy  to na przykł adzie
równomiernego ciś nienia dział ają cego  na dź wigar  powierzchniowy.

Dla uproszczenia rozważ ań przyjmujemy,  że brzeg F pokrywa  się z gł ówną  linią  krzy-
wizn  £2 =  const. Pracę obcią ż enia  normalnego p  moż na napisać w postaci:

5WP=  - ÓUp+6Wr,  (7.4)

gdzie czę ść niepotencjalna wynosi [49]:

(7.5)

Przy  aproksymacji  przemieszczeń v  = Nvq„,   stycznych  do brzegu F  i przemieszczeń nor-
malnych  w = Nwqw  otrzymujemy  niesymetryczną  macierz  począ tkowych  obcią ż eń  brze-
gowych

n

**  =  2  I  WpNvdT,  (7.6)
;=i  r,

gdzie  sumowanie  należy  wykonać  wzdł uż swobodnych,  obcią ż onych  brzegów J1; elemen-
tów  skoń czonych, dla których  zachodzi p  ^  0  A C ^ O A W ^ O .  Jeś li  wektor  przemiesz-
czeń wę zł ów napiszemy w postaci:

9 =  {iu,qv,9w},   (7.7)

to Kj-  wystę puje w macierzy K r

ro o o
0 0 K, (7.8)

0  0  0
która stanowi niesymetryczną  czę ść macierzy wstę pnych  obcią ż eń  Kp.

Przy  rozważ aniu  izolowanych  elementów  należy  obliczyć  macierze Sf.  Jeś li  ciś nienie
jest  równomierne p  =  p0  =  const  to  podczas  agregacji  elementów w  ukł ad  macierze te
ulegają  wyzerowaniu  dla wewnę trznych  brzegów. Jeś li p  —  / ?(£1;  |2)=  Jak należy  przyjmo-
wac  przy  parciu  wiatru,  to dla tych  brzegów  Kf  -> 0  przy  zmniejszaniu  wymiarów ele-
mentów.  Zagę szczanie  podziału na  elementy  skoń czone  nie ma jednak  wpł ywu  na K r
dla brzegów zewnę trznych.

Naszkicowany  powyż ej problem konserwatywnoś ci  ciś nienia normalnego był   najpierw
rozpatrywany przez W. W. BOŁ OTINA  [13], nastę pnie był  uś ciś lony przez G. A. COHENA  [20],
rozważ any  również w  [31,  46].
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W  pracy  [49]  stwierdzono,  że  wpływ  macierzy  K r  na  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych
konstrukcji  poddanych  dział aniu równomiernego  ciś nienia"normalnego p0  jest  mały.  N ie
moż na  natomiast  pomijać  symetrycznej  czę ś ci  K p  (wynikają cej  z  potencjału  Up  w  (7.4))
dla niektórych  typów  konstrukcji.  Dobrym przykł adem są   pierś cienie  sprę ż yste  obcią ż one
ciś nieniem zewnę trznym p0.  Uwzglę dnienie macierzy  K ps  daje  krytyczną   wartość  ciś nienia
normalnego do odkształ conej osi pierś cienia równą   3EI/ J?2, gdy pominię cie K ps  odpowiada
stał emu  kierunkowi  ciś nienia  pierwotnie  normalnego, skąd  wynika  pkr  =  4EIJR2  —  por.
[12].

Jak  wykazano  w  [29]  nie  moż na pominąć  K ps  w  ł ukach wyniosłych. Problem  ten jest
szczegółowo  dyskutowany  w  [43] w  odniesieniu  do  powł ok o róż nej  wyniosłoś ci.

Wróć my  do  ogólnego  przypadku  niesymetrycznej  macierzy  K p.  Jeś li  obliczamy  ś ciś le
wektor  sił  residualnych  R,  to  dla  iteracyjnego  obliczenia  ś cież ki  równowagi  moż na posłu-
giwać się  przybliż onymi  postaciami macierzy  stycznej  K. W  szczególnoś ci  moż na dokonać
symetryzacji  tej macierzy według  wzoru:

K s  =  i - ( K + K r )  =  K 0 + K G -  1  (KP+K T

P).  (7.9)

Dochodzimy  w  ten  sposób  do  tzw.  sprowadzonego  ukł adu  konserwatywnego,  którego
własnoś ci  zostały  zbadane w  [35] z  punktu widzenia  teorii  statecznoś ci.

W  pracy  [23] wykonano  obliczenia  statecznych  i  niestatecznych czę ś ci  ś cież ek  równo-
wagi  dla  róż nych,  przybliż onych  macierzy  stycznych.  Obok  K s  stosowano  też  macierz

K*  =  Ko+ K G ,  (7.10)

a  wię c  cał kowicie pomijano  macierz  począ tkowych  obcią ż eń  K p.  Obliczenia  prowadzono
w  przestrzeni  konfiguracyjnej  RN,  stosując  sterowanie  obcią ż eniowe,  a  nastę pnie  prze-
mieszczeniowe wedł ug algorytmu  z  [28] i zachowując  ś cisłe wyraż enie  na siły residualne JR.
Okazało  się ,  że w  zależ noś ci  od  konstrukcji  proces  iteracyjny  przestaje  być  zbież ny  przy
stosowaniu  K,  lub  Kf.  Dotychczas nie posł ugiwano  się  metodą   obliczania  ś cież ek  równo-
wagi w  przestrzeni  i ?w + 1  przy  uwzglę dnieniu  macierzy  K p.

8.  Problemy  nieomówione

W  pracy  nie  zaję liś my  się   problemami,  które  dotyczą   doboru  metod  numerycznych,
zagadnień  informatycznych  i  realizacji  programów  na emc  [7, 92].

N ie  zajmujemy  się   też  dokł adniej  problematyką   aproksymacji  MES,  tzn.  doborem
typów  elementów  i  ich  stopni  swobody.  Należy  tylko  podkreś lić,  że  w  przypadku  ele-
mentów  niedostosowanych  moż na  mieć  oszacowania  wartoś ci  własnych  od  dołu  [3, 92],
a przy zbyt grubym podziale moż na ż le ocenić typ punktu bifurkacji  [55]. W pracach [22, 85]
zwrócono  uwagę   na  moż liwość  zmniejszenia  globalnej  liczby  niewiadomych  (wymiarów
macierzy  stycznej  K) przez  przyję cie  pozawę złowych  stopni swobody.

W  zagadnieniach  statecznoś ci  moż emy  również  dokonywać  kondensacji  stopni  swo-
body  [3], ale  należy  czynić  to  ostroż nie,  aby  nie  wyeliminować  istotnych  postaci  utraty
statecznoś ci  [5].

2*
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Na  koniec o wpływie  imperfekcji.  Oprócz lokalnych imperfekcji  uję tych w (2.5) wekto-

rem  a  mogą   wystą pić  imperfekcje  zwią zane z przykł adaniem obcią ż eń. W praktyce  nigdy

nie  realizujemy  liniowego  stanu przedwyboczeniowego,  co moż ne zmienić typ utraty sta-

tecznoś ci  [11, 41]. Wią że  się  to np. z istotnym dla praktyki  inż ynierskiej  problemem ob-

cią ż eń  krytycznych w ramach z prę tami zginanymi  [2, 38, 51].

Oczywiś cie,  w pracy  nie wyczerpano  całej  bogatej  problematyki  stosowania  MES do

analizy  statecznoś ci  konstrukcji.  Ograniczono  się   tylko  do zakresu  obowią zywania  kry-

terium  statycznego utraty statecznoś ci. W zwią zku  z tym pominię to całkowicie problemy

statecznoś ci  dynamicznej, gdzie  również MES jest wykorzystywana  [58].
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P  e 3 so M e

METOfl  K O H E ^H HX 3JIEM EH T0B  B  YCTOfl^MBOCTH  COOPWKEHHfi:

HeKOToptie  npoSjieivibi  npwvieHeHHH  M K 3 K HejiHHefiHOMy  aHann3y
coopy>i<eHHH. KopoTKo  HanoMHHaioTCH ocHoSHwe npeflnonomenHH  H onpe^eneHHte aHaniraa
CHCTeiw n pn MHoronapaiweTpiroecKJiH  Harpy3i<ax.  3aieM   paccy>K#ae:rcfl  Etmucjiei- aie  COCTOHHHK  paBHo-
6eCHH H KpHTHMeCKHX TO^KK  B  KOH(pHrypaUHOHHO  CHJ1OBOM  npeCTpaHCTBe.  yi<a3aHbI  B03M0H<H0CTH
CTaTHMecKoro  aHaroi3a  ycTOOTHBOCTH ynpyro-   nJiacTH^ecKHX  cHCTeiw H KBa3H —  itoiicepBaTWBHbix  CHC-
Tem,  B  KOTopwx  Harpy3i<a  smnae.ica  cpyHKHHeii  KOHCpurypatiHH  coopywemra.

S u m m a ry

FIN ITE  ELEMENT METHOD IN  STRUCTURAL  STABILITY

Some problems  of  application  of  FEM  to nonlinear structural  stability  are discussed. Basic  concepfs
of  the nonlinear analysis  of  discrete  systems  subject  to nonconservative  loads  are shortly  presented. Then
computation of equilibrium paths and critical points in the load configuration  space in considered. Certain
possibilities  of  the analysis  of elastic- plastic  systems  and the static analysis  of  quasi-  conservative  systems
(if  load depends on configuration  of structure) are pointed out.
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