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1. Uwagi wstepne

Rozwdj teorii statecznosei, widoczny po ostatniej wojnie $wiatowej doznatl istotnego
przyspieszenia w ostatnich 15-tu latach. Swiadczy o tym bogata bibliografia. Obok wzno-
wiefi klasycznej monografii S. P. TiMosnENk! i J. H. GeRe [76] oraz A. PFLUGERA. [60] po-
jawily si¢ ksiazki A. S. WoLMIRA [84], H. ZIEGLERA [89], J. M. TrompsoNA i G. W. HUN-
TA [75], K. HusEviNa [34], D. O. Brusua i B. O. ALMrROTHA [15], ostatnio N. A, Atru-
TowA [1]. Opublikowano tez wiele prac przegladowych, dotyczacych ukladéw sprezystych
i sprezysto-plastycznych [27, 36, 66, 67, 77]. Byto organizowanych wiele konferencji po-
$wigconych statecznosci konstrukeji — warto zwrdcié uwage na te, po ktérych zostaty
opublikowane pelne teksty referatéw [16, 69, 72, 80]. Sposrdd rozwijanych zagadnien
nalezy podkresli¢ duZe zainteresowanie statecznosdcia ukladéw dyskretnych. Zajeto sie
rozwinigciem koncepcji W. T. Koitera analizy stanéw pozakrytycznych i wptywu imper-
fekeji, réznymi kryteriami utraty stateczno$ci, oszacowaniem zakresu obowiazywania
teorii liniowych. Uwzgledniajac nieliniowoéci geometryczne i fizykalne zwrécono nwage
na wplyw zachowania si¢ obcigzen podezas odksztatcania si¢ konstrukcji. Ostatnio coraz
wigcej uwagi pos$wigca si¢ waznym ze wzgleddw inzynierskich problemom statecznosci przy
dzialaniu obciazef wieloparametrowych. )

Silny rozwdj teorii, zwlaszcza dotyczgcej statecznosci ukdadéw dyskretnych, byl sty-
mulowany koniecznoscia prowadzenia obliczefi niezbednych dla praktyki inzynierskiej.
Komputerowa technika obliczeniowa i metoda elementéw skonczonych (MES) znalazly
tutaj szerokie mozliwosci zastosowan. W pierwszym rzedzie zajeto sig problemami linio-
wymi, sprowadzajac je do algebraicznych zagadniend obliczania wartosci i wektoréw wia-
snych. Stalo si¢ to mozliwe m.in. dzigki koncepcji macierzy geometrycznej wstepnych
naprezen [5, 25, 50]. Takie podejécie zastosowano do analizy wyboczenia ram [29, 47],
piyt [3, 40] i powlok [26, 53, 57]. Po dolaczeniu macierzy mas zaczgto badaé problemy
utraty stateczno$ci przy obcigZeniach niekonserwatywnych [6]. Warto dodaé, Ze proble-
matyka statecznosci w ujgciu MES szybko weszla do monografii i podrecznikéw [52, 62, 91].

- 1) Praca zostata wykonana w ramach PW 05.12 i przedstawiona jako referat problemowy na V Xon-
ferencji Metod Komputerowych w Mechanice Konstrukcji — Karpacz, 6 - 9.V.1981, Jej obszerny skrét
pt. ,,Stosowanie metody elementdéw skonczonych w analizie statecznosci konstrukcji” zostal opublikowany
w T. 3 materialéw, wydanych w Pracach Naukowych Instytutu Inzynierii Ladowej Politechniki Wroclaw-
skiej, No 28, 1981, 5. 101 - 121. '



4 Z. WASZCZYSZYN

Opieranie sig na rownaniach teorii drugiego rzedu, wystarczajace w liniowej analizie
wyboczenia, jest niewystarczajgce do badania bardziej ztozonych, nieliniowych probleméw
utraty statecznosci. Z tego wzgledu duzo uwagi po$wigcono sformutowaniu odpowiednich
modeli matematycznych oraz metod obliczeniowych w ramach MES (bogata bibliografig
mozna znalezé w [42]). Algorytmizacja poszta w dwdch kierunkach. Pierwszy obowiazy-
wat do koncepcji koiterowskich, 1gczac aproksymacje MES z metoda perturbacji i roz-
winieciami w szeregi potggowe [21, 44, 48, 74, 78, 82]. Takie ujecie jest jednak efektywne
tylko w ustrojach o matej liczbie stopni swobody lub o strukturze pasmowej, gdyz wymaga
postugiwania si¢ macierzami o duzych rozmiarach (trzeciego i czwartego rzgdu). Kompu-
terowe realizacje okazaly si¢ mato ogélne, gdyz w niewielkim stopniu korzystaja ze stan-
dardowych procedur.

Drugi kierunek nawigzuje do uje¢ ,.komputerowych”, wykorzystujac przede wszyst-
kim metody i algorytmy algebry liniowej. Stalo si¢ to mozliwe przede wszystkim dzieki
sformmiowaniom przyrostowym [8, 30, 79], laczonym z odpowiednimi procedurami ite-
racyjnymi [70, 71]. Charakterystycznym objawem byt rozwdj tych koncepcji prawie réw-
nolegle z ujeciami liniowymi analizy statecznosci przy uzyciu- MES [26, 47, 87]. Obecnie
problemy te wchodzg juz do podrecznikédw [92].

W pracy zajmiemy si¢ wybranymi problemami zwiazanymi ze stosowaniem MES
w analizie statecznosci konstrukeji ladowych. Celem pracy jest pokazanie wzajemnych
sprze¢zen miedzy teoriag stateczno$ci konstrukeji a MES, w szczegdlno$ci na mozliwosci
tej metody w zakresie analizy nieliniowej. Najpierw przypomnimy podstawowe koncepcje
nielinjowej analizy statecznoéci ukladéw dyskretnych, poddanych dziataniu wiclopara-
metrowych obcigzen konserwatywnych. Problemy obliczania statecznych i niestatecznych
$ciezek rownowagi polaczymy z wyznaczaniem punktdéw krytycznych. Wskazemy dalej na
mozliwo$ci obliczania statecznosci ukladow spr@Zyéto-pI&stycznych i quasi-konserwatyw-
nych. ;

Oprzemy sig czgSciowo na opracowaniach [81, 80] oraz na studium literatury, ukie-
runkowanym pracami prowadzonymi w Instytucie Mechaniki Budowli Politechniki Kra-
kowskiej w ramach PW 05.12.

2. Réwnowaga ukladéw konserwatywnych

Ograniczamy si¢ do uktadéw dyskretnych o N stopniach swobody, ktérym odpowiada
wektor® uogdlnionych przemieszczen weziow:
g={a}= {41, ....qy} € R" .1

W MES przemieszczenia q; faczone z wezlami, lub tez jako tzw. uogélnione stopnie swo-

body [92] sqa wykorzystywane do aproksymacji pola przemieszczef elementu skonczo-
nego e: '

H® = Ng@ ijlub Au® = NAg®, 22)

2 W dalszym ciagu przez wektor rozumiemy macierz jednokolumnowa, piszac jej skladowe poziomo
i ujmujac je w klamry.
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gdzie N jest macierza funkcji ksztattu, a q'? wektorem prze.mieszczeri weztowych elemen-
tu e.

Obcigzenia pozawgztowe (np. powierzchniowe w powlokach) p(u, 4) i wezlowe G(u, A)
dzieki aproksymacji (2.2) i standardowemu postgpowaniu MES (por. np. [92]) reduku-
jemy do réwnowaznych, uogdlnionych obcigzen weziowych:

P = P(q, ) e R". - 2.3)

Podajemy ogdlny przypa_dek, gdy obcigzenia zewnetrzne P sa funkcjami przemieszczes g
oraz M niezaleznych parametréw obciazenia 4:

A= {M}y= (A, ... AMYe RM, (2.4)

Rozwazania bedziemy prowadzili tez w przestrzeni konfiguracyjno-obcigzeniowej
RY*+M o wektorze wodzgcym _

7= la, 4} = {g.) e RV (2.5)

Energia potencjalna ukfadu sktada si¢ z energii sprezystej U i pracy obciazen zewngtrz-

nych W:

m

a " _
V= U+ W= ) UOG®;54)~Tpy, (2.6)
e=1

gdzie U@ jest energia spreZysta pojedynczego elementu skoriczonego (ES). Dodatkowo
warto$¢ energii uzaleznilismy od wstepnych niedokladnosci w ES, ktére facznie dla catego
uktadu tworza wektor imperfekcji

5 ={9,,...,9} R eN)

Jesli uktad jest w réwnowadze, to spetniony jest warunek stacjonarnosci energii po-
tencjalnej:

V=90, skad oU= =56W. (2.8)
Stan réwnowagi mozna tez obliczy¢ z zasady prac wirtualnych:
oL, = 6L,. 2.9

W uktadach konserwatywnych (UK) obydwa sformutowania sa réwnowaine, w szcze-
golnosci zardwno uogdlnione sity wewnetrzne, jak tez zewnetrzne sa potencjalne, a wigc
dla (2.9) mozna zbudowaé odpowiedni funkcjonal nazywany energia potencjalng (2.6).
W dalszym ciggu zajmujemy sig uktadami UK.

Dla niezaleznych przemieszczer ¢; z (2.8) otrzymujemy uklad rownan réwnowagi:

Vig;9) = Ulg;9)—Pg, ) = 0. (2.10)

Funkcje V; mozemy rozwinaé w otoczeniu § w szereg Taylora®:

N N . 1 y
Vg+43;2) = Vil@;9)+ V(@5 9) 440+ Viep(d5 9) 44, Agp+ ..

¥ Powtarzajacy sig wskaznik oznacza sumowanie, przy czym dolne wskazniki przebiegaja wartodci
I,...,N,agbrme 1,..., M, gdyz numeruja one skladowe wektorow g i A. WskaZniki greckie sa uzywane
dla skiadowych wektora %; stad odpowiadaja one liczbom naturalnym 1, ..., N+ M.
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Przyréwnanie lewej strony do zera i zachowanie cztonéw liniowych wzgledem przyrostow
A § prowadzi do ukladu réwnan przyrostowych MES [81]:

. (U= Pi)Aq; = PEAN+(P,—U), 2.110)
gdzie przyjelismy oznaczenia pochodnych:
rU oP;
=" . = N )
q109; 1q 7 la (212)
pE - oP; - au
| S 31" ';5 i — aql ;.

W dalszym ciggu obok zapisu wskaznikowego bedziemy tez postugiwali si¢ notacja
macierzowa oraz oznaczeniami ogélnie przyjetymi w MES dla macierzy sztywnosdci K,
obcigzen P i sit 1e51dua1nych R. P1zyrostowe rownanie rownowag1 (2.11) mozna napisaé
w postaci:

Kdq = P'AA+R, (2.13)
gdzie styczna macierz sztywnosci
= (Ko +K,+K,)-K, = K.~ K,, 2.14) -

sktada si¢ z nastepujacych macierzy

K, — macierz matych przemieszczen,

K, — macierz poczatkowych naprezefi,
K, — macierz poczatkowych przemieszczen, (2.15)
K; = K,+K, — macierz geometryczna,
K, — macierz poczatkowych obcigzen,
K, — macierz uktadéw grawitacyjnych.
W réwnaniu (2.13) wystepuje tez macierz obciazen odniesienia

oP '
P = 2.16
ktéra w szczegdlnym przypadku jednoparametrowych, proporcjonalnych obciazen wy-
nosi [81]:

P=iP->P =P _ (2.17)

Obliczanie sit residualnych R: !

) R=P-F, : (218)

gdzie F = {U;}, ma istotne znaczenie w procedurach Itelacyjnych gdyz ich wyzerowanie
oznacza osiggnigcie powierzchni (Sciezki) réwnowagi,

Macierze (2.14) otrzymuje si¢ dla opisu Lagrange’a (por. [30, 42]). Mozna tez stosowaé
opis uaktualniony ze wspdirzednymi wspdlobrotowymi [7, 42]. Trudno wskaza¢ na pre-
ferencje ktéregos z opisdw, gdyz ich zalety sa zalezne od typu konstrukcji (pretowe, po-
‘wierzchniowe) i obciazer (grawitacyjne, $ledzace). W pracach autora i jego wspétpracow- -
nikéw poshugiwano si¢ wspdhrzednymi wspbétobrotowymi w analizie kratownic [19, 80]
i wspétrzednymi Lagrange’a przy liczeniu powlok [54, 55]. W dalszym ciagu ograniczamy
si¢ do catkowitego opisu Lagrange’a (Total Lagrangian Formulation). :
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3. Stateczno$é ukladéw konserwatywnych typu grawitacyjnego.

Jesli obcigZenia nie zaleza od konfiguracji to nazywamy je ,,martwymi” [43]. W takim
przypadku znika macierz poczatkowych obcigzen K, = 0 i uklad konserwatywny jest
typu grawitacyjnego [35]. Tak wigc w uktadach grawitacyjnych mamy:

P =P, K=K, ) (3.

gdzie macierz sztywnoéci jest symetryczna K = KT.
W stanie réwnowagi wektor sit residualnych zeruje sie, R; = 0. Stosujac w takim
przypadku ‘wzory Cramera rozwigzanie ukladu (2.11) mozna napisa¢ w postaci [64, 81]:

DAq, = df AX¥, ' (3.2)
gdzie przyjeto oznaczenia .

oD
D = det , dfF =Pk .
€ IKUI i aKﬂ J (33)
Warunkiem koniecznym stanu krytycznego jest zerowanie si¢ wyznacznika statecznos-

ci, skad wynika warunek
D=0=dAl = 0. o (3:4)

W przypadku obciazen jednoparametrowych 44 = A2, a d staje si¢ macierza jedno-
kolumnowa. Rozwiazanic (3.2) okresla wtedy $ciezke rownowagi w przestrzeni RN+
Sciezka (stan réwnowagi) jest stateczna je§li macierz K jest dodatnio okre$lona. Jesli
$ciezka réwnowagi ¢;(n), A(n), gdzie n jest parametrem, przechodzi przez poczatek ukladu
4:(0) = 0, A(0) = 0 to nazywamy ja podstawowa (rys. 2).

Jesli przy monotonicznym wzroécie parametru 7 osiagniemy warto$é 5 = 7., dla
ktorej jest spetniony warunek (3.4) to odpowiedni punkt nazywamy pierwotnym punktem
krytycznym. Rozrézniamy dwa typy punktow krytycznych:

a) punkt bifurkacyjny (B)
A # 0Ad =0, (3.5a)

b) punkt- graniczny (G)
A% = 0nd # 0. (3.5b)

Zamiast zerowania wyznacznika stateczno$ci D = 0 mozna poshuzy¢ si¢ réwnowaz-
nym kryterium zerowania si¢ najnizszej wartodci wlasnej stycznej macierzy sztywnosci K.
Jedli zeruje si¢ pojedyncza warto$¢ wiasna to méwimy o jednokrotnym punkcie krytycznym.
W takim punkcie zachodzi

w1=0<w2<w3<...<w1\,,

gdzie w, tworza uporzadkowany cigg wartoéci wrasnych macierzy K. Podstawowe] wartosci
whasnej w; = w odpowiada wektor whasny a(l) = 4, ktéry stuzy okreSleniu kierunku
Sciezki pozakrytycznej [17, 64, 87].

W dalszym ciaggu ograniczamy si¢ do analizy pojedynczych, plerwot'nych punktow
krytycznych. W przypadku punktéw bifurkacyjnych mozna méwi¢ o niesymetrycznych
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(jesli dla $ciezki pobifurkacyjnej w A = 4, zachodzi dA/dn # 0) i symetrycznych punktach
bifurkacji stanéw réwnowagi. Z kolei symetryczne punkty moga by¢ stateczne (jesli dla
A = 1, zachodzi dA/dn = 0 Ad*A/dn* > 0) lub niestateczne. Taka klasyfikacja jest po-
wszechnie uzywana (por. np. [34, 66, 75]); gdyz okredla ona tzw. czutos¢ konstrukcji na
imperfekcje. Nie wnikajac w szczegdly warto tylko przypomnieé, Ze jedynie w przypadku
gdy w idealnej konstrukcji sprezystej wystgpuje symetryczny, stateczny punkt bifurkacji,
to jest ona nieczula na mate imperfekcje. W innych przypadkach imperfekcje powodujg,
ze w konstrukcji nieidealnej moze pojawié si¢ punkt graniczny (na rys. 1 pokazano uprosz-
czone wykresy, przyjmujgc jako rzgdng amplitude @ postaci wyboczenia i zaznaczajac
Jinig kreskowana niestateczne éciezki réwnowagi).

B niesym. B sym. stat. - B sym. niestat.

Rys. 1

Klasyfikacja punktéw krytycznych dla obciazen wieloparametrowych jest znacznie
bardziej ztozona [34]. Rozwiazanie (3.2) okresla powierzchnig rownowagi, na ktérej wa-
runek (3.3) pozwala wyznaczy¢ strefe krytyczng. W przypadku obcigzenia dwuparametro-
wego M = 2, pokazanego na rys. 2, strefa ta staje sie krzywa krytyczna (miejsca geome-
tryczne punktéw krytycznych). :

specjalny punkt krytyczny
[bifurkacyjny}

granica statecznosci

1
N strefa krytyczna

granica statecznodd
. ZW ,4” powierzchnia

= pobifurkacyjna

punkt osobliwy

punkty graniczne

o ' G Q;
sciezka rownowagi .
] powierzchnia réwnowagi
N podstawowa powierzchinia 3
réwnowagi

Rys. 2
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Analogicznie do (3.5) mozna wyrézni¢ dwa przypadki szczegdlne [80]:
a) specjalny punkt krytyczny, gdy znikajg wszystkie sktadowe macierzy d (odpowiada
to bifurkacji standéw réwnowagi — rys. 2a):
Ndk=0, (3.62)
ik
b) ogdlny punkt krytyezny wystepuje, jesli istnieje tylko jeden, rozny od zera minor
macierzy d, taki aby jej rzad wynosit -

\/rz(d")— —1=>\/A/1k;eo (3.6b)
b osobhwy punkt krytyczny powstaje, gdy Wyst@puje tylko trywialne rozwigzanie
\/d"#O»/\AZ" (3.6b%)

W inzynierskich zastosowaniach szczegdlnie wazna jest powierzchnia graniczna sta-
tecznodci (granica statecznofci gdy M = 2), ktéra jest brzegiem rzutu strefy krytycznej
na podprzestrzef obcigzei RM, Powierzchnia ta ogranicza obszar bezpiecznych kombinacii
obcigzen, nie wywolujacych utraty stateczno$ci. W zagadnieniach liniowych powierzchnia
graniczna jest wypukta, w nieliniowych moze by¢ wklesta [34].

4. Wyznaczanie $ciezki réwnowagi

Spoéréd wielu metod rozwigzywania nieliniowego uktadu réwnat MES jako najdo-
kiadniejsza jest uwazana metoda Newtona—Raphsona [70]. W wersji klasycznej sto-
suje si¢ sterowanie obciaZeniowe, tzn. jako niezalezny przyjmuje sig parametr obciaZzenio-
wy n = A%, Poniewaz proces iteracyjny jest rozbiezny w otoczeniu punktu granicznego G,
dlatego zaczgto stosowaé sterowanie przemieszezeniowe 7 = ¢;, [61, 90]. Jednak i to
sterowanie nie zapewnia zbieznodci iteracji, gdy zblizamy sie¢ do obszaru, w ktérym
Al]Aq; - oo (punkt E na rys. 3). '

W pracy [81] oméwiono dokladniej metody obliczania réwnan przyrostowych MES.
Tutaj przytaczamy jedynie metode obliczania w przestrzeni R¥+*! — metodg, ktéra za-
pewnia zbiezno$é iteracji dla gladkich $ciezek réwnowagi.

Idea metody polega na réwnorzednym traktowaniu przyrostéw przemieszczen g,
i obcigzenia 41. W tym celu postugujemy si¢ rozszerzonym ukladem réwnan przyrosto-
wych:

K;;4q,— Pi44 = R,,

4.1y
tJAq‘j‘l"tN_*_lAA:AT]. ( )

W przypadku proporcjonalnego obcigzenia jednoparametrowego P = AP bedzie za-
- chodzito:

. oA

gdzie P jest wektorem obcigzenia odniesienia.

_P: — = _P“ . (4.2)

. 4 Jako A przyjmuje sig jeden z parametrow obciazenia, np. A= A!, ustalajac wartofci pozo-
stalych A' = const. dla I = 2, ..., M.
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Istotng role spetnia ostatnie réwnanie ukladu (4.1). Je§li wektor jednostkowy t jest
‘bliski wektorowi stycznemu 4§, to otrzymujemy sterowanie parametrem Sciezki 5 = s.
Sterowania obciaZeniowe lub przemieszczeniowe odpowiadaja odpowiednio wyspecyfiko-
wanym sktadowym wektora #:

a) sterowanie obciazeniowe n = A

t={0,..,0,1}, _ : (4.32)

b) sterowanie przemieszczeniowe 7 = ¢ .

f=10,..,0,7,0,...,0} ~ (4.3b)

Uklad réwnan (4.1) dalej bgdziemy nazywali rozszerzonym; zapisujac go w postaci
macierzowej otrzymujemy:
K47 = R. (4.9)
Rozszerzona macierz styczna K powstaje przez dotaczenie wiersza ti kolumny P (rys. 4).
Mozna przy tym zapamigtywaé tylko elementy niezerowe jakie wystepuja np. w sterowa-
niach 2 lub g, i obciazeniach skupionych P, oraz pétpasmo symetrycznej macierzy stycz-
nej K.

A

$ciezka rownowagi

[Fal}

Rys. 3 ’ Rys. 4 Rys. 5

W [64] wykazano, Zze macierz rozszerzona K dla sterowania s jest nieosobliwa dla
ghadkich §ciezek réwnowagi. Osobliwosé macierzy K wystepuje w punktach bifurkacji
(specjalnych punktach krytycznych).

Rozszerzone wektory 44, R e Rv+1 maja sktadowe: _

‘ Af = {Aq, A2}, R ={R, 4y}, 4.5
Sposrod wielu mozliwych algorytméw obliczania kolejnych przyblizen Ag™** dia r =
=0, 1, ... wskazemy tylko jeden, oméwiony dokladniej w [81], a naszkicowany na rys. 5.
Polega on na przyjmowaniu wektora residum RO w postaci:

RO — 0,49}, RO = {R™,0} dla r>1 (4.6)

Podczas obliczei mozna oblicza¢ macierz K™ dla kazdego kroku iteracyjnego. Sto-
sowanie sterowania s nieco komplikuje programy na emc lecz pozwala w istotny spos6b
obnizy¢ liczbe iteracji, nawet dla dhugich krokéw As. Mozna to sterowanie taczyé ze zmo-
dyfikowang metoda Newtona-Raphsona, gdy obliczamy tylko jeden raz K = K(G®).
Oméwione podejécia zastosowano w pracach [19, 54, 80]. '
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Moéwilidmy caly czas o obciazaniu jednoparametrowym. Rozwazania odnosza sig
réwniez do przypadkéw M > 1 jesli wykonamy tylko odpowiednie przekroje w prze-
strzeni RY+M. Jesli ustalimy wartodci A' = const to ich przyrosty 44" = 01 w réwnaniach
(4.1) nalezy oblicza¢ P;(4; 1) oraz Ry(A; A'). Przez A rozumiemy zmienny parametr ob-
cigzenia, wybrany ze skladowych wektora A; np. jesli A = A tol=1,3,4,..., M.

Prosty przykiad takiego postepowania mozZna znalezé w [80].

5. Obliczanie punktow krytycznych i $clezek pobifurkacyjnych

Opisane w poprzednim punkcie przyrostowe postgpowanie mozna zastosowac do
wyznaczenia podstawowej §ciezki rownowagi. W kolejnych punktach m tej Sciezki mozna
obliczaé warto$¢ funkcji skalarnej S(n), ktora okresla si¢ tak, aby jej miejsca zerowe,
obliczone z réwnania

Slgml = 0, (5.1)

wystepowaty w punktach krytycznych ¢ = g(n,).

Jako funkcje S mozna przyja¢ wyznacznik statecznosci D = det|K| lub podstawowa
warto$¢ wlasna w macierzy stycznej K. Z innych, zestawionych w [81], funkcji S przyta-
czamy obliczenie jej jako réznicy wartosci parametréw obcigzen

S = lzt(ln)_ lm = (/um— 1) )'m, - (5'2)

gdzie 4, odpowiada punktowi m $ciezki réwnowagi, natomiast A.,, jest liczone z odpo-
wiednio sformulowanego problemu wartoéci wlasnych. Tym zagadnieniem zaj¢to sig
szczegblowo w pracach [14, 63]. Tutaj przytaczamy jedynie obliczenia u,, jako wartosci
wlasnej réwnania

(Ko +pKeld(m]) 4g = 0, (5.3)

gdzie K, jest liniowa, a Ky geometryczng macierza sztywnoéci — por. (2.15).

Na rys. 6 pokazano interpretacje funkeji (5.2). Przy realizacji obliczania ciggu kolejnych
punktéw podstawowej Sciezki rownowagi m — C bedzie zachodzito p, — 1. Jesli wartosci
S (a wigc w szczegdlnym przypadku (5.2) réznica u,—1) beda malaly monotonicznie,
to tatwo jest zbudowaé odpowiednie algorytmy iteracyjne. W zaleznosci od przebiegu

sciezka
podstawowa
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funkeji S() obliczenia moga byé niestabilne (gdy wystepuja nieciagtosci) lub mato doktad-
ne (gdy dla v € (3,4, 1) Wartosci S(y) & 0). Na rys. 7 pokazano rozne krzywe S, (1), S, (),

ktére nie sa rownowazne z punktu widzenia efektywnoéci obliczen numerycznych.

AiS

Rys. 7

Najczgsciej w obliczeniach MES stosuje si¢ .S = D, gléwnie ze wzgledu na tatwosé obli-
czania wyznacznika statecznoéci podezas rozwigzywania ukladu réwnan przyrostkowych
(4.1). E. Riks w swoich pracach [64, 65] zaproponowal jako efektywniejsze przyjmowanie
S = w. Jednak mozliwo$é ,,wymiany” najnizszych wartoéci wlasnych w, < w; (por. [65]}
powoduje, ze nie mozna uznad tego sposobu za w pelni przydatny do automatyzacji obli-
czen. Skuteczniejsze algorytmy mozna otrzymaé przez lgczenie obydwu kryteriow [19].

Poshugiwanie si¢ technika ekstrapolacyjno-interpolacyjna, potaczona z efektywna me-
todg obliczania Sciezki rownowagi 1 dobrym wyborem funkeji S pozwala na stosunkowo
szybkie obliczenia punktéw krytycznych. Odnosi si¢ to zwlaszcza do punktéw granicz-
nych (por. [10, 28]).

Podobnie jak przy wyznaczaniu $cieZki réwnowagi wszystkie rozwazania pozostaja
wazne dla obcigzen wieloparametrowych jesli obliczenia punktéw granicznych prowadzi-
my w przestrzeni R¥*1, W pracy [80] podano algorytm obliczania krzywych na strefie
krytycznej (warstwie) dla M = 2, lub przyjeciu dwdch parametréw obcigZenia jako zmien-
ne niezalezne, np. A*, A2 oraz A = constdla/ = 3,4, .., M.-

Jesli skorzystamy z warunku stanu-krytycznego D = 0, to po obliczeniu dowolnego
punktu krytycznego, przy wykorzystaniu rozszerzonego ukladu réwnan (4.1), dalsze
obliczenia prowadzi si¢ w przestrzeni R¥*2, rozwiazujac rownania:

K, Aq,—P}AM~P2AX? = R,
LAQAty AR 1y, AR% = Ay, (5.4}
D;Aq; = —D(g; 9),

gdzie wyznacznik D (gq; 3) jest traktowany podczas iteracji jako residum, a D; sa po-
chodnymi

eD oD
D, = = """ . 5.5
V=g, T Ak, K _ G
Obliczenie pochodnych macierzy stycznej K,,; jest mozliwe dla matej liczby stopni

swobody ukladu, lub dla ukladéw pasmowych. Na rys. 8 wzigtym z [80] pokazano krzywa
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04 A

Rys. 8

graniczng f(A!, 4%) = 0 dla kratownicy Misesa. Nieciaglos¢ krzywej f powstaje w punkcie
osobliwym A’ jako wynik rzutowania strefy krytycznej (zaznaczonej linig kreskowana)
na plaszczyzng (A%, A2).

W przytoczonym przykladzic strefa krytyczna jest miejscem geometrycznym punktéw
granicznych. Gdyby w strefie wystgpowaly punkty bifurkacji (por. [83]), to podstawowa
powierzchnia réwnowagi przestaje by¢ gladka i algorytmy oparte na rozwigzywaniu uk{a-
du (4.4) moga przesta¢ by¢ zbiezne.

Oproécz obliczenia punktéw bifurkacyjnych nalezy jeszcze okreslié ich typy. Mozna
tego dokona¢ korzystajac z wyzszych pochodnych energii potencjalnej [34, 66, 75] lub
przez obliczanie §ciezki pobifurkacyjnej w otoczeniu punktéw B. Poniewaz macierze K
iK s osobliwe w tym punkcie, to wektor 7y styczny do $ciezki pobifurkacyjnej liczymy
w sposob przyblizony (rys. 9)

i = s e %y Qi D). (5.6)

Rys. 9

Wektor styczny do $ciezki pobifurkacyjnej 5 obliczamy korzystajac z podstawowego
wektora wlasnego @ macierzy stycznej K i wektora 75 = {tra} = {tr, A.}:

Ty = Ot{a+7’fzf, Y4}, 57)
o= (14+2ya"ty+y*)~1/2, .
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W pracy [64] wyprowadzono wzor na wspdtezynnik
9
KUkai ayay

v= 2Kju@,0ytpe

(5.8)

Poniewaz obliczanie pochodnych macierzy K jest zmudne, dlatego w [64] zapropono-
wano obliczenie przyblizonego wektora £V, niekolinearnego z tNF i lezacego w plaszczyznie
(ty, &@). Wektorem takim moze by¢ wektor ortogonalny do t}, skad wynika:

Yy = —aTg. (5.9)
W przypadku symetrycznego punktu B wspolczynnik ¢ = 0 i wektor styczny do $ciezki
pobifurkacyjnej wynosi:

s = {a,0}. (5.10)
Wektor (5.10) mozna przyjmowaé jako pierwsze przyblizenie réwniez dla punktédw nie-
symetrycznych [17, 55, 811
Przyjmowanie f‘” niekolinearnego z £ ma shuzyé rozpoczeciu iteracji w metodzie obli-
czania $ciezki, pobifurkacyjnej w R¥*!, Aby nie wracaé na §ciezke podstawowg nalezy
wprowadzié zaklcenie do macierzy stycznej K(gr-+Aq$D), gdzie
AgP = pePAne, p<1, (5.11)
a Ay jest ostatnim przyrostem parametru sterujacego obliczaniem podstawowej $ciezki
réwnowagi,
W niektérych konstrukCJach (np. tuki lub powloki kuliste) mozna fatwo przewidzieé
pobifurkacyjne postacie réwnowagi. W takich przypadkach moZna wprowadzi¢ zakidce-
nie odpowiadajgce tej postaci, taczac je ze zmiang sterowania przemieszczeniowego [9, 55].

6. Stateczno$¢ ukladow sprezysto-plastycznych

Konstrukcje sprezysto-plastyczne (SP) sa niekonserwatywne, gdyz stan przemieszczen
zalezy od historii obciazenia. Pomimo tego mozna do nich stosowaé kryterium statyczne,
zwlaszcza jefli nie pojawiaja si¢ lokalne obciazenia [37, 77, 88].

Pojawienie si¢ lokalnych obcigzen i wtérnych uplastyczniefi w poszczegdlnych punktach
konstrukcji (na rys. 10 pokazano wykres o(g) dla jednoosiowego rozciggania) odréznia
uklady (SP) od ukladéw nieliniowo sprezystych. Zjawiska te silnie rzutuja na analize utraty
statecznodci, zaréwno konstrukeji idealnych jak tez z imperfekcjami.

A/——-"‘ B
A
C
e £
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Na rys. 11 pokazano wykres A(a) zaleznosci obcigzenia od amplitudy a postaci wybo-
czenia stupa $ciskanego. Przypominamy, ze w przypadku materiatu sprezystego powstaje
. symetryczny, stateczny punkt bifurkacji (rys. 1b), ktéry wyklucza mozliwosé wystepowa- -
nia punktéw. granicznych dla konstrukcji nieidealnych. Jesli stup jest wykonany z mate-
rialu SP, to wyboczenie moze nastapi¢ dla wartosci Agy. Ta warto$¢ obcigzenia bifurka-
cyjnego laczymy z nazwiskiem Shanley’a [59], ktéry zastosowal kryterium statyczne
D = 0 bez dopuszczenia lokalnych odciazen w chwili bifurkacji. Odcigzenia rozwijaja sig
wzdhiz pobifurkacyjnej $ciezki réwnowagi, co powoduje wzrost 1. Zmiana konfiguracii,
a zwlaszcza wtdrne uplastycznienia powoduja wystgpowanie punktu granicznego G.

Rys, 11

Podstawowe]j postaci wyboczenia odpowiada caly przedzial (Agy, Ax) statecznych
punktéw krytycznych, w ktérych dopuszczamy lokalne odcigzenia w chwili wyboczenia.
Kryterium statyczne mozna tez stosowaé dla A > A, gdzie A jest obciazeniem Karma-
na [59]. ,

W przypadku idealnych uktadéw SP mozna tez stosowaé koncepcje liniowej analizy
statecznofci, uzupetniajac algorytmy liczenia wartosci wlasnych odpowiednimi procedu-
rami iteracyjnymi [18]. Jedli ukfad réwnan przyrostowych przyjmiemy w postaci (5.3) to
macierz K, przestaje by¢ liniowa, gdyz stale materialowe nalezy zastapi¢ funkcjami E(s)
stanu naprezenia w elementach ¢(A). Dochodzimy w ten spos6b do ukladu réwnan dla
wyznaczenia $ciezki przedbifurkacyjne;j: . ‘

Ko(e)dg = P'4A 6.1y
i warunku stateczno$ci:

' _ det [Ko(0)+ 1K (o)| = 0, - (6.2)
gdzie obok macierzy matych odksztalcen Xy(s) wystgpuje macierz wstgpnych naprezen
K (o).

Obliczenia polegaja na wyznaczeniu takiej wartoSci A, aby spelnié réwnania (6.1)
1 (6.2). Postugiwanie si¢ przyrostowym ukladem réwnan (6.1) umozliwia obliczenie
min A, = Agy przy realizowaniu §ciezki podstawowej O—B na rys. 11 (punkt 4 odpowiada
pojawieniu si¢ pierwszych odksztatcen plastycznych). W przypadku konstrukgji ramo-
wych mozna postugiwaé sig liczbowa macierzag K, — por. [18]. Przyktady zastosowania
MES do analizy wyboczenia pltyt sprezysto-plastycznych mozna znalezé w [56, 68, 73].

W uktadach SP mozna wyrézni¢ symetryczne i niesymetryczne punkty bifurkacji [77].
Na rys. 12 punkty B odpowiadajg obcigZeniu Agy. W odréznieniu od idealnych ukiadow
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B niesym.

Rys. 12

sprezystych (rys. 1) konstrukcje SP sa czule na imperfekcje niezaleznie od typu punktu
bifurkacji. Z tego wzgledu analiza statecznosci idealnych uktadéw SP ma mniejsze zna-
czenie praktyczne niz w ukladach sprezystych.

Obliczanie nieliniowych $ciezek rownowagi dla ukladéw SP dostarcza nowych prob-
lemow nuinerycznych. Podstawowym problemem jest koniecznodé uwzglednienia historii
procesu. Problem ten jest dobrze opisany w literaturze (por. [42, 55]). Wspomnimy tylko
o0 koniecznoéci przechowywania i uaktualnienia zbiordw informacji we wszystkich punktach
numerycznego catkowania w elementach. WigZe si¢ z tym konieczno$¢ zmiany procedur

(1)._
Om = nmo\

- Rys. 13

iteracyjnych. Na rys. 13 pokazano réznicg miedzy iteracjami ukladéw S i SP przy przecho-
dzeniu od punktu m do m+1 na $ciezce réwnowagi [42]. W przypadku SP konfiguracje
£,, traktuje si¢ jako konfiguracje odniesienia i dopiero po spelnieniu kryterium zbieznoéci
uaktualnia si¢ zbiory informacji. Ze wzgledu na mozliwo$é sprawdzania warunku utraty
statecznodcl nalezy poshugiwac sig-raczej metoda zmiennej sztywnosci, niz metoda poczat-
kowych obciazen [42). .
Powstawanie lokalnych odciazed pogarsza zbiezno§é algorytméw [70]. Moze to na-
stapi¢ przed osiagnigciem punktéw krytycznych (punkty E na rys. 12). Nalezy réwniez
rozszerzy¢ kryterium utraty stateczno$ci. W punktach krytycznych zamiast osobliwoéci
macierzy stycznej K moze nastgpi¢ zmiana znaku wyznacznika statecznosci D(n):

D(e-) D(ne,) < 0, - (63)
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co wymaga odpowiedniej modyfikacji algorytméw. Niecigglosci wartoéci D(n) powstaja
tez jako wynik linearyzacji zaleznoéci o(€), jak zaznaczono linia O—A'—B' na rys. 10.
W zwigzku z powyzszym nalezy liczyC si¢ z pojawianiem si¢ nowych Sciezek réwnowagi
i niecigglodci zardwno w punktach bifurkacyjnych jak tez granicznych (rys. 14) — (por.
(88]).

pobifurk.

Rys. 14

Jak wspomniano, pojawianie si¢ lokalnych odcigzen moze pogarsza¢ zbieznoé¢ algo-
rytméw. Ogdlniej chodzi o pojawianie sie nieciaglosci przy przekraczaniu granicy plastycz-
nosci [88], a wige tez przy powstawaniu pierwszych lub wtérnych odksztalcen plastycznych.

Przyktady pelnej nieliniowej analizy statecznodci konstrukcji pretowych, plyt i powlok
mozna znalezé w pracach [8, 26, 42, 55, 68].

7. Stateczno$é ukladow sprowadzanych do konserwatywnych

Jedli obciagzenie zalezy od konfiguracji p(q, 4), to w najogdlniejszym przypadku nie
mozna postugiwaé sig statycznym kryterium utraty statecznoéci. W przypadku obcigzen
niekonserwatywnych nalezy stosowaé kryterium dynamiczne [89, 93], co w istotny sposéb
komplikuje obliczenia.

Wiadomo z wielu prac, ze kryterium statyczne daje dobre oszacowanie obcigzen kry-
tycznych w- niektérych przypadkach obciquﬁ podsledzacych [93] i §ledzacych [33, 45].
QOdnosi sig¢ to w szczegblnosei do ci$nienia zewnetrznego, ktére wystepuje jako podstawowe
obcigZenie wielu konstrukcji.

Obcigzenia typu §ledzacego mozna tatwiej rozwazaé¢ w ramach opisu uaktualnionego
niz globalnego [39]. Z drugiej strony prostsza algorytmizacja zdaje si¢ plzemaWJa(’: za
opisem globalnym [8], totez dalej stosujemy ten opis.

W przypadku obcigzenia powierzchniowego zaleznego od przemieszczen p(u, A) jego
przyrost wynosi:

dp = ap Au+ ala) A2 = LAu+p' A2, (1.1)
Po przyjeciu aproksymacji MES wedtug (2.2), z pracy wirtualnej przyrostu obcigZzenia
8AL, = D' [ [ 84uT- (p+A4p)dS =4qT(P+K, dg+P'AR), - (12)

e S, .

2 Mech. Teoret. i Stos. 1/83



18 7. WASZCZYSZYN

wynikajg macierze réwnowaznych sit weztowych P, poczatkowych obciazen K, i obciazen
odniesienia P’: ‘ - ’ ’

p= 2 ] s,

K_foNTLNdS foNT’dS

Macierz K, bedzie w ogolno§01 macierza nlesymetrycznq, co moze powodowad 1stotne
trudnosci w posluglwanlu si¢ kryterium statycznym utraty statecznosci i standardowymi
programami MES. Niesymetria macierzy K, zalezy nie tylko od .obciazenia, ale tez od
konstrukeji — w szczegdlnodci od jej warunkéw podparcia. Pokazemy to na przyktadzie
réwnomiernego ci$nienia dzialajacego na dzwigar powierzchniowy.

Dla uproszczenia rozwazan przyjmujemy, ze brzeg I" pokrywa si¢ z giéwna linia krzy-
wizn &2 = const. Prac¢ obciaZenia normalnego p mozZna napisaé w postaci:

(1.3)

SW, = —8U,+5Wy, (14
gdzie cze$¢ niepotencjalna wynosi [49]: ' '
OWp = fpwé'vdf = 5q,Krq.,. » (7.5)

Przy aproksymacji przemieszczefi v = N, q,, stycznych do brzegu I i przemieszczen nor-
malnych w = N,,¢,, otrzymujemy niesymetryczna macierz poczatkowych obciagzefi brze-
gowych

n
K, = ) [ NIpN,drI; O (1.6)
I=10D,
gdzie sumowanie nalezy wykona¢ wzdhiz swobodnych, obciazonych brzegéw I elemen-
téw skorczonych, dla ktérych zachodzi p # 0 AV 7& 0Aaw # 0. Jesli wektor przemiesz-
czen wezldw napiszemy w postaci:

4= {qu> 40> 90} ‘ (1.7)
to K r wystepuje w macierzy Kp
000
Kr=|00 K, (1.8)
000

ktéra stanowi niesymetryczna bzqs’é macierzy wstgpnych obcigzen K,.

Przy rozwazaniu izolowanych elementéw nalezy obliczyé macierze K$. Jedli ciénienie
jest réwnomierne p = p, = const to podczas agregacji elementow w uklad macierze te -
ulegaja wyzerowaniu dla wewnetrznych brzegéw Jesli p = p(&,, &,), jak nalezy przyjmo-
waé przy parciu wiatru, to dla tych, brzegéw Kp — 0 przy zmniejszaniu wymiardw ele-
mentéw. Zageszezanie podzialu na elementy skoriczone nie ma jednak wpltywu na Kp
dla brzegéw zewnetrznych. » '

Naszkicowany powyzej problem konserwatywno$ci ci§nienia normalnego byt najpierw
rozpatrywany przez W. W. BoLOTINA [13], nastgpnie byt usci§lony przez G. A. CoHENA [20],
rozwazany réwniez w [31, 46].
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W pracy [49] stwierdzono, ze wplyw macierzy K na wartosci obcigzen krytycznych
konstrukeji poddanych dziataniu réwnomiernego ci§nienianormalnego p, jest maty. Nie
mozna natomiast pomija¢ symetrycznej czgsci K, (wynikajacej z potencjatu U, w (7.4))
dla niektorych typéw konstrukeji. Dobrym przykladem sa pierscienie sprezyste obcigzone
ci$nieniem zewnetrznym p,. Uwzglednienie macierzy X,; daje krytyczna warto$é ci§nienia
normalnego do odksztatconej osi pierScienia rowng 3EI/R?, gdy pominiecie X, odpowiada
stafemu kierunkowi ci$nienia pierwotnie normalnego, skad wynika p,, = 4EI/R* — por.
[12]. _

Jak wykazano w [29] nie mozna pominaé K,, w fukach wyniostych. Problem ten jest
szczegdtowo dyskutowany w [43] w odniesieniu do powltok o réznej wyniostosci.

Wrécmy do ogélnego przypadku niesymetrycznej macierzy X,. Jesli obliczamy $cisle
wektor sit residualnych R, to dla iteracyjnego obliczenia $ciezki rownowagi mozna.postu-
giwac sie przyblizonymi postaciami macierzy stycznej K. W szczegdlnosci mozna dokonaé
symetryzacji tej macierzy wedlug wzoru:

1
K, = - (K+KT) = Ko +Kg— o (K, +KD). (7.9)

Dochodzimy w ten sposéb do tzw. sprowadzonego uktadu konserwatywnego, ktérego

wlasnoéci zostaly zbadane w [35] z punktu widzenia teorii statecznosci.

wagi dla réznych, przyblizonych macierzy stycznych. Obok K stosowano tez macierz
K# = Ko +Kq, (7.10)

a wiec calkowicie pomijano macierz poczatkowych obcigzen K, . Obliczenia prowadzono
w przestrzeni konfiguracyjnej RY, stosujac sterowanie obciazeniowe, a nastgpnie prze-
mieszczeniowe wedtug algorytmu z [28] i zachowujgc $ciste wyraZenie na sily residualne R.
Okazalo sig, ze w zaleznodci od konstrukcji proces iteracyjny przestaje by¢ zbiezny przy
stosowaniu K lub K. Dotychczas nie postugiwano si¢ metodg obliczania fciezek réwno-
wagi w przestrzeni R¥*™? przy uwzglednieniu macierzy K.

8. Problemy nieomoéwione

W pracy nie zajeliSmy si¢ problemami, ktére dotycza doboru metod numerycznych,
zagadnieni informatycznych i realizacji programéw na emec [7, 92).

Nie zajmujemy si¢ tez dokladniej problematyka aproksymacji MES, tzn. doborem
typdw elementdw i ich stopni swobody. Nalezy tylko podkreslié, ze w przypadku ele-
mentéw niedostosowanych mozna mieé oszacowania wartosci wlasnych od dotu [3, 92,
a przy zbyt grubym podziale mozna zle ocenié typ punktu bifurkacji [55]. W pracach [22, 85]
zwrécono uwage na mozliwo$é zmniejszenia globalnej liczby niewiadomych (wymiaréw
macierzy stycznej K) przez przyjecie pozawgztowych stopni swobody.

W zagadnieniach stateczno$ci mozemy réwniez dokonywaé kondensacji stopni swo-
body [3], ale nalezy czyni¢ to ostroznie, aby nie wyeliminowaé istotnych postaci utraty
statecznoéei [5].

2%
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Na koniec o wplywie imperfekcji. Oproécz lokalnych imperfekeji ujetych w (2:5) wekto-

rem 3 moga wystapi¢ imperfekcje zwiazane z przykladaniem. obciaZen. W praktyce nigdy
nie realizujemy liniowego stanu przedwyboczeniowego, co mozne zmieni¢ typ utraty sta-
tecznodei [11, 41]. Wiaze si¢ to np. z istotnym dla praktyki inzynierskiej problemem ob-
cigzen krytycznych w ramach z pretami zginanymi [2, 38, 51].

Oczywiscie, w pracy nie wyczerpano calej bogatej problematyki stosowania MES do

analizy statecznosci konstrukcji. Ograniczono si¢ tylko do zakresu obowigzywania kry-
terium statycznego utraty statecznoéci. W zwigzku z tym pominigto catkowicie problemy
stateczno$ci dynamicznej, gdzie réwniez MES jest wykorzystywana [58].
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Pe 3?0 Me
METOII KOHEUHLIX DJIEMEHTOB B YCTOMUHUBOCTH COOPYIKEHUN

TIpencraBnednl HEKOTOPhIE Ipobiembl NpuMeHednss MKD K HeluHeHHOMY aHANM3Y YCTOMUHBOCTH
coopy:kenuif. KopoTio HanoMuHaIoTCA OCHOOHBIE NPENONONEHHA B ONPENETIEHHE aHAIN3a NUCKPETHBIX
CHCTEM IIPH MHOrOIapamMeTPHUECKUIT Harpy3Kax, 3aremM pPacCy)KNaeTCsl BLIUHCIIEHHE COCTOSIHME paBHO-
GecHsT M KPUTHUYECKHX TOUYEK B KOH(DHIYPAUHOHHO ~— CHIIOBOM IIPECTPAHCTBE. YKA3aHBI BO3MOMKHOCTH
CTaTHYECKOr'0 aHAJIM3a YCTOMYHMBOCTH YIPYro- TUIACTHYECKHX CHCTEM M KBa3M — KOHCEPBATBIBHBIX CHMC-
TEM, B KOTOPLIX Harpyska siejsiercsl (hyHKIMed KOHGHrypanuls COOPYIKeHMsI.

Summary
FINITE ELEMENT METHOD INv STRUCTURAL STABILITY

Some problems of application of FEM to nonlinear structural stability are discussed. Basic concepfs
of the nonlinear analysis of discrete systems subject to nonconservative loads are shortly presented. Then
computation of equilibrium paths and critical points in the load configuration space in considered. Certain
possibilities of the analysis of elastic-plastic systems and the static analysis of quasi- conservative systems
. (if load depends on configuration of structure) are pointed out.
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