MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
374, 20 (1982)

WYKORZYSTANIE METOD ANALIZY WRAZLIWOSCI DO BADANIA
UKEADOW MECHANICZNYCH OPISYWANYCH LINIOWYMT
I NIELINIOWYMI ROWNANIAMI MATHIEU

BoGustaw SKIERCZYNSKI

Lublin

We wszystkich naukach przyrodniczych i w technice wazna jest idea modelowania.
Sformutowanie teorii (proponowanej koncepcji badanego zjawiska) mozna z calg stusz-
nofcig nazwaé ,,tworzeniem modelu”. Teoria wystepuje tu jako werbalny lub matematyczny
model rzeczywistosci. Dla naszych celéw definiujemy model jako opis zasadniczych cech
istniejacego lub projektowanego uktadu, dostarczajgcy wiedzy o nim w formie uzytecznej.

Podstawowym wymaganiem wzgledem modelu jest to bowiem, by wiedza o procesie
realizowanym przez niego byla przedstawiona w formie uzytecznej, poniewaZ musi on
dostarczy¢ wnioskow do dalszej analizy. JeZeli model jest zbyt ztozony jego uzyteczno$é
staje si¢ watpliwa. Pocigga to za soba konieczno$é odpowiedzenia na szereg trudnych
pytan takich jak np.:

— Jak oceni¢ jako$¢ modelu?

— Jak zawrze¢ w nim calg najistotniejsza wiedze?

— Jak potraktowaé nieliniowosci?

— Jak mozna rozwazany uktad przedstawi¢ w sposéb przyblizony za pomoca prostego

modefu?

— itp, N

Na niektére z tych pytan metody analizy wrazliwo$ci sg w stanie udzieli¢ odpowiedzi.

Literatura dotyczaca metod analizy wrazliwosci nie podaje konkretnych metod nadaja-
cych sig do wykorzystania w analizie uktadéw nieliniowych. Podane sa ogélne definicje
wrazliwoéci oraz ich zastosowanie do uktadéw liniowych. Zastosowanie tych metod do
uktadéw nieliniowych prowadzi do koniecznosei rozwiazywania réwnan liniowych o zmien-
nych wspdlczynnikach, przy zatozeniu, ze rozwigzanie rownania rézniczkowego nielinio-
wego jest znane. '

Istnieja rézne koncepcje i definicje pojecia wrazliwosci oraz jej miary. Jednym z warian-
téw zagadnienia wrazliwosci jest zagadnienie wrazliwosci ilosciowe]j rozwigzania na zmiany
parametréw, ktére poglagdowo mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb. [2]

Niech model pewnego zjawiska fizycznego bedzie opisywany réwnaniem rozniczkowym
w ogdlnym przypadku njeliniowym.

(l) d)::’e_f(t;x,)-ﬁp):(),
x(to) = xo, X(20) = Vo
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Rozwigzanie rownania (1) uwaZamy za znape. Zagadnienie ktére chcemy zbadaé (o
zmiana wartodci rozwigzania réwnania gdy parametr p zmieni si¢ o p.

Jezeli zmiana parametru nie zalezy od czasu to funkcje wrazliwosci mozna okreglié
nastgpujaco:
x(t, p+Ap)—x(t,p)  0x

2 t,p) = lim .

@) w(t. p) .1,;]—].0, Ap ap

dla p dostatecznie matego zalezno$¢ (2) mozna przedstawi¢ w postaci:
©) x(t, p+Ap)~x(t, p) = w(t, p)- dp.

Jak wida¢ z przedstawionej zaleznosci (3) jezeli wyznaczymy lub oszacujemy finkcje
wrazliwosci w(t, p) to mozemy wyznaczy¢ lub oszacowa¢ zmiang funkeji x(¢, p) wyniklg
Ze zmiany parametru p, lub jezeli mamy zmiang funkcji x(¢, p) i wyznaczymy lub oszacu-
jemy funkcje wrazliwodci to mozemy wyznaczyé zmiane parametru p.

Rownanie rozniczkowe na funkcje wrazliwodei w(z, p) otrzymujemy roézniczkujac
réwnanie (1) wzgledem parametru p.

4 op _ o 0% _of 0x _of ox o _

@ \ dp 0% dp ox dp O0x dp dp

stad na podstawie definicji funkcji wrazliwosci (2) otrzymujemy:

&) wtot, p)iv+B(t, pyw = y(, p),

gdzie: )
b _ _ o

(6) . d(t,p)— ——87(7, ﬁ(t’p)_ —’Ix', )’(f,P) = '5'

Jezeli znamy rozwiazanie réwnania (1) to znamy réwniez wspétezynniki o, f3, v, 1 funkeja
wrazliwo$ci jest rozwigzaniem rownania (5) rozniczkowego o zmiennych wspoétezynnikach,
Funkcje wrazliwosci wyzszych rzedow mozna otrzymad rozniczkujac rownanie (1) wzgle-
dem p2, p3, ..., p".

Tak wiec widaé z przedstawionego. schematu czy tez metody otrzymywania funkgcji
wrazliwosci dla rownan nieliniowych, ze zachodzi konieczno$¢ rozwigzania w pierwszym
rzedzie rownania rézniczkowego a nastepnie rownania liniowego o zmiennych wspol-
czynnikach. : ‘

Drugim wariantéem wrazliwosci jest tzw. ,,4 lub u-wrazliwo$¢” — wrazliwo$¢ rozwia-
zania na zmiany struktury réwnan opisujacych model. Definicja ta jest bardzo ogdlna
1 mozna w niej wyodrebnié cztery gtowne przypadki:

a. wrazliwo$¢ na zmiany rzedu modelu matematycznego,

b. wrazliwos¢ na zmiang ilo$ci stopni swobody,

c. wrazliwos¢ na zmiang modelu ciaglego na dyskretny,

d. analizg wplywu wyrazéw funkeyjnych, z ktérych zbudowany jest model matema-

tyczny. ,

Szczegblnym przypadkiem wrazliwoscei strukturalnej rozumianej jako analize wplywu
wyrazéw funkeyjnych jest wrazliwo$¢ na zmiane parametrdow.

Wezmy pod uwage model opisywany ukladem réwnan rézniczkowych w postaci:

@ x = Ax+¢f(t, x, €),
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gdzie:
x = collx;, ..., x,],
A=ay] (,] = I,..,n
& — maly parametr

f— funkcja nieliniowa
Roéwnanie rézniczkowe na funkcje wrazhwosc' dla parametru jest postaci:

® W= Aw+e¢ aa, : ) +1@, x, &),
gdzie:
w = collw,, ..., w,], w,= ax",
oe

Przyjmijmy, ze parametr ¢ = 0. Wtedy réwnanie (8) przybiera postaé:

)] w = Aw+f(t, X, €)
gdzie X jest rozwigzaniem réwnania:
(10) ' % = A%

Wprowadzone funkcje w;(¢, e = 0)(i = 1, ..., n) sa to funkcje wrazliwosci okreslajace
zmiang¢ rozwiazania réwnania (10) gdy w réwnaniu tym pojawia si¢ funkcje nieliniowe
ﬁ(t: Xis E)'

Zgodnie z definicja (3) mozna napisaé:

(1) x—x=wt,e=0)¢,
stad rozwiazanie réwnania rézniczkowego nieliniowego jest postaci:

12) x=X+w(t,e=0)-¢

Powyzej przedstawiona metod¢ moina wykorzystaé do badania réwnan rézniczkowych
liniowych o zmiennych wspdlczynnikach — do wyznaczania ich rozwigzan i obszaréw
statecznosci. W ostatnim czasie krag zagadniefi ktérych rozwigzanie sprowadza si¢ do
badania réwnan rézniczkowych o zmiennych wspélczynnikach a w szczegélnodci do ba-
dania réwnania Mathieu szybko sie powigksza. Spotykamy si¢ z nim nie tylko w fizyce
i technice lecz takze w biologii, biofizyce, medycynie itp.

W zwigzku z tym zachodzi koniecznoéé podania efektywnej metody rozwigzywania réw-
nania liniowego i nieliniowego Mathieu. Wydaje si¢, Ze taka metoda jest metoda przed-
stawiona powyzej.

Jako przyktad rozwazmy réwnanie Mathieu w postaci :

(13) Z+(a—2gcos2t)z = 0.
W zalezno$ci od parametrdéw a i g rozwigzanie réwnania Mathieu moze by¢ okresowe lub
nieokresowe, stateczne lub niestateczne. -

Przyjmijmy, Ze a jest okreslone zaleznoscig:

(14) ' a =w*+a,q+aq*+ ... +
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Podstawiajac (14) do rownania (13) otrzymujemy:

15 Z4+(w?+a,qg+a,g*+ ... —2qcos2t)z = 0.

Roéwnanie rézniczkowe na funkcje wrazliwosdei dla parametru g jest postaci:

(16) W+ (w?+a,qg+ayg®+ ... —2qcos2t)w = —a,z—2a,qz— ... +2zcos2t,
oz .

dzi =

gdzie: w 2

Réwnanie rézniczkowe na funkcje wrazliwosci drugiego rzedu dla parametru g przybiera
postac:

(1) Wy (w?+a,g+axq*+ ... —2qcos2hw, = —a, w—2ga, w— ... —a,w—2a,z—
—... +4cos2tw,
gdzie: w, = g:;zz‘
Przyjmujemy, ze ¢ = 0 i otrzymujemy:
(18) Fo+wizg = 0, 3
(19) W, t+w?w, = —a,29+220C0s21,
(20) Wao+m3Wao = 2(—ay Wy —a,20+ 2w, cos2t).

Rozwiazanie réwnania (18) jest postaci:
21 zo(t) = C,sinwt+ C,coswt,
gdzie:
C,, C, — state okredlone przez warunki poczatkowe.
Podstawiajgc (21) do (19) otrzymujemy:
(22) W, +ww, = —C,a,.coswt—Ca,sinwt+ C,cos(w—2)t+ C,cos(w+2) 1+
s +Cysin(w+2)t+ Cysin(w—2)¢.
Z postaci réwnania (22) wynika, ze wyrazy sekularne pojawiaja si¢ w rozwiazaniu gdy
w=0,1,2
Przyjmijmy, ze w = 1. Wtedy réwnanie (22) przybiera postad:
23) W +w, = —C,a,.cost—Ca,sint+Cycost+ Cyrcos3t+C,sin3t+ C;sint.
Usuwajac wyrazy sekularne otrzymujemy dwa nietrywialne alternatywne warunki,
L a.=1 1 Ci=0
(14) 1 .
II. a;5= —1 i , =0
gdzie: '
a,; — oznacza stala a, przy rozwigzaniu w postaci funkcji sinus.

. 0 . - .y - N
a,. — oznacza stalg a; przy rozwigzaniu w postaci funkcji cosinus.
Rozwigzanie réwnania (23) po usunigciu przybiera postaé:

25 w () = — %coth_— wcgisinSt
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Podstawiajac (25) i (21) do rownania (20) oraz usuwajac wyrazy wiekowe otrzymujemy
takze dwa warunki, A mianowicie: '

(26) . I age= —= i C =0

1
8
(27) I a,y = —
Rozwiazanie réwnania (20) jest postaci:

1 1
== C 3+ — in 3t
i ,C0s3t+ ) C,sin3t+ 56
Cheac znalez¢ dokladniejsze rozwiazanie rownania (13) oraz dokladniejsze obszary
stateczno$ci nalezy wyznaczy¢ funkcje wrazliwoéci rzedu trzeciego, czwartego itp., co nie
nastrecza duzych trudnosci jak widaé z przedstawionego schematu.
Rozwigzanie réwnania (13) w ogolnej postaci okreslone jest zaleznofcia:

1 1

(28) Wao(t) = — C,co85t+ —- C,sin5t.

(29) z2(t) = zo(t)+w (t, g = 0)- q+~%—w20<t, qg=0)-¢+ ..

Ograniczajac si¢ do funkcji wrazliwosci drugiego rzedu oraz uwzgledniajac wyznaczone
warunki (24), (26) i (27) otrzymujemy dwa przypadki okresowego rozwigzania réwnania
Mathieu (13) dla w = 1.

1.
1 1, 1,
(30) z(t) = Czcost—-g--Czqcos3t—6—4C2q cos3t+ mczq cosSt+ ...
przy czym,
1
an a, = 1+_q—-8—q2+
il.
. 1 . 1 . 1 2
(32) z(t) = Clsmt—-g-Clqstit+ —6—ZCIq sin 3¢+ —1—97C1q sinS5t+ ...
przy czym,
1
(33) a; = 1~—q—§q2+

Jak widaé z postaci rozwiazania réwnania Mathieu i krzywych rozdzielajacych obszary
statecznosci i niestatecznosei otrzymanych przy pomocy funkcji wrazliwosci na pojawianie
sig wyrazéw x funkcyinych w réwnaniu liniowym o stalych wspétczynnikach sg one takie -
same jak uzyskane przy pomocy innych metod [1, 3]. Przyjmujac, ze w = 2,3 i postgpujac
w sposob przedstawiony powyzej otrzymujemy inne rozwigzania réwnania Mathieu.
Metoda ta wydaje sie by¢ mniej skomplikowana w zastosowaniu w poréwnaniu z metoda-
mi klasycznymi.

W wielu zagadniem’ach pojawiaja si¢ nieliniowe réwnania Mathieu. W tym przypadku
metoda przedstawiona powyzej wyrazniej uwypukla swoje zalety. Wyznaczenie rozwigzania.
i obszar6w statecznosci jest duzo tatwiejsze w poréwnaniu z innymi metodami.
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Jako przykiad rozwazmy nieliniowe réwnanie Mathien postaci:

(34) ' 4+ (a—2gcos2t)z+uz® = 0.
Podstawiajac,

(35) = qb,

(36) a = w?+tag+ag*+ ...

do réwnania (34) otrzymujemy:
(37) P4 (wr+ag+ag*+ ... —2qcos2t)z+gbz® = 0.

Roéwnanie rézniczkowe na funkcje wrazliwodci pierwszego rzedu dla parametru g jest
. postaci: '

(38) WH(wr+agtag*+ ... —2qcos2t)w+3gbz*w = —a;z~2a,9z+2cos2t -z —
' ~bz3~— ...
Roéwnanie rozniczkowe na f'unkcje wrazliwodci rzedu drugiego dla parametru g przybiera
postac:
(39) W+ (w*ta,gtag®+ ... —2qcos2t)w,+3gbziw, +6gbzw? = —2a; w—2a,qw+
+4wcos2t—6bziw—2a,z—2a,qw— ...

Przyjmujemy, ze g = 0 i w = 1. Wtedy réwnania (39), (38), (37) sa postaci:

(40) o420 =0
(41) Wi+wy = —a,Zo_psy+220C0828,
42) Wao = Wap = 2(—a;w,+2w;cos2t—a,zo—3bz3w,).

Rozwigzanie réwnania (40) jest postaci:
(43) zo(t) = C,sint+ C,cost.

Podstawiajac (43) do réwnania (41) oraz usuwajac wyrazy sekularne otrzymujemy
dwa warunki:

1.
3 .
(44) Aie = I‘“zszb 1 C1=O
1II.
. 3 .
(45) = =l=7Ch i Ci=0

Rozwigzanie réwnania (41) po usunigciu wyrazéw wiekowych jest postaci:

1 1
(46)  wi(t) = —§(Cf+ZCfb—%Cfclb)sin3t~%(C2+%Cfczb—%Cgb)cos&

Usuwajac wyrazy wiekowe w réwnaniu (42) po podstawieniu do niego (43) i (46) otrzy-
mujemy warunki:
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I 4

. = =+ 3 Thr i =
(47) e g + 1 Cib+ - 178C b* 1 C =0,
.

1 4 3 s
(48) s = o 32C b— 138 Cth 1 C,=0.

Ograniczajac si¢ do funkcji wrazliwosci drugiego rzgdu oraz uwzgledniajgc warunki
(48), (47), (45), (44) otrzymujemy dwa przypadki rozwigzania okresowego nieliniowego
rownania Mathieu (34),

I.
49) z(1) = Cacost—gczqcos3t+ 2C3ch053t+ 6 -C,q%cos3t—
1 552
~ 5% —_C3q°cos3t+ - 1024 -C3b*q3cos3t— T9—2—Caq cosSt+
: -C3bg3cos 5t — - 3 3b%g*cosSt+ .
192 3072
przy czym,
3 2 1 2 1 2 2 2
(50) a; = l+q——4—C2bq——-8~q +%—C2bq +—1—2§b Cig*+ .
I
(51)  z(t) = C,sint L o gsin3t— 2 Cagbsin3t+ —-C, q%sin3t
Z =+ ‘8 14 '3_2 q n H 14 s a3t —
l 3 3 552
—mC bgsin 3t — o4 C3b%g*sin3t+ — 192 Cq%sin 5t +
! —_Cbg3sin5t+ - 3 ——C?b%*g%sin5t+ ..
MBT A 3072
przy czym,
3- 2 1 2 1 2 2 2,2
(52) a, = l—q—chbq—gq —ic,bq — 128 ——_Cp2g°+ .

Wyniki uzyskane przy pomocy proponowanej metody zgadzajg si¢ z wynikami uzyska-
nymi przy pomocy innych metod np.: (4).

Efektywno$é¢ proponowanej metody jest tym wigksza im bardziej skomplikowana jest
posta¢ funkcji nieliniowej wystepujacej w rozwazanym réwnaniu. Metoda ta pozwala
na unikniecie bardzo klopotliwego podnoszenia szeregu potggowego do potegi w jakiej
wystepuje nieliniowo$é w réwnaniu, a przy bardziej skomplikowanych nieliniowosciach
do unikniecia mnoZenia szeregdéw potggowych wczesniej podnoszonych do okreslonych
poteg. ‘
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Pesome

OPUMMEHEHHME METOIOA AHAJIM3A UYBCTBHUTEJNBHOCTU K MEXAHMUECKHUM
CUCTEMAM OIIUCBIBAEMLIM JUHEWHLIMU W HEJIUHEWHLBIMU YPABHEHUSIMU
MATBLE

B pﬂ60TC npeacrapiierlo MeToX OITPEeAEeIEHHsE 301 yHTOi‘l‘IHBOCTH JJIST JIMHEHHDLIX M HEeSIHHEHHLIX
ypﬂBHCHHﬁ Marre TIp4 HCHONB30BAHMHM METOAOB anajin3a UyBCTBHTENBHOCTH ~— qpymcunpx Uy BCTBUTEIIb-
HOCTH Ha BBEIEHHE HENWHEHHBIX 4JI€eHOB B IIH(i)CpEHIIHFUIBHbIC YpaBHCHHA.

Summary

METHOD OF SENSITIVITY ANALYSIS APPLIED TO MECHANICAL SYSTEMS GOVERNED
BY LINEAR AND NONLINEAR MATHIEU EQUATIONS

The method of determination of the regions of parametric instability in linear and nonlinear Mathieu
equations has been presented by applying the sensitivity analysis, the sensitivity function has been used
to introduce non-linear terms into differential equations.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1982 roku



