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Identyfikacja obcigzen termicznych na powierzchniach warstwy plaskiej na podstawie
pewnych danych termicznych lub mechanicznych pochodzacych z punktéw wewnetrznych
warstwy, przy — jednocze$nie — znanych warunkach mechanicznych na obu powierz-
chniach warstwy i warunkach poczatkowych jest problemen, zaliczanym do tzw. zagadnien
odwrotnych pol temperatur, [l]. Podobne problemy byly rozwazane na gruncie teorii
wymiany ciepla, [2, 3, 4 1in.], a takZze na gruncie teorii naprezen cieplnych, [5, 6]. W ni-
nieiszej pracy problem identyfikacji strumienia ciepta i temperatury otoczenia rozwazany
jest na gruncie termosprezystosci, przy zaloZeniu, iz w réwnaniach ruchu pomijalnie maty
jest czion inercyjny. .

Poszczegblne prace, traktujace o zagadnieniach odwrotnych pél temperatur réznia sie,
czesto dos¢ znacznie, tak-w podejsciach do problemu, jak i w rozumieniu samego pojecia
»Zagadnienie odwrotne”, Szersze uwagi dotyczace tego tematu mozna znalezé w pracy [1].

Metoda badawcza, oparta na zagadnieniach odwrotnych, ktdra laczy ze soba pomiary,
aparat matematyczny oraz inZynierskie wyczucie, jest czesto jedyna, umozliwiajaca okres-
lenie obcigzent termicznych brzegu ciata, na ktérym to brzegu umieszczenie czujnikow jest
niemozliwe badZ niewskazane (np. §ciana komory spalania silnika spalinowego, wewngtrzne
sciany silnika odrzutowego, powierzchnie topatek turbin, wewnetrzna Sciana lufy itp.).

Identyfikacja strumienia ciepta na powierzchni odgrywa istotng rol¢ tam, gdzie nalezy
okresli¢ ilo$¢ ciepta pochianianego czy odprowadzanego z osrodka, a wigc np. w procesach
stygniecia odlewu, czy tez réwnomiernego nagrzewania lub chlodzenia. Tam, gdzie moga
wystgpowaé duze gradienty temperatury, oprocz efektéw czysto termicznych pojawiajg
si¢ takze efekty termomechaniczne, ktorych wielko$é moze by¢ nie do ponunigcia podczas
rozwaZan dotyczacych takiego wlasnie procesu termosprezystego. Poniewaz okreslone
obcigZenia termiczne brzegdw wywoluja w ciele termosprezystym okre§lone reakcje typu
termicznego i mechanicznego, wige mozna pokusié si¢ o rozwaZenie zagadnienia, w ktérym
dane sg przebiegi pewnych wietkosci termicznych Jub mechanicznych w punktach wewngirz-
nych ciala (tzw. wewnetrzne odpowiedzi, w skrocie WO), a wielkoS$ciami identyfikowa-
nymi sg przyczyny np. typu termicznego, ktére je wywolaty, czyli termiczne warunki
brzegowe. Przy tak postawionym zagadnieniu  trzeba wszakze wiedzie¢, jakiego typu
warunki termiczne nalezy przyjaé na brzegach, na ktérych sig je identyfikuje. W niniejszej
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pracy przyjmuje sie, ze na jednym brzegu panuja warunki termiczne IT rodzaju, za$ na brze.
gu przeciwnym rozwazanej warstwy — warunki I11 rodzaju.

1. Postawienie zagadnienia

Wiele elementéw konstrukcyjnych mozna w pierwszym przyblizenin uwazaé za.cialy
o nieskomplikowanej geometrii. Rozwazana warstwa plaska moze byé takim wiagnie
pierwszym przyblizeniem wielu konstrukcji badz czgdei konstrukciji.

Rozwazamy warstwe plaska o grubosci /. Niech dolna powierzchnia tej warstwy bedzie
plaszczyzna Opz prostokatnego uktadu wspdlrzednych o osi Ox skierowanej do géry.
W rozwazanej warstwie ma miejsce quasi-statyczny. proces termosprezysty. W procesie
tym wielkosciami nieznanymi, podlegajacymi wyznaczeniu, bgda niektére warunki brze-
gowe.

Aby méc w sposob petny okresli¢ problem postawiony w tytule pracy trzeba najpierw
wypisa¢ uklad réwnan i warunkow, opisujacych tzw. zagadnienie proste (brzegowo-
poczatkowe). Na rownania te, w przypadku zagadnienia jednowymiarowego i ciala izo-
tropowego, przy pominigciu Zrédet ciepta i sit masowych, sktadajg si¢ [7]:

— réwnanie przewodnictwa cieplnego

a2 1 @ 7
(1.1) (5-;2—-‘ ;—(,%—)T(x,t)—n 'MU(X, t)— 0,
— przemieszczeniowe rownanie ruchu z pominigtym czlonem inercyjnym
a* 7]
(1.2) e Ulx, )—k -aTT(A, t) =0,
— warunki poczatkowe
(1.3) T(x,0) =0, Ux,0) =0,
— warunki brzegowe
a
(1.4) Ao TG D =00, Uk 1) = Uy,
d
(15) }'FX—T(JC: t) = —u[Td(t)_—T(O’ t)]a UIX(O’ I’) = Nd(t)
x=0

gdzie T(x, ¢) — temperatura wzgledna, mierzona wzgledem temperatury odniesienia Ty,
U(x, t) — przemieszczenie w kierunku osi Ox, t — czas, x — dyfuzyjno$é temperaturowa,
7 = o, ToE/[A(1 —2v)] — wspotczynnik sprzezenia termomechanicznego, E — modut Youn-
ga, o, — wspolezynnik rozszerzalnodci cieplnej, » — liczba Poissona, A — wspélczynnik
przewodnictwa cieplnego, k = «,(1 +%)/(1 —), Q(t) — strumien ciepla, U,(t) — przemiesz-
czenie punktéw gdérnego brzegu warstwy, « — wspélczynnik wnikania, T,(t) — tempera-
tura otoczenia dolnego brzegu warstwy, o..(x, ) — wspéirzedna tensora napreZenia,
Ny(t) — obcigZenie dolnego brzegu warstwy.

W pracy rozpatruje si¢ jednowymiarowy jednoosiowy stan odksztalcenia, w ktérym
naprezenie oy, jest powigzane z przemieszczeniem U zwigzkiem konstytutywnym

- _26(1-n[ov
(1.6) e = 2000 lﬁ ——kT].
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Rozwigzanie zagadnienia prostego polega — jak wiadomo — na wyznaczeniu funkcji
T(x, 1) i U(x, 1) dla x € (0, h) oraz ¢t > 0. Natomiast rozwaZajac zagadnienie identyfikacji
warunkéw brzegowych zakiada sig, Ze znane s3 WO'w pewnych punktach wewnetrznych
warstwy, za$ wielkosciami poszukiwanymi sg prawe strony zwigzkéw (1.4) i (1.5). Z for-
malnego punktu widzenia mozliwe jest odtworzenie wszystkich czterech funkcji, charakte-
ryzujacych obcigzenie brzegu, tzn. Q(1), U,(2), T4(1). oraz N,(t). Wéwcezas jednakze po-
trzebne sa cztery WO ; przypadek taki prowadzi do skomplikowanych, a jednocze$nie po-
zbawionych wigkszego znaczenia technicznego, obliczen. Diatego tez w pracy ograniczy-
my sie do wyznaczenia dwoch sposréd tych funkcji, przyjmujac, ze dwie pozostate sg
dane. Takie postaWienie sprawy prowadzi do wielu mozliwych do rozwigzania zadan. Nie-
ktére sposréd nich przedstawiono w tabeli 1, gdzie ¢, oznacza wspolrzedng tensora od-
ksztatcenia.

Tabela 1
"\-r\;a}ianty Qéﬁinkl’)W brzegowych | __r:/_fq{yyye Ez’ery WO‘ N a
Nr l Dane | Szukane ‘ Nr Para WO
I ‘ Na, U, 0,7, 1e T(xy, 1) = Ty(0), T(x2, 1) = To(1)

11 Ny, Ta Q, U, 2° exx(X1, 1) = E (1), txx(x5, 1) = E;(1)
I Na, O Ty, Uy, 3° T(x1,1) = Ty(1), eee(x2, 1) = E (1)
v U, Q Ta» Na 4° UCxy, t) = U (t), T(xa, 1) = To(1)
v l Uy, Ty Q, Ny & 5 Ulxy, 1) = Ui(t), exx(x2, t) = Ex(t)
VI 5 T4, O Na, Uy 6° Ulxy, 1) = U(t), Ulxe, 1) = Uy(1)

Funkcje, opisujace WO, nie mogg by¢ funkcjami dowolnymi. Musza one spetniaé pewne
ograniczenia, wynikajace tak z ksztattu rownan opisujacych proces, jak i z fizyki zagad-
nienia, [5]. Problem ten omowimy w trzeciej czgsci pracy.

Wszystkie mozliwe warianty zagadnien odwrotnych, wynikajace z tabeli 1, rozwigzuje
si¢ w zasadzie jednakowo. Z tego tez powodu w pracy zostanie przedstawione szczegdlowo
rozwiagzanie tylko jednego zagadnienia, a mianowicie wariantu J-3°. Dla uproszczenia
obliczen przyjmuje sie, ze N, = 0.

Wprowadzmy wspolrzedne i wielkodci bezwymiarowe, opisane nastepujaco:

=x/h, t==xnth?, @ =T/T,, u= U, q=QhlAT,,

(1.7)
Bi= ahf2, O,=T,/Ts, a=nx/Ty,, b=kTy,, u,= Uylh.

Wykorzystujac (1.7) 1 (1.6) otrzymujemy nastepujacy zespét réwnan i warunkow
opisujacych zagadnienie identyfikacji strumienia ciepla na obu brzegach warstwy:

0? 7 0*
(‘5;52— - ‘57)9(5, D=0 geg (&, 7)) =0,

;;u(f, 1)—b-%@(§, ) =0,
0,0 =0, u,0=0,

(1.8) ®¢ D) _ q(7), u(l, r) = u,(7),

E=1
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L00(&, 1) 0 000
T — Bi[6,(7)—-6(0, 7)],
.?_E(E’_Z)J = bO(0, 7)
' Je=o ’ . '
(1.9) O, 1) = O0/(1), &2, 1) = Eo(7)

Funkcjami danymi sag ©@,(7), E:(z) oraz u,(t). Funkcjami poszukiwanymi sg ¢(z) oraz

6,(1); przy znanej funkcji &, wyznaczenie strumienia ciepla na powierzchni & = 0 nie

przedstawia juz zadnej trudnosci. Zauwazmy, Ze po wyznaczeniu g i @, staje sie mozliwe

uzyskanie pelnego opisu procesu termosprezystego w warstwie. '
Rozwigzywanie problemu bedzie przebiega¢ na nastepujgcej, opisanej w pracy' [5],

~ drodze: .

— w pierwszym etapie zostanie rozwigzany w transformatach Laplace’a problem brzegowo-

poczatkowy (1.8) przy zatozeniu, Ze funkcje ¢ i @, sa znane,

— w sposéb formalny zostang okreslone transformaty funkcji ¢ i 6,,

— ustalone zostang warunki, decydujace o tym, jakie funkcje moga opisywaé WO, @,

1E,,

— odwrdcone zostang transformaty Laplace’a i wyznaczone zostanie przyblizone I Scisle

rozwigzanie zagadnienia identyfikacji

— otrzymane wyniki zostang zweryfikowane numerycznie.

2. Formalna konstrukcja transformat Laplace’a rozwiazan zagadnienia
identyfikacji

Stosujac przeksztalcenie Laplace’a do réwnan (1.8) przy zalozeniu, ze funkcje ¢(7)
i O (7) sa transformowalne, latwo otrzymuje sie zwrazki okreslajgce transformaty bez-
wymiarowych przemieszczen i temperatury:

q(s)

O, s) = G M [BY/s cosh(Bg} s )+Bisinh (B )] +
@2.1) -
. %%.Bicosh [Ba-&ys],
u(&, s) = iiy(s)— 9{_&2&33 sinh|B(1 —&) Vs |+
@.2) Bis M(s
g(s)b - - . —
+—/’;3—S(;)I(s) [ﬂ|/s sinh(B&}7s ) +Blcosh(,8§]/s)—M(s)],
gdzie .
@3 M(s) = BY/s sinh(fy/s )+ Bicosh(By/s),

B* = 1+ab = |l +xnk; nadkredleniami oznaczono transformaty Laplace’a poszczegdl-
‘nych funkcji, za$ s jest parametrem transformacji.
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Do wykorzystania zwigzkéw (1.9) i wyznaczenia na ich podstawie transformat q1i @,,
brakuje jeszcze wyrazenia na transformat¢ odksztalcenia, Z... Korzystajac ze znanego
wzoru, definiujacego &,. w teorii malych odksztalcen,, oraz ze wzoru (2.2), znajdujemy

()b

_gxx(é':, 5) = m

[/?V s cosh(8&)/5)+ Bisinh(8 /5 )] +

(2.4) B.)b
a\S i — &
_,_TBlcosh[ﬂ(l &V

Transformujac nastgpnie zwiazki (1.9) oraz Wykoizystujacc (2.1) i (2.4) mozna w sboséb
zupetnie formalny wyznaczy¢ transformaty g(s) 1 ©,(s):

. BY's - {— N —1
g(s) = sinh[ﬂ(&l—fz)l/s—] @l(s)cosh[ﬁ(l Ez)l/sl
(2.5) _
_ .Ez(s) cosh [5(1—51)1/5]},
=« = . BYscosh(BE, }/s)+ Bisinh(BE, /s
9 B S ) B

6.6 BY's cosh{BE,)/s )+ Bisinh(BE,)/s )
- 1 . : — .
. sinh [8(&, —&E)Y/s |
Warunek brzegowy na przemieszczenia nie wehodzi do tych réwnaf, wige u,(7) moze
byé¢ dowolng funkeja dopuszezalng przez fizyke zagadnienia (niekoniecznie réwng zero).
Zauwazmy, ze wobec warunku, narzuconego na naprezenia o,,, Z ktérego — po
przyjeciu N; = 0 — wynika ostatni zwigzek spoérdd rownan (1.8), punkty &; i £, nie moga
si¢ pokrywaé. Stad ograniczenie na dobdr tych punktow:

@7 E oAb &L EE,1).

3. Warunki ograniczajace dla wewngtrznych odpowiedzi

J;ik juz wspomniano w pierwszej czeéci pracy, nie kazda funkcja moze opisywaé WO.
Funkecje te musza spelnia¢ nastepujace warunki, [5]:

19 Musza mie¢ skonczone wartosci dla © — 0, orazdla 7 — o

20 Musza by¢ ograniczone dla v € (0,-0)

3% Transformaty g(s) i @,(s) musza by¢ odwracalne.

Przyjmujac dodatkowo, iz transformaty bgda odwracane metoda residudw otrzymuje
si¢ nastepujace ograniczenia na transformaty g i 6, [5]:

q(s) % ] k,‘{}
3.1 _
G0 H }ls|=R,, < {kﬁ) ’ ,l,l_l,r.}o o 0,

@d(s)
gdzie lim R, = co. Ponadto od obu transformat wymagana jest ciagtos¢ dla |s| = R,.

n—ro0
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Warunek 2° prowadzi do wniosku, Zze wykladnik wzrastania (odcigta zbieznosci)
funkeji g(7) i ©,(7) jest rowny zero, [8, s. 78]. Konsekwencjg tego faktu jest analitycznogs
-transformat Laplace’a tych funkeji dla Res > 0.
W celu wyznaczenia warunkow ogramczajqcych dla WO wykorzystamy w pierwszym
rzedzie nierowno$é¢ (3.1). Dla transformat O,(s) i Ez(s) wynikaja stad, dla duzych |s|,
nastepujace nieréwnosci:

|_@_1(3)| <
[Ex(s)] < Kgls™~#||exp (—BDx

(3.2)

gdzie - Dg = max(2&,—&,, 1 —&), Dy = max(1+&,~2§,, §,), zad Ky, Kg 1 y — stale
dodatnie.

Podobnie jak w pracy [5], mozna fatwo wykazaé, Ze nieréwnosci (3.2) sg wystarczajace
takze dla speiniania warunku 1°.

4, Wyznaczenie funkcji g(7) i O,4(7)

Samo okreslenie nieréwnosci (3.2) jeszeze nie wystarczy dla odwrécenia transformat
(2.5) i (2.6). Wynika to stad, ze transformaty WO, 8, i E,, sa przemnozone przez funkcje,
ktérych nie da sie odwrécié bezposrednio metoda residuéw z uwagi na to, iz na ogdt
nie s3 to transformaty dystrybucji wykladniczych. Funkcje te daja si¢ bez trudnoéci od-
wrocié tylko wtedy, gdy &,—§&;, > 1—§, lub gdy &,~§, > &, —tym niemniej nawet
w tym przypadku tylko niektdre sposrdd skiadnikédw definiujacych prawe strony zwiazkow
(2.5) i (2.6) daja sie odwrdcié. W zwigzku z tym zastosujemy tu procedurg przyblizonego
odwracania transformat, dzieki ktdrej ,,ktopotliwe” funkcje zostana przemnozone przez
czynniki, dajace w wyniku tego przemnozenia funkcje odwracalne metoda residudw.

Jak wykazano w pracy [5], przyblizenie WO przez funkcje schodkowe jest dopuszczalne
w sensie warunkdéw (3.2). Jest to procedura uzasadniona takZze wowczas, jeSli wzia¢ pod
uwage ewentualne zastosowanie otrzymanych w pracy wynikéw. Zwykle bowiem WO
dane sg w postaci zbioré6w danych dyskretnych, z pomiaréw — a na podstawie takiego
zbioru danych najtatwiej buduje sie wiasnie funkcje schodkowe.

Przyjmijmy zatem, ze WO, ©,(7) i E,(x), dane sq w postaci zbiorow danych dyskret-
nych, {Octicy,..n | {Eihe1,2,..m, gdzie O, = O, (kd,), E, = E,(l4,), 4,, 4, —kro-
ki czasowe przy probkowaniu funkcji @, 1 E,; zakladamy, 2e nd, = md,. Oznaczajac
funkcje schodkowe, zbudowane na podstawie tych zbioréw danych, jako SO, (1) i SE, (1),
mamy

56.,() = D, Oufn(x—kd) —n(z—(k+ D 4],
@.1) k=0

SEy(9) = D) En(z—kd)—n(r—(k+1)d)],
k=0

gdzie n(x) — funkcja Heaviside’a. Funkcje te s3 dopuszczalne w sensie warunkéw (3.2).
Transformaty Laplace’a tych funkcji majg postaé
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n+1

S 0] 1 h ) }
§6,) = 22+~ D) (@-6, e, gdzic 6,,, = 0,
. k=1 .
(4.2)
m+1
SEy(s) = 20 4 1 2 (E—Eeo)e",  gdzie E,,, = E,.

Wobec warunkow poczatkowych znajdujemy, iz @, = 0; réwniez o odksztalceniu zakla-
damy, ze w chwili poczatkowej bylo réwne zero, skad mamy E, = 0. Warunki na £, ;
i ©,,, zwigzane sg z brakiem informacji o funkcjach @, i E, dla © > nd, — tak wiec
SO, (7)1 SE,(7) sa okreslone tylko dla 7 € (0, nd,), a poza tym przedziatem réwne swoim
wartoéciom w chwili n4; .

Wstawiajac transformaty SO, i SE, do wzordéw (2.5) i (2.6) w miejsce O, i E, otrzy-
mujemy transformaty, okreslajgce w przyblizeniu g i 6,. Oznaczymy te transformaty
Aq(s) i AO4(s). Tak wiec mamy

n1

. — /9 \ cosh[p(1— 2)]’5] el
(4.3) Aq(s) = / /_./ (@1 =611 sinh[B (£, — &, );/s] "
m+1
A\ B ‘cosh [B(1— E)V ] o5l
+bl/3—/éij( 1= i) sinh [B(&;— f)VS] ’

n+1

@ B - -6y COSh(ﬂfz—'V—s‘)jBls'!nh'(ﬁgzm e =

< ssinh[f(€,—£,) )/ 5]

m+-1

- BY's cosh(BE,)/s ) +Bisinh (B, Vs ) sl
- 2/ (Br=Ei-y) sbBisinh[B(&, —E)Ys | )

Odwracajac transformaty (4.3) i (4.4) metoda residudéw otrzymujemy

n+41

45)  AO) = ,21 (©1—6,_) ‘B]i(JrgB—izl)Jr
. nk&z Y
+2,§(_1)k Bl(ef f"')’J“ 28 Jemnemtan |y(e—1a)) |-
15 14 Bit,
b 2 E=E-0| gig—g) T
nkEl .. mké&,
“Z (=D Bl(ffz—;il) ik BB et (14,
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1
(4.6)  Ag(v) = — -
[Cd] v 52—"51 —

O k(1= £) e
+22J(—l)"cos 52_512 ¢ "'"]?7(?—1111)}—

m+1 . ol
— N {(E,—E,_l)[1+22( D¥eo ”’;El_f) - "'=>]n(r—mz)})
. =1 k=

mk 2 ;
i = | e 0.
Bazie [/9(52— l)] T

Powyzsze wzory sa stuszne nie tylko dla odwrotnych zagadnien termosprezystosei.
Mozna je stosowad takze w teorii naprezen cieplnych przyjmujac f = 1. Wzér (4.5) mozna
wykorzystaé ponadto do wyznaczania liczby Biota, Bi, o ile znana jest temperatura oto-
czenia, @,, a wiec réwnieZ i A0,. Po przeksztatceniach otrzymujemy zwigzek nastepujacy:

AL(EU EZ: T)

@ | B 0 —AME E D
gdzie
n+1 3}
~ Rl
@8 AL(E,, &, D) = 5_2}5_(2/ {(@,—@,_1)[1+22(—1)"x
. A ) k=1

m+1
. qké Seire 1
X COS % g~ ’A"]n(r-ldl)}—gg {(EI_'EI—I)[1+

3 . X
+2 %ﬂ (—DFcos ——57;—551, e*“’*"""ﬂ]n(r——lAz)}),

n+1
4.9 AM(E, N o _S_ 0,
4.9 M(&, &, ) = ,=, {(@1 6, 1)l E,—&, +2 Tk
15 m4i-1
. =k 1
Xsin E—Tzle_uh_d“)]n(r_léjl)}__l’_2 {(E,—E,_,)x

I=1

El fad (——l)k . ﬂkf e
[52—61 +2 Zl_ nk Sin 527__516 '( !AZ)]U(T_IAZ)}.

Na podstawie zwiazkdw (4.5) i (4.6) mozna takze otrzymaé $cisle rozwiazania ©,(7)
i (7). Zwigkszajac mianowicie m i n oraz zmniejszajac jednoczesnie 4, i A, w ten sposob,
aby md, = n/l; = const, otrzymujemy w granicy dla m, n — co i 4,, 4, —» 0 nastgpu-
jace wzory:
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- 7ZI\,£7
do,(v) 1 +Bi¢, \ " Eo £,
Nl TR - 2 —1 r
(4'0) Od(r) i'[ . \( 7 Bl(fz'—gl) + Ii;:-l"‘( ) B] (51 &7) +
i -.7.";[“5.{
Lo e | 1 dE(D | 1+Big,
- mk b dr Bl(fz &)
o cos - 2L sin - ket
1k 5 ‘3&1 B f ~él — ST
v Mol gl — B5E |
1 [d@l o) N ik (1= )
) = — )Ty 42 — 1) kT
@1 q(7) 52_51] il k%_,( 1)'cos - 57_51
E; (1) b "'[I((l R
-5 2142 > (~Preos TS 20 |

k 1

gdzie % oznacza splot, [8].

Na zakorczenie tej czg$ci pracy zauwaZmy, ze znajomosc funkeji Ou(t) i g(7) (ew.
AB (7)1 Ag(r)) pozwala wyznaczy¢ rozwigzania zagadnienia brzegowo-poczatkowego (1.8).
Tym samym staje si¢ mozliwe okreflenie pochodnej d0@/0& na brzegu & = 0, jak réwniez
okreélenie — na podstawie prawa Fouriera — strumienia ciepta na tym brzegu. Tak wiec
znajomo$¢ funkcji g(t) 1 ©y(7) wystarcza dla identyfikacji strumienia ciepta takze na tym
brzegu warstwy, na ktérym panujg warunki brzegowe III rodzaju dla temperatury.

5. Analiza otrzymanych wynikow

Wzory (4.5) 1 (4.6) zawieraja szeregi nieskonczone. MozZe si¢ zdarzy¢, Ze przy odpowied-
nim doborze parametréw sumy tych szeregéw beda wnosily pomijalnie mate poprawki do
wynikéw obliczenn prawych stron. Przyjmijmy, ze sume szeregu mozna pomingé, jesli
warto$¢ jej pierwszego wyrazu wynosi /200 warto$ci skladnika, stanowigcego wraz z sze-
regiem zawarto$¢ odpowiedniego nawiasu kwadratowego. W przypadku wzoru (4.6)

. . . . . . 4
prowadzi to — przy zalozeniu, ze wartosci A¢(7) wylicza si¢ tylko dla chwil 7, = 4+ 5

[ =0,1,...—do nastepujacego ograniczenia na kroki czasowe A :
A, .
5.1y . exp| — sk --—2— < 0.005, i=1,2.

Stad w przyblizeniu wynika nastepujacy warunek na 4;:

12
(5.2) 4, 2 o pH&—6)%  i=1,2.
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Poniewaz w zagadnieniach termosprezystosei dotyczacych metali zwykle 8 bardzo nie-
wiele rézni sie od jednosci, wiec prawa strona nieréwnosci (5.2) jest wowczas w przyblizenin
rowna 1,2 (£,—§&,)%
Gdy warunek (5.2) jest spetniony, woéwczas przyblizona warto$¢ strumienia ciepta
Ag(t) mozna wyznaczyC z uproszczonego wWzoru
n-k1
: N\’
(5.3) Aq(re) — — ‘5’2' E {/ (0= 0, )n(v—14))—
1=
m+1

——1- 3 (E,—E,_Dn(r,—14 )]
b i 1= )T — 145 [,

/=1

adzie 7, = kA+dj2, A= %(A,+Az).

W przypadku, gdy 4, = 4,, wzor (5.3) przyjmuje szczegélnie prostg postac, a imianowicie

| L,
(54) Aq(n) = gy (@k—‘;)

Wykonujgc analogiczne szacowanie dla bezwymiarowych krokow czasowych 4, i 4,
we wzorze (4.5), otrzymujemy uproszczony wzor na przyblizone wartosci funkeji A@y(z,),

n+1

(5-5) ABO 1) = "EEGZL_E’)' {(1+Bi§2)2(@l"@l—x)’?(fk—ll]l) ~
! =1

m+1

B
’1+ 14 Z (E—E. 1)7/(Tk—[/‘7)i

ktory dobrze tg funkcje opisuje, jesli zachodzi nieréwnoéé

(5.6) A, < C(E,, &, Bi) (E,—£)2,  i=1,2,
gdzie.
: ; 12 COS - 7E§,_ sin -- _E_'_ -
C(¢,, 62, Bi) = 2ﬂ2max E,—§ fi—‘fl

i Ty

VAL Bi(g- &) n
W przypadku, gdy 4, = A,, wzér (5.5) przyjmuje szczegélnie prosta postaé, a miano-
wicie

(5.7) ' AB (1) = [(1 +Bi&)0,— (1 +Bi¢,) i‘

Bif(f &)

Wzory (5.4) i (5.7) maja jedng istotng ceche, rézniacg je od wyrazen (4.5) i (4.6) czy
(5.3) i (5.5). Jest nia fakt, ze wystepuja w nich tylko wielkosci mierzone w tej chwili, w kté-
rej odtwarzamy funkcje ¢ i ©@,. W przypadku, gdyby chodzilo o identyfikacje strumienia
ciepla 1 temperatury otoczenia na podstawie pomiaréw, to wyzszo$¢ wzoréw (5.4) i (5.7)
nad dokladniejszymi od nich wzorami (4.5), (4.6), (5.3) i (5.5) polega na tym, Zze w zasadzie
nie trzeba znaé chwili, w ktdrej proces termosprezysty si¢ rozpoczat. W takim ujeciu wa-
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runki (5.2) i (5.6) staja si¢ warunkami ograniczajgcymi od dotu chwilg pierwszego pomiaru
w stosunku do chwili rozpoczecia sig procesu: = = 1.54. Zwréémy uwage, iz wzor (4.10),
czy tez (4.5), pozwala takze wyznaczy¢ termiczne obcigzenie brzegu warstwy w przypadku
warunkow I lub II rodzaju. Przechodzac bowiem z liczbg Biota Bi do nieskonczonosci
znajdujemy wzér na temperaturg brzegu & = O (warunek brzegowy I rodzaju):

58 6 = 0 x [ Lo, N ks e-skr]_

d‘lf 57_51 é ak EZ_E

LB [ 1 (=0 ke, ]
b dr fz—sﬁzg ak U E-& D

za$ przechodzac z Bi do zera i jednocze$nie oznaczajac ¢u(z) = lim Bi®(7) (warunek
Bi--0

brzegowy Il rodzaju), otrzymujemy

_ Jz@_@%[ N ko K2 ]_
5.9 q,(v) = EE l+2_/_/( *cos ECE, e |

k=1

1 dE() o, \ ki, _}
— %([ +2 (—1)‘”0552_5—1e ] .

Widag¢, ze wzory (4.11) i (5.9) maja analogiczng budowe.

Z analizy wzoru (4.10) lub (4.5) wynika, iz istnieja pewne punkty, &; 1 52 , dla ktérych
wzOr ten nieco si¢ upraszcza. Zachodzi to mianowicie dla takich punktéow wewnetrznych,
ktére s powiazane zaleznoscia

(5.10) | g, = M1

El, n=1,2,....

Woéwezas sin-. =0dlai=1,2 cos ke,

52_51 ’ 62_51

a wzor (4.10) przyjmuje postaé

= (— 1*") oraz cos k>

— (— k{n+1)
g — VT

(3.11) O,(z) = Bi(le—fr)_ {d@dir) x |:1+B1§2

@ o b2 kb
+2 (=D (5s “)e—w] 5 B [I+B1§1+2 Z (=155 e‘s"’“-
k=1

f.

6. Weryfikacja numeryczna otrzymanych wynikow

W celu zweryfikowania otrzymanych wynikéw pod katem ich doktadnosci zastosujemy
nastgpujaca procedure. Przyjmiemy najpierw pewne wartosei funkeji ¢(7) 1 &4(7) jako dane
i na ich podstawie obliczymy wartoéci temperatury O(&, 7) i odksztalcen £.x(&, 7) w pew-
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nych punktach wewnetrznych warstwy. Nastepnie przyjmiemy obliczone wartosci jako
WO i na ich podstawie bedziemy odtwarzali funkcje ¢(v) i @ (z) zgodnie z procedurg
podana wyzej.

Przyjmujac, ze @ (t) oraz q(t) sa stale, tzn. @y(7) = &,, q(v) = g dla 7 > 0, oraz
odwracajgc transformaty dane wzorami (2.1) i (2.4) otrzymujemy

l - . .
(6.1) O, 7= q(—B—i +5)+@,1—22J [gA(£, Bi+6,B,(£, Bi)e v,
k=1

(62) . axx(fa T) = b@(§9 T)’
gdzie

A(EL BI) = 1 ﬂlﬁ:cps(ﬂfl/r-k)+Bisi11 (B& ]/r_,g)f‘ ’
Pre BYre cos(BYr) + (1 +Biysin(8Vry )

Bi cos[B(1-8) ]
BGn)  BYrecos(BYr)+(+Bsin(By/r,)
za$ r, sa kolejnymi pierwiastkami rownania

(6.4) - ctgBy/r = ’3]‘3/[’;

(6.3)
B.(£, Bi) =

Obliczenia numeryczne wykonano dla nastgpujacych danych liczbowych: Q(t) = 100
W/m2, Ty7) =1° A =001 m, 1 =40 W/mdeg, T, = 1° n = 1075 deg s/m?, » =
= 10"* m?/s, k = 0.22286- 10™* 1/deg, a ponadto dla czterech réznych liczb Biota,
Bi = 0.1, 1.0, 10, 100, dla dwéch réznych krokéw czasowych At = 0.01 i 1.0 s, oraz dla
réznych par punktéow &, &, € (0, 1) i dla chwil czasu ¢ € (0, 30). Przy wykorzystywaniu
wzoréw (4.5) i (4.6) obliczano warto$¢ funkeji A@, i Ag w chwilach 7, = kd+.1/2.

Nierownosci (5.2) i (5.6) przyjmuja w tym przypadku —dla Bi = 1.0, &, = 0.1 i §, =
= 0.9 — nastepujaca postaé (prawe strony zaokraglano do gory):

A4 = 0.7 w przypadku Ag(%), A4 > 0.65 w przypadku A0,(7).

Celem sprawdzenia o ile bardziej dokladne sg wzory (4.5) i (4.6) od wzorow (5.4) i §6.7)
wykonano obliczenia dotyczace Aq i A0, przy czym we wzorach (4.5) i (4.6) przyjeto 4 =
= 0.01, za$ we wzorach (5.4) i (5.7) 4 = 1. Wyniki oblicze, dokonanych dla Bi =
=1,£ =0.11&, =09 zestawiono w tabeli 2,

Tabela 2

czas ABy(T) Ag(T)

s wg (4.5) | wg (5.7 wg (4.6) | wg(s4)
1.5 0.95847 0.81736 —112.59 —685.66
2.5 0.98017 0.91277 —152.50 —272.81
3.5 ' 0.99053 0.95832 51.514 —78.030
45 0.99548 0.98019 76.846 14.985
5.5 0.99784 0.99057 88.941 59.404
6.5 0.99897 0.99554 94,716 80.615
7.5 0.99951 0.99782 97.479 90.741
8.5 0.99976 0.99896 98.793 95.587
9,5 0.99989 0.99951 99.424 97.893
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Przyjmujac, ze doktadno$é odtwarzania termicznych obcigzen brzegu powinna wynosié
conajmniej 95%, to wariant ,,doktadny” (wzory (4.5) i (4.6)) daje ten wynik $rednio
o 2 s szybciej, niz wariant ,,uproszczony”. Trzeba jednak zaznaczy¢é, Ze wariant ,,uprosz-
czony” mozna bylo latwo obliczyé ,,recznie”, podczas gdy wariant ,,dokladny” zajat
30 min pracy EMC. Przemawia to zdecydowanie na korzy$¢ wariantu ,,uproszczonego’ —
dlatego tez w dalszych obliczeniach poshigiwano si¢ tylko wzorami (5.4) i (5.7).

Kolejnym etapem analizy numerycznej bylo ustalenie, jaki wplyw na dokladnosé¢
identyfikacji obciazen termicznych brzegu ma zmiana odleglo$ci miedzy punktami &£,
i &5, gdy ich srodek ciezkodci pozostaje w tym samym miejscu. W tabeli 3 zebrano wyniki
obliczen dla trzech par punktéow o érodku cigzkosci rownym 0.5 (liczba Biota Bi = 0.1).

Tabela 3

— _ AB4(v)

& = 045|§,=0.30 | ¢,
&, =0.555 =070(&

e A
0.10 [&, = 0.45 (&, = 0.30 | &, = 0.10
0.90 [, = 0.55 &, = 0.70 | &, 0.90

. Czas

Ul

i
I

1.5 0.43983 | 0.44158 | 0.38482 | —124.30 |—124.17 |-123.74
3.5 0.53850 | 0.54000 | 0.53629 | —84.800| —84.698 | —84.341
5.5 ~0.61977 | 0.62098 | 0.62957 | —52.250| —52.167| —51.874
1.5 0.68674 | 0.68773 | 0.69084 | —25.439| —25.367| —25.127
9.5 0.74191 | 0.74273 | 0.74315 —3.344| 3286 ~—3.200
11.5 0.78735 | 0.79103 | 0.79299 14.861 14.905 14,941
13.5 0.82481 | 0.82537 | 0.82591 29.853 29.893 29.932
15.5 0.85565 | 0.85613 | 0.85709 42.213 42.241 42.356
17.5 0.88105 | 0.88146 | 0.88191 52.397 52.417 52.447
19.5 0.50200 | 0.90234 | 0.90271 60.781 60.797 60.807
21.5 091277 | 0.91306 | 0.91339 67.680 67.701 67.813
23.5 093348 | 0.93372 | 0.93498 73.3717 73.389 73.391
25.5 0.94518 | 0.94539 | 0.94553 78.072 78.078 78.086
27.5 0.95484 | 0.95500 | 0.95520 81.930 81.940 81.951
29.5 096277 | 0.96293 | 0.96316 85.119 85.120 85.122

Jak wida¢ rozrzut punktéw nie ma praktycznie zadnego wplywu na dokladno$é od-
twarzania. Mozna wiec ostabié warunki (6.5) przez przyjecie punktéw &, i £, jak najblizej
siebie,

Nastepnym krokiem analizy numerycznej bylo zbadanie, czy zmieniajac polozZenie
§rodka ciekodci punktéw &, i = 1,2, mozZna w krotszym czasie znaleZé przebiegi nie-
znanych warunkéw brzegowych. Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono wykresy obrazujace
funkcje Ag(t) 1 A® (¢) dla czterech réznych wartodci liczby Biota, Bi = 0.1, 1.0, 10 i 100.
Na osi rzednych zaznaczono dokladno$é identyfikacji ¢ i @, w procentach. Analizujac.
te wykresy mozna doj$¢ do nastgpujacych wnioskow:
1° wszystkie krzywe maja charakter krzywych wyk}adniczych
2° temperatura @, jest znacznie lepiej odtwarzana niz strumien ciepla
3° im wigksza jest liczba Biota, tym krdtszy czas potrzebny jest do odtworzenia z dana.

dokladnoscig nieznanych warunkéw brzegowych
4° im érodek ciezkosci punktéw &, i &, znajduje sig blizej ktorego$ z brzegéw warstwy,.
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100

841 q (%]

ABy-11Ag-1 ~krzywe dla £,=0,10
£,=0,20

ABy4 -2i Ag-2—krzywe dla _5,1 OLS
42-0 55

ABqy ~3i Aq~ 3 ~krzywe dla g =080
| =2 |

L1
15 35 55 75 95 11,5 135 155 175 19,5 21,5 235 255 275 295
tls]

Rys. 1

tym lepiej odtwarzane jest obciazenie termiczne tego brzegu i tym gorzej odtwarzane jest
obciagzenie termiczne brzegu przeciwnego.

Sprobujmy wyjasnié, skad si¢ biora takie cechy omawianych wykreséw. Whniosek 1°
stanie. sig oczywisty, gdy do wyrazen (5.4) i (5.7) wstawi¢ prawe strony wzoréw (6.1)
i (6.2), okreslone odpowiednio w punktach &, i &,. Otrzymamy bowiem zaleZznosci o cha-
rakterze wykladniczym:

2 N . .
65 AaD =+ IZ a[4(&,, B)— Au(&5, BI)+

+0,[Bu(&, B~ Bi(é, Bi)]}C""’,

SIRPENE
(66) A@d(T) = @d‘l‘ E fl —_Z {q lAk(gz,Bl)(E +§1)_

— A, (&, Bi) (TBIT +§2) l+ @d[Bk(§2, Bi) (% +§1)—Bk(51, Bi) (% +§2)]} e T,

Jesli ograniczymy si¢ tylko do pierwszego wyrazu szeregu nieskoficzonego, to zaleznofci
te mozna zapisaC w postaci

Ag(®) _ e
- q

(6.7) =~ EE {A (£, B)—4 (Ez,Bl)+%[Bl(§1,Bl) 31(52,31)]}
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100

04,09 (%]
13

| | | | |
15 I 3,5/ ]5,5 HS]'ZS 95 15

T I I ]

100|ngg=1
\f\ed-z
90
A3
80 -
S 7ok
< 60 Ag-3
@
SOF
40"‘
301
20—
10L
} ] \ | | ! i
7525 35 45 55 15 25 35 L5 55
tls]
Rys. 2

AOy(r) | e { . (1 )
6.7 ! —1 = . —
%Cdg o, 1 E,—E, B, (&,, Bi) Bi + &

A1 . S 1
—B(&,, Bi) (Tﬁ +§2) +gd—[A1(§2, Bi) (%n +E1)—Al(§1 , Bi) (E +§2)“.

Przy ustalonych punktach &, i &, oraz danej liczbie Biota, Bi, wartosci lewych stron zwigz-
kéw (6.7) zaleze¢ beda w danej chwili czasu tylko od ilorazu ¢/@,. Zbadajmy, dla jakich
wartosci ilorazu /@, lepiej jest identyfikowany strumien ciepta, Ag(7), a dla jakich —
temperatura 40,(7). Wymaga to rozwiazania nieréwnosci

(6.8) )A‘I_(T) _1
q

< ‘A%fr)—l‘.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3—4/82
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Obliczenia, przeprowadzone dla & = 0.3, &, = 0.7 Bi = 1.0 wskazuja, ze obszar, w kté-
rym lepiej jest odtwarzana temperatura @, scharakteryzowany jest nierdéwnosécia —1.337 <
< q/®, < 4.558, albo— wracajac do zmiennych wymiarowych —

(6.9) —~5548 < Q/T, < 18232.

W praktyce zdecydowana wigkszo$¢ ilorazéw Q/T, zawiera si¢ w przedziale, w ktérym
lepiej jest odtwarzana temperatura A6,(7).

Whniosek 3° mozna latwo wyjasni¢é w oparciu o warto$ci pierwszych pierwiastkow
réwnania (6.4) dla réznych liczb Biota. Dla Bi = 0.1 mamy », = 0.09675, dla Bi = 1.0
ry = 0.74012, dla Bi = 10 r; = 2.04175, oraz dla Bi = 100 r; = 2.41884. We wzorach
(6.7) cztony wykiadnicze tym szybciej wygaszaja wyrazenie stojace przy nich, im wartosé
pierwiastka r, jest wigksza. Dlatego dla duzych liczb Biota juz po kilku sekundach czion
ten ma warto$¢ pomijalnie mata 1 dokladnosé odtwarzania jest niemal stuprocentowa.

Ostatni wniosek nie da si¢ tak tatwo wyjasni¢ matematycznie jak poprzednie. Jednakze
jego interpretacja fizyczna jest prosta. Wplyw obcigZenia termicznego danego brzegu
warstwy tym silniej uwidacznia si¢ w wartosciach WO im blizej tego brzegu lezy Srodek
cigzkodci punktéw &, i &, . Stad tez tatwiej jest odtworzy¢ obcigZenie termiczne tego wlasnie
brzegu.

Uwagi koncowe

Przedstawiona w pracy metoda identyfikacji daje sig bezposrednio przeniesé na przypad-
ki ciat o innych ksztaltach jak i na innego typu jednowymiarowe zagadnienia identyfikacii.
Wykorzystane w pracy dla przedstawienia funkcji opisujacych WO funkcje schodkowe
nie s3 jedynym przedstawieniem dopuszczalnym. Funkcjami dopuszczalnymi sa np. splajny
n-tego rzedu (funkcje, ktérych n-te pochodne sg funkcjami schodkowymi). Jednakze
zwig¢kszenie dokladnoéci opisu WO prowadzi do skomplikowania wynikéw, podczas gdy
wyboér funkcji schodkowych pozwolit na otrzymanie bardzo prostych formul przyblizo-
nych (5.4) i (5.7).

Gléwna zaleta przedstawionej metody identyfikacji wydaje si¢ byé jej stosunkowo
duza doktadnoéé przy nieskomplikowanych wzorach, opisujacych wielkodci identyfikowane.
Z uwagi na to metoda dobrze nadaje sig do weryfikacji doswiadczalnej.

Na odrgbng uwage zastuguje fakt, iz niejako przy okazji otrzymano zwiazek okresla-
jacy w przyblizeniu liczbg Biota (wzér (4.7)). Wzor ten takze mozna sprowadzi¢ do prost-
szej postaci, je$li spelnione sa ograniczenia (5. 2) i (5.6); jeéli ponadto 4, = A,, wéwczas
' otrzymujemy zwiazek
—E./b

(EZ—EI)A@d(Tk) Oy &+ EE b
A

gdzie T, = IcA-{— , Op = 0 (kA), E, = E,(kA).

Bi ~

Przedstawiona w pracy technika odwracania transformat Laplace’a pozwala omingé
te trudnodci, ktore staly si¢ przyczyna niepowodzen przy wielu innych, wczeéniejszych
prébach rozwiazywania zagadnien odwrotnych wymiany ciepta, [1]. Wydaje si¢, ze wyma-
gaja dalszego rozwoju techniki obliczeniowe, zwigzane z transformacjg Laplace’a jak i z ra-
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chunkiem operatorow Mikusifiskiego, [9], gdyz pojawiajace si¢ w toku obliczen dotycza-
cych zagadnien odwrotnych funkcje zmiennej zespolonej s (parametru transformacji)
maja charakter operatoréw Mikusiiskiego, czy tez transformat dystrybucji typu odmien-
nego niz wykiadnicze.

Analiza numeryczna potwierdzita poprawno$¢ otrzymanych wynikéw, jak réwniez
pozwolila przesledzi¢ ich dokiadnod¢ i wrazliwo$¢ na dobdr punktow &, 1 &,, jak réwniez
réznych liczb Biota. Szczegdlnego podkreslenia wymaga fakt, iz obliczenia te mozna wy-
konaé nawet postugujgce sie prostym kalkulatorem czy suwakiem.,

-
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Pesiwome

O OOHOMEPHOI 3ADAUYE MOEHTHUPUKALIUMA TEILJIOBOTO IIOTOKA HA
ITOBEPXHOCTM IIJIACKOI'O CJIO:

B paBore mpeAcraBneHo NpuOIILKEHHOE 1 TOUHOE pELUEHME 32[aud HAcHTH(GHUKANH TENIOBOro
TIOTOKA. 3ajaun pacCMOTpeHa Ha OCHOBE COTIPAKEHHON TEOPMM TEIJIOBLIX HAmpsHRCHHI. YToOb! onpe-
JIENIHTH TENUIOBOH IMOTOK Ha OAMOH NOBEPXHOCTH CJOSA H TeMIEPaTypy OKPYYKaIOLIeH Cpelabl AN BTOPOH
HHOBEPXHOCTH, H30paHO TeMreparypy M AedOopMalfIo KalKk TaK HasbiBaCMbIE BHYTPEHHLbIE OTBeThl. Hy-
MepHUecKkoil aHaly3 WINIOCTPHPYCET TOUHOCTh TEOPETHUECKIX Pe3yNIbTATOB ¥ BINsIiNE BLIGOpa BHYTPEH-
HBIX TOueK 5, 1t &, 1 ypcna Buo M2 TOYHOCTH HAEHTH(DHKAIHH.

Summary

ON AN ONE-DIMENSIONAL HEAT FLUX IDENTIFICATION PROBLEM AT A SURFACE
OF A PLANE SLAB '

In the paper an analytical approximate and exact solution of an heat flux identification problem is shown.
The problem is considered on the ground of the theory of thermoelasticity. To determine the heat flux
at one surface of the slab and a surrounding temperature at the another one the temperature and strain
were chosen as the socalled internal response. Numerical analysis illustrates the accuracy of the theoretical
results as well as an influence of the choice of the interior points, &, and &, and the Biot number for the
accuracy of the identilication.
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