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1. Wstep

Dyfuzja jest zjawiskiem zwiazanym z budowa molekularng materii i polega na ruchu
pojedynczych atomoéw 1 molekut lub jonéw. Zjawisko to wystepuje cz¢sto w przyrodzie,
wykorzystywane jest rowniez w wielu procesach technologicznych przede wszystkim
w fizyce materialéw, a ostatnio w elektronice. Mimo charakteru wybitnie molekularnego
proces dyfuzji daje si¢ opisa¢ z dobrym przyblizeniem metodami teorii ofrodkéw ciaglych,
ktére jak wiadomo, nie uwzgledniajg atomowej struktury materii. Zagadnienia dyfuzp

rozpatruje si¢ czesto rowniez w ramach mechaniki statystycznej.

Przypuéémy, ze mamy do czynienia z cialem stalym o okreslonych wlasnoécxach
Dla potrzeb technicznych badane sa zjawiska dyfundowania do obszaru zajmowanego
przez cialo stale czastek otaczajacego je gazu, cieczy, lub innego ciala stalego w przypadku
ich kontaktu. Intensywnos¢ procesu dyfuzji, jego natezenie, zalezy w pierwszym rzedzie
od wlasnosci chemicznych substancji bioracych udzial w dyfuzji, ale nie tylko. Wazne
znaczenie odgrywaja czynniki fizyczne jak np. ci$nienie otaczajacego gazu lub cieczy,
sita nacisku przy konmtakcie dwoch cial, temperatura, kierunek i nateZenie strumienia
ciepla, pole elektromagnetyczne, state materialowe mechaniczne i termiczne, itd.

Latwo stwierdzié, ze modele matematyczne dyfuzji czy tez termodyfuzji, gdy rozpatry-
wane jest jedno cialo z otaczajaca ciecza lub gazem sa znacznie prostsze, a odpowiednie
réwnania latwiejsze do rozwiazania w poréwnaniu z przypadkiem réownan dyfuzji miedzy
cialami stalymi poprzez powierzchnie kontaktu. Znacznie bardziej skomplikowane sa
zagadnienia dynamiczne, gdy cisnienie, strumief ciepla, powierzchnia kontaktu, 'pole
elektromagnetyczne sg funkcjami czasu. Ostatnio przeprowadzono do$wiadczenia z dy-
fuzja metali w warunkach niewazkoéci i prézni kosmicznej. Wyniki tych do$wiadczes sg
trudno dostepne dla skonfrontowania z teorig.

ZaloZymy tu, Zze powierzchnia kontaktu jest plaszczyznq i rozpatrzymy przypadek
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termodyfuzji miedzy warstwg sprezysta i potprzestrzenig (lub migdzy dwiema polprzestrze-
niami), obie izotropowe i jednorodne lecz o réznych statych materiatowych. Przy kontakcie
dwdch ciat proces termodyfuzyjny moze odbywac sig w ten sposoéb, ze materia przechodzi
od ciata 1 do ciala 2, lub na odwrét od ciala 2 do ciata 1, moze réwniez mieé¢ miejsce po-
réwnywalna ilo$ciowo dyfuzja dwustronna z przechodzeniem materii w obu kierunkach.

Podstawowe rownania termodyfuzji, w oparciu o termodynamike proceséw nieodwra-
calnych [1], zostaly podane przez Ja. S. PIDSTRYHACZA [2, 3] i W. NOWACKIEGO [5, 6].
W dziedzinie tej rozwigzano niewiele zagadnien szczegétowych, wymienmy tu prace
[3,4,7, 8,9112].

W tej pracy zajmiemy sic przypadkiem, gdy termodyfuzja jednego ze skladnikow
jest o wiele bardziej istotna i interesowa¢ nas bedzie zmiana koncentracji tego wiasnije
skladnika pod wplywem pola odksztalcenia i temperatury. Zagadnienie kontaktu pol-
przestrzeni -zostalo rozwigzane, w ramach przyjetych zatozen, dla wszystkich czaséw ¢,
lecz bez uwzglednienia sit zewnetrznych. Przy kontakcie warstwy z pdlprzestrzenia uwzgled-
niamy sity ci$nienia dzialajgce na swobodng powierzchnig¢ warstwy przenoszace si¢ przez
powierzchni¢ kontaktu na pélprzestrzen sprezysta. W tym przypadku zagadnienie zostato
rozwigzane dla duzych czasdéw ¢, co wynika z przyblizonego obliczenia transformat od-
wrotnych Laplace’a,

W wyprowadzonych réwnaniach i wzorach uwzgledniamy peine sprzgzenie pola kon-
centracji, temperatury i odksztalcenia. Dotyczy to przede wszystkim uogolnionego prawa
Fouriera 1 Ficka (2.4) i (2.5) 1 wynikajacych z nich réwnan.

2. Rownania i podstawowe zwiazki termodyfuzji cial sprezystych

Za punkt wyjscia bierzemy uktad réownan rézniczkowych czastkowych termodyfuzji
oérodka sprezystego w nastgpujacej postaci [2, 5]:

.1 [uV2f¢+(l+,u)graddiv17+)~( = gﬁ+y@grad@+ycgradc,
2.2 (k'V2—nd,)@ = yodivu+de,
2.3) (aV2—md)c = V3(y. divu+de),

gdzie (2.1) jest uvogdlnionym réwnaniem Naviera, (2.2) uogblnionym réwnaniem prze-
wodnictwa cieplnego, a (2.3) réwnaniem bilansu koncentracji skladnika. We wzorach
tych uwzglednili$my uogdlnione prawo Fouriera (przewodnictwa cieplnego), Ficka (termo-
dyfuzji) i Hooke’a:

2.4) Toq = (dLy,—Ly)grad T+ L,,y.graddivu+aL,,gradc,
(2.5)  Ton = (AL~ Lyg)grad T+ L,y graddivi+al,,gradc,
(2.6) 6 = 2ue+(Adivii—ye@—y,6)- 1.

We wzorach powyiszych g jest strumieniem ciepla, .c — koncentracja sktadnika, #—
strumieniem dyfundujgcej masy, Ly, Lyq, Lq, sa fenomenologicznymi wspétczynnikami
Onsagera spetniajacymi warunki Ly >0,L,>0,L,L,—L3 >0, 9., ye, ¥y, d, m, 6,
sg statymi, u jest wektorem przemieszczenia, ® = T— T, réznica temperatur wzgledem
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stanu naturalnego, o i € sa odpowiednio tensorami naprezenia i odksztalcenia, 1 tensorem
jednostkowym, 4, p sg stalymi Lamégo, ponadto przyjeliémy oznaczenia Tok' = k,
erm = To.

3. Zagadnienie kwazi-stacjonarne

Celem pracy jest wyprowadzenie zwiazkéw i zbadanie wplywu niestacjonarnych pél
odksztalcenia i temperatury na rozktad koncentracji dyfundujacego sktadnika w warun-
kach fizycznego kontaktu dwéch cial sprezystych. Zagadnienie rozwiazemy przy naste-
pujacych zalozeniach. Rozpatrzymy procesy, w ktérych mozna pominaé wplyw sit maso-
wych i sit bezwladnosci w réwnaniu bilansu pedu. Réwniez zaniedbamy wplyw zmiany
odksztalcenia na pole temperatury, uwzgledniajgc jednak wplyw odksztalcenia na pole
koncentracji. Przy tych zalozeniach réwnania (2.1) - (2.3) przyjmujg postaé

3.1 uV2iu+ (A+p)graddivy = pograd®+y grade,
: : o oc
. KV2O—pn— =gd—
(3.2) O—n 5 d T
oc .
(3.3) aVzc—mF = v, Vadivi+dVac.

Rownania rézniczkowe czastkowe (3.1)-(3.3) przeksztalcimy do bardziej dogodnej
postaci. Podzialamy operatorem div na réwnanie (3.1), otrzymujac
(3.4) (A+2u)Vidiva = pgV20+ 9y Ve,

Po uwzglednieniu réwnania (3.4) wyrugujemy V2divy z réwnania (3.3). Wtedy réwnania
(3.2) 1 (3.3) sprowadza si¢ do nastgpujgcego uktadu réwnatt rézniczkowych czastkowych
drugiego rzedu :

1 dc 00
2c— —_—
(35) Vic kc Py + 6c 5 ,
1 00 Jc
: V2 — e — = _
(3.6) ) - o
gdzie
[(A+2p)(a—d) —ye] nyYe , ,
I - = ’ = k ’ = d.
N [m(}-+2ﬂ)+d‘}’c’)f@]k, ? ¢ [(l+2n)(a—d)—‘y£]kl ’ <rh 5Tk

W ten sposéb sprowadziliémy przypadek kwazi-stacjonarny do uktadu dwéch réwnan
sprzgzonych (3.5) i (3.6) oraz réwnania Naviera (uogélnionego) (3.1). Zagadnienia kwazi-
stacjonarne termodyfuzji o§rodkéw sprezystych byly juz rozpatrywane w pracach [3, 4]
Jjednak bez uwzglednienia wplywu zmian pél odksztalcenia i koncentracji na temperature.
W pracy [7] pominieto wplyw odksztalcenia na pole temperatury i koncentracji.

4. Termodyfuzja przy kontakcie warstwy sprezystej i pélprzestrzeni spreiystej

Warstwa sprezysta o grubosci 4 znajduje sie w stanie idealnego kontaktu z pélprzes-
trzenig sprezysta. Uklad wspéirzednych dobieramy w ten sposéb, ze plaszczyzna kontaktu
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jest plaszczyzna z = 0, a plaszczyzng swobodna z = +h. Zagadnienie nie zalezy! od wspé6t-
rzednych x, y. W tym ukladzie réwnania rézniczkowe czastkowe (3.1), (3.5) i (3.6) spro-
wadzg si¢ do nastepujacych réwnan

6 uz o6 dc
d%¢ 1 dc 06
42 FZ i
IO 1 06 ac
43 i ey il T

W dalszym ciggu wartosci statych i sklfadowe rozpatrywanych pdl bedziemy oznaczaé
wskaznikiem ,,1°" dla warstwy i wskaZnikiem ,,2” dla pélprzestrzeni. Zaktadamy, ze w stanie
naturalnym -(czyli poczatkowym) jest brak odksztalcen, a pola koncentrac_u i temperatury
przyjmuja wartosci:

dlat =0
(4'4) ) @1(2, 0) = (1)’ QZ(Zs 0) =
(4'5) ) Cl(z: 0) = c(l): Cz(Z, 0) = C(Z)'

Zalézmy ponadto, ze na swobodnej powierzchni warstwy z = +h dziala temperatura
i ciénienie

(46) @l(h’ t) = q(t)a O':zz(h> t) = —G(t)
strumien dyfundujacej materii jest natomiast réwny zeru:
dc 00, oe,
4.7) [D,‘,C al + D) 5 + D}g = ] =0
albo znany jest potencjat chemiczny
(4.8) MY = —yp gy, —d'O, —a'c.
W plaszezyZnie styku warstwy i polprzestrzeni, tzn. dla z = 0, zachodza warunki

ciaglodei:
strumienia ciepla

00 ac de, 00 e de
(4.9) D)y azl +D} az‘ + Dl ~ = D21 = 2 +D2 62 + D2 622 ,
strumienia dyfundujagcej masy

06, - dc de, 00, dc de,
(4.10) Djjr-—+ Dy azl +Djp - = Dir — +D,2,c 52 +Djp —

ponadto, w przypadku idealnego kontaktu termicznego, réwno$é temperatury
(4.11) 6, =6,,
oraz réwnos¢ wartosei potencjatu chemicznego

(4.12) d'@;+a'ci+yle, = d*O,+a%c,+yle,.
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Dla z —+ — co przyjmujemy, ze

(4.13) O, - 0%, ¢, -l

We wzorach (4.9) 1 (4.10) oraz w dalszym ciggu przyjeto nastepujace oznaczenia
ToDye = aLlyy, ToDyr =dLy—Ly, ToDu= v.Ly,

4.14
(4.14) ToDye = Ly, ToDyr = dLy—Lg,  ToDys = pely.

. o -0 .
Przy przyjetych zaloZzeniach: e = divu = ~;TZ. Z uogdlnionego prawa Hooke’a (2.6),

po wykorzystaniu réwnania rownowagi o..(z, t) = — o(z), otrzymamy
(4.15) e = p5O+yrc+o*(t)
gdzie

(A+21)y8 = vor  vE(A+2u) =y,
oraz ‘
(A+2u)o*(t) = —o(1).

5. Rozwigzanie metoda przeksztalcenia calkowego Laplace’a

Transformaty Laplace’a bedziemy oznacza¢ wezykiem nad odpowiednia litera, Zasto-
sujmy transformate Laplace’a do réwnan (4.2) i (4.3). Otrzymamy wtedy

. d*¢ | T e

(5.1) W—TC[SC—C]—— (SC[S@—'@ ],
2o 1 - -
(5.2) _c-iz—z — E [S@—@o] = (ST[SC - CO] .
Roéwnanie charakterystyczne powyzszego ukladu rownan przyjmie postac
(5.3) A —a,sAt+ass* = 0
gdzie
1 1 1
ak=k—c+7;’ a"z-l?ck_T_‘SC‘sT

Pierwiastki rownania charakterystycznego przyjmuja wartosci
(5.4) M=V, o= Ve, A=Vwo, Aa= —Vsr,

. 1 S
gdzie ry . = 5 (ax + 1/ ag —4ay).

Mozna udowodnié, ze wyrdznik okreslajacy pierwiastki réwnania charakterystycznego-
jest dodatnio okre$lony

2 2
(5.5) 05*4616:(1 +i) —4( ‘ —acaT)=(i—i) 44878, > 0
T

ke = kr k kr ke k
zgodnie z definicjg wielko$ci 8,1 81 [S]. Ponadto
. i
kekr k' [(A+2p)(a—d)—y2].
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Poniewaz stale wchodzace do powyiszego wzoru sa dodatnie, wynika Ze a; > 0,
a stad réowniez, ze r, _ > 0.
Calke ogdlng ukifadu réwnan (5.1) i (5.2) mozna przedstawi¢ w postacj nastgpujacej:

(5.6) &(z,s) = 5 lAlE—[oc+(Alexp(|/Ez)+A2exp(—]/Ez))+
T™HT

+a_(Asexp(ysr_z)+ Asexp(~y/sr- z))] + %1,
(57 O(z,s) = A, exp(y/sryz)+ Ayexp(—y/sry z) + Azexp()/sr_z) +
+ A exp(— ]/E'tz)—k@"s",
gdzie o, = kyry—1, o = kyr_ —1
Zamiast rozwigzania (5.6) i (5.7) mozemy przyjaé calke ogolng uktadu (5.1) i (5.2) w postaci

(5.8) ¥(z,5) = 1—[054,(12l Ch()/sryz)+ B, Sh(y/ sri.z)) +a_(B; Ch(sr_z) +

6TkT :
+B4Sh(]/Ez))]+c°s*‘,
(5.9) O(z,s) = B,Chy/sryz)+B,Sh(}/sr,z)+ B, Chy/sr_z) +B,Shy/sr_z) + O%%~!,
W przypadku poéiprzestrzeni, wykorzystanie warunkéw w nieskonczonosci prowadzi
do nastgpujacych wartosci stalych (dla z —» —c0)

(5.10) A2 = A2 =0, B®=B: B!= B?

6. Zagadnienie termodyfuzji w przypadku styku dwoch polprzestrzeni spreZystych

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny, gdy grubo$é warstwy sprezystej wzrasta nieogra-
niczenie. Warunki poczatkowe zachowuja posta¢ poprzednia (4.4) i (4.5), podobnie
warunki brzegowe (4.9)- (4.12). Z warunkéw w nieskonczonosct otrzymujemy obecnie
dazo 40 0,569 ¢ >
orazdlaz— —o0 @, 6% ¢, S
Warunki te bedg spelnione, gdy we wzorach (5.6) i (5.7) podstawimy

(6.1) Al=A43=0, dj=Bi=-Bj, Ai=DBi=—B
(62) A3 = A3 =0, A}=5B}=B} Ai=Bi=5

Otrzymujemy nastgpujacy uktad rownan algebraicznych, z ktérych wyznaczymy pozo-

stale parametry transformat: .

B{D;,+ByD,; +B}D} +B3;D: =0,
B{ D, +BiD, +BiD} +B3iD: =0,

(6.3) B!-+Bj—B?—B} = %[(@g_@g)]

. l A~ A A A ‘
Biai+Bial+Bta} —Bia2 = —[(560+p:c)— (7600 +yeci)]
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gdzie
Lk Ak
Do = —(reyd+d), o= —(EyEE+an,  ak = Db oEle
OF K&
. — . ok (D ety
Diays = V1% [(D(’;m)'r‘")’gk + ”"i’(—;(k%(#
Oznaczmy wyznacznik podstawowy uktadu réwnan
Dy Dy Di, D}
' D}, D) DZE D?
x _ [P+ Yn- Yy po
(6.4) :A | 1 -1 =1
al ab a%2 4% |
Wtedy rozwigzanie uktadu réwnan (6.3) mozemy zapisaé nastgpujaco
l. ~ A A A
(6.5) Bf = 3w (03 =ONAu+ {(7803 +Y2'C2) — (7603 + 7 CD)} Cuc-

Wspotezynniki A;, oraz Cy, zalezg wylgcznie od charakterystyk materiatowych i wy-
znacza si¢ je z rozwiazania uktadu réwnan (6.3). Odpowiednie wyznaczniki oznaczymy
nastepujaco

‘ P g
(6.6) Bl = s k=1,2, i=1,3.
Wtedy catka ogélna ukladu réwnan (5.6), (5.7) przyjmie postac

P . 0
£u(z05) = 5 Lo Ao (= /o) +at drexp(— Vsr_z)] + <,

~ - Y —— 0
O,(z,s) = Asexp(— /s z)+Abexp(—y'sr_z)+ %

(6.7 _
~ — — CO
Ci(z,s) = 6;K[ociA%exp(]/errz)—i-otiAgexP(l/S"—Z)] + TZ,
T4HT
P R - @o
Ouz, ) = Ajexp(Ysriz)+dfexp(Vsr_z) + =7,
gdzie
| Pu ; . P, .
Ail:_SA—*, l=2,4, A?:SA*, l=1’3_

Po odwréceniu transformat Laplace’a okazuje sie, ze rozwiazanie da si¢ wyrazi¢ przez
kombinacje wspétczynnikdw i funkeji btedu:

(6.8) cl(z,;)zcg__lf[ PuErf(zl/m)M P“Elf( e )]

61 K} A* 2yt 21 0
' 1 r r
(69)  Oi(z,1) = 02— -3 [P“Erf( ;/V:)+P31Ef( ‘/]/t )]
1 rz
(6.10) Cy(z,t) = CO+ Vel [oc+PuErf( l/';ft’_)—l-ocZPuErf(— ZZVVT? )]
. z <

2 — @0 _1_ zy/r} ( Z]/r2 )]
(6.11)\ O,(z,t) = OF + I lPlerf( 2|/t )+P32Erf 2]/t ,
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Py = (O3—00) Au+ (7503 + P2 CD) — (7602 +7: CD Cu,
Ay = al_(D,erD.,?'_—D,?_D,f+)+ai(D‘_D3_—D,f_D,%_)+a2_(D,;_DqZ+—Dql_D3+ >
Asy = a_lF(qu_D,%_,_—D,ﬁ_D,?_)—l—af_(qu_D,h—D;+D3_)+QE(D;+D,,2+—D,;+D,f+),
Ay, = al(D}_D2_—D}_ D2 )—a'(D}, D2 —D}, D2 )—a*(D},D}_—D}, D)),
Asy = ai (D2, D, —D,;_D})+ai (D}, D} — Dy, D7) +a3(Dg, Dy —Dy_Dy,),
Cyy = DI;—(D7?+_D712—)—D112+(D712—+Dr;—)+D112—(DﬂZ++D1;—)’
Cyy = Dql+(D,f_—D,72+)+D,12+(D,f~+D$+)—D§_(D§++D,}+),
Ci» = D}, (D2 +D})+D! (Di +D},)—DZ (D +D},),
C3a = D,;+(D,$++D,}_)—D,§_(D,?++D,§+)+D,12+(D1_+D,§+ .

7. Rozwigzanie w przypadku styku warstwy z pdélprzestrzenia

Rozpatrzmy termodyfuzje poprzez plaszczyzne kontaktu warstwy sprezystej z pdl-
przestrzenia sprezysta z warunkami poczatkowymi (4.4) - (4.7), warunkami brzegowymi
na swobodnej powierzchni warstwy (4.6) i (4.7). Ponadto spelnione sa warunki cigglosei
odpowiednich strumieni (4.9)- (4.12). Wtedy uklad réwnan algebraicznych, z ktérego
wyznaczamy parametry Bi przyjmuje postaé nastgpujaca

BICh(y/ srih)+BiSh(srih)+BSCh()/ srlh)+ BiSh(yY/srih) = —09s~1+4(s),

al B'Ch(y i h)+ab BLSh()/srih)+a' BLCh(V/srlh) +
+a} BISh(Y/SrER) = MY~ — (403 +PAed),

BiD}, +BiD)_ —BiD},~BiD: =0,
BLD} +BLD) —B?D? ~B3D2 =0,
1

(7.1) B!+Bi—B}-B} = —(63-069),

1 . R N N .
Blal +Bia' —B?a?—B3a® = ~ [7303+72C)— (6O + PECD+ (y2 —vi)a(s),

gdzie wprowadziliSmy oznaczenia
*(e) — AfL 1% K (7’5‘)2
M*(s) = M (5)_),’0 a(s), y§&=— ﬂ._K—T-Z—‘u’{

Podstawowy wyznacznik ukladu (7.1) ma nastepujaca strukture
(7.2)  4(s) = (akt—a2)[4, Ch(y/srih)Ch (Y srih)+ 4, Ch(y/ st h) Sh(y/ sl h) +

+ A5 Sh(Y/srERYCh (Y sl h)2 + 4, Sh(y/sr B)Sh (Y/STLB) + 4 s Ch(y/57T k) Sh( Vsrih),
gdzie
4y = a2(D}, D}_—D}, D)),
4, = (a2 —a})(Dy, D}, +Dj, Dy,) —(2a} +ai —a') [Dg++ (D — D}, )— Dy, (D =Dz,
Ay = a3(Dj, D;_—D, D; )—(a} +al)[Dg_(Di.—D},)~D;_(D;-~Dz)l,
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Ay = (al ~a1)[D,12+(D2_ +) D11+(D2 - DI,
As = a2(Dy, Dy — D}, Dy, )+ (a2 —a3) (D), Di + D;  Dy.).
Rozwiazanie uktadu (7.1) przyjmuje postaé

. Ak dla k=1 i=1
ko _TF i
(7.3) B' - A(s) dla k=2, i=1

gdzie przyjeliSmy oznaczenia

-

(74) Ai‘ = (p’flll Pm,
m=1
oraz
Py =~ O0HE(),
Py = M*(S)’"‘ ($eO% +x,.C?),
(7.5) |
Py = L (02-6Y), <
1 A A A A
Py = (PO +72C)~ B+ v CDI+ (75 —¥5)5().
pl, = (4, al +4,,(al —al)lsh, +a’ A ,ch_ +a‘A138h_
pl, = —[dy;shy+4,,¢ch_+4,5sh_],
Py = (a+“a_)(A150h—+A165h_)5h+;
pia = (al—al)(d,,ch_+A,gsh )sh,,
i = —[dyal +4,(at —ab)]ch, +al(4,,¢he —A,55h]),
(p%Z = Azlch+ —A22011_+A23Sh_,
P33 = (ai—al)ch (dysch_—Ayesh ),
®34 = (al—ai)ch, (dy5¢h_ —44sh),
w31 = [dsa(al —al)+ai Aszlsh_+ai(ds,chy —A;y55h,),
P32 = —[d3,chy —A3;8h, +3;sh_],
Pl = (at—ar)(As5¢ch, —Adsssh,)sh_,
Pia = (ai—a_ll_)(A spchy —Azgsh)sh_,
(7 6) ¢41-1 = —[a-li-A4l+A44(ai_a_l+.)]Ch+ +a_1,_(A425h.+“‘A4JCh_),

@iz = daychy —Aupshy +Agsche,

®is = (al —al)ch, (A4sch, —Aeshy),

@iq = (aLl—al)ch (d4,ch, —Agsh ),

@3 = al(ds,chy —As,shy +As;ch_~As,ashl),

®lz = —Asichy+As8h, —Asach_ +As4sh_,

®is = (al —al)[(—dsschy + A5shy)ch_ +(dsochy — A5, shy)sh_],
@1a = (a2 —a})[(dsschy —Asgsh,)ch. — (=45, ochy +45 4ashy)sh_],
P31 = —a3(deychy —Adgshy)+al(dgsch_—Ag,sh),



234 R. MoOKRrYK, Z. OLESIAK

3, = Agich, —dgshy +Agyche —Agysho,

I

P33 = (ay—aM)[(dgschy —Ageshy +Agssh_)eh_ —

—(dggchy —deosh, + g, 10¢h_)sh_,
Paa = (al—al)[(Aqsch, —sliashy +4558h )ch. —
—(dygch, —Aq9sh, A5,6¢h_)sh_],

Przyjelismy tu oznaczenia
ch, = Ch(l/s;*—;h) shy = Sh(;/;;{h)

Wielkosci 4y; zaleza jedynie od stalych materialowych warstwy i pdiprzestrzeni, mozna je
wzglednie latwo wyznaczy¢ z rozwigzania uktadu rownan (7.1) zgodnie ze wzorem (7.4).
Z powodu ztozonosci i duzej liczby wzordw o podobnym charakterze, z braku miejsca
nie cytujemy ich. Podstawienie wyznaczonych wspdlczynnikéw Bf danych wzorami (7.3)
do (5.9) i (5.10) z uwzglednieniem (7.2), (7.4) i (7.5) umozliwia nam napisanie transformat
Laplace’a koncentracji masy i temperatury zaréwno dla warstwy jak i polprzestrzeni,
Wykonanie odwrotnych transformat w przypadku ogdlnym, dla dowolnych czasow jest
mozliwe tylko w sposdb przyblizony. Poniewaz w praktycznych przypadkach interesuje
nas dyfuzja dla duzych czaséw ¢, wykorzystamy rozwiniecia asymptotyczne. Jako przyktad
wezmiemy nastepujace warunki brzegowe

(7.7 ' a(t) = a*H(t), q(t) = O¥H()

Przy tych zalozeniach otrzymujemy dla duZzych czaséw ¢ nastgpujace wzory na koncen-

tracje masy i temperaturg w poéiprzestrzeni z < 0

(7.8) Cyz,t) = C°+¥l~ o [a2 o} . Al) E*t 4+ —X+w,—
S ST 1) Rl R WO —

2 1 |

a:.l 1 _w%2+r2wf3) 1p§] + o2 tw%l (-T~ -

2 " Fa

—‘"1“)13) wi’+(- ) E™+

2

C'L)%l 2 2 - (wzl 2 2 _A
—+ """j*‘}‘wzz_rlwzs P+ | Wt rawa3 P2 | (s
: . : v\ 2 .
- o, .2 (1 I + wi 2 2 fox wi,
(71.9) Tu(z, 1) = TP +wi |- -— — | E*+| - =t ol —r ol |pi+|— —
Fy ra Iy s
" 1 1 w3 ,
—wi, +"2w%3) P} +wi, (T - ‘)—) E™+ (_ "'7_2‘1“ +w3—r wis) Y1+
1 2 L
w3y
+ ——’j‘—“wgz‘}‘"zw%s P2
2
gdzie
' z.,r";i( — = /T _
E* = El‘fc(— A I, wE= exp[rk]"riz—{—(l-k)zt]E.fc,*(-— -V ff--+r,4~’r).
) 27/t 2V

Wzory opiéuja,ce pole temperatury i pole koncentracji dyfundujacego skfadnika w warstwie
0 < z £ A mozna przedstawi¢ w przyblizeniu w nastepujacej postaci
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1 [
010 e =t g Roe o ) B B

6rky ro—r, r ry ryoor,

+ R (2)E, —E;) =Ry () E| —r, Ez)l s

1 ’ :1 N ’
(11D Ty(z 1) = T4 ———- [R,,T(»7-- - ﬂl-)—R,ﬂ.(.E‘ - EL) +

Fa—Ty ry ra
+ R r(Z)E;, ~E3)— Ry (2)(r  E, — 1, Ez)] »

gdzie

>z
I

1,1 1,1 1 1 1 /0t 1 1 1 o/l
oy wygFolwy;, R = oc_,r(a>12+w211/;+z) —|—o¢_(a)32+w41]/riz)‘

=z
I

ol (wls+ol ) riz+wlrk 2)_+oz‘(w;‘,3+wi3]/r—‘z+w§,r‘zz),
Ror = 0, +wly, Ry = (0l +wl,Yriz)+(wl, +wi)/rlz),
Ryr = w}3_+w§3+(w22]/r++w42'|/r_)z+(w“r++w31r_)z ,
E, = exp[(r)?t1Etfc(ry/t), k=1,2
- [+ AV rL + A5/ rE] +V [(A +A5)|/r +A |/1+]2_~4A [A (1 +r )+A41 r—1
’ 2[4,(rt +r)+A,rL 1]

wzory na wf; obliczamy z wyraZeri:

3
(7.12) Z kol = Y ol 5) ™Y, pdzie k= 1,2 i=1,2,3,4,
I=1
O*—0°, P, = M{— (710} +3.C))—,0%,
Py = @—62,

P, = (33O +92CH— (16O +7EC+ (y2 —y4) o™,

8. Whnioski

1. Wzory (6.8) i (6.10) przedstawiaja zaleZnoé¢ zmiany koncentracji dyfundujacego
sktadnika. Ze wzorédw tych wynika, ze wykladniki funkcji bledu sg wprost proporcjo-
nalne do glebokosci rozpatrywanego punktu i odwrotnie proporcjonalne do pierwiastka
kwadratowego czasu, ponadto zalezg od stalych materiatlowych. Wykladniki funkeji
bledu nie zaleza od warunkéw poczatkowych. Wielkosci P;, zaleza nie tylko od statych
materialowych ale réwniez liniowo od poczatkowych temperatur i poczatkowych kon-
centracji,

2. Istotna réZnica w poréwnanlu z dotychczasowymi rozwigzaniami zagadnien termo-
dyfuzji dla ciat statych polega na uwzglednieniu pola odksztalcer i jego wptywu na proces
dyfuzji.

3. Otrzymanie wynikéw liczbowych uzaleZnione jest od znajomosci statych materia-
fowych, ktére okresli¢ mozna tylko na drodze doswiadczalnej. Wykonanie obliczed ma
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sens dla konkretnych materialéw i przypadkéw, na ktdre istnieje zapotrzebowanie uspra-
wiedliwiajace poniesienie kosztow obliczen.

4. W przypadku kontaktu warstwy z pélprzestrzenia wykonanie odwrotnych trans-
format jest mozliwe tylko w sposéb przyblizony. Wzory (7.8) - (7.11) dotycza duzych
czasow.
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Pesome

TEPMOIOVIDPYIUA IIPU KOHTAKTE VYIIPYTOro CJIOA C ITOJIYIIPOCTPAHCTBOM

PaccmaTpusaercs npouecc repmoarddysHu npu KOHTAKTE ABYX YIPYLUX MONYIIPOCTPAHCTB, 8 TAKMKE
B CHCTEME COCTOSILLNM U3 CJIOS M MOIYIPOCTPAHCTBA B CIIyYac, KOr/la CBOGOMHAs TVIOCKOCTh CJIOS Harpy-
YKeHa HEKOTOPLIM pacchpejesieBHeM CHJI M Tera. s KBasu-CTALMOHADHOM 3aflaun KOHTAKTa IBYX
YIIPYTHX IIOJIYIPOSTPAHCTB IIOJYUEHO PEUIEHHE B 3aMKHYTOM BHIE, & B ClIyuae KOHTAKTA CJIOS M TONIY-
NPOCTPAHCTBA NPUOIMKEHHOe peleHue Uil GoNblmMx 3HAUeHuH BpemMenu.

¥
Summary

THERMODIFF USI‘ON IN A CONTACT OF AN ELASTIC LAYER WITH A SEMISPACE

A process of thermodiffusion is considered in contact of two elastic semispace and in a system consisting
of a layer and a semispace when the free bounding plane of the layer is loaded by a distribution of forces
and heat. For quasi-statical case the exact solution has been obtained for the contact of two elastic semispace,
and an approximate solution for large values of time for the contact of the layer and the semispace.



