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Zagadnienia odwrotne wymiany ciepta rozwazane s3 w literaturze naukowej od ok.
dwudziestu lat. Pod tym okresleniem rozumie si¢ zwykle jeden z nastepujacych rodzajéw
zagadnien: a) Wyznaqzanie funkeji opisujacej zrédto ciepla przy znanym rozkladzie tem-
peratury w ciele, [1], b) wyznaczanie wspélezynnikéw charakteryzujacych proces wymiany
ciepla przy znanym rozkladzie temperatury w rozwazanym osrodku, [2], c¢) odtwarzanie
historii zmian temperatury w ciele przy znanym jej rozkladzie dla chwil czasu ¢ >r¢,, [3],
oraz d) odtwarzanie warunkéw brzegowych przy znajomosci tzw. wewnetrznych odpowie-
dzi termicznych, ktérymi moga by¢ temperatura lub strumien ciepla okre$lone w pewnych
punktach wewngtrznych rozwazanego ciala, [4]. W niniejszej pracy zajmiemy si¢ zagad-
nieniami odwrotnymi rozumianymi w sensie punktu d).

Przeglad metod, stosowanych przy rozwigzywanin zagadnien odwrotnych zamiesz-
czono w pracy [4]. Jak wynika z tego przegladu, gléwnie zajmowano si¢ — jak dotad —
zagadnieniami jednowymiarowymi. Przez wiele lat podstawowym problemem bylo uzys-
kanie rozwigzania przyblizonego, opisujacego w zadowalajacy sposob poszukiwane warunki
brzegowe. Gléwnym zalozeniem, ktére jest réwniez podstawowym zaloZeniem i niniejszej
pracy, byla znajomo$é¢ rodzaju warunkéw panujacych na brzegach. Zadowalajace rezui-
taty dla zagadniend jednowymiarowych uzyskano dopiero w ostatnich latach — mozZna tu
wymieni¢ np. prace [5] i [6]. JednakZe zagadnienia wielowymiarowe stanovéily problem
o znacznie wigkszym stopniu trudnosci — totez ilos¢ prac, w ktérych takie problemy
sig rozwaza, jest raczej niewielka. Wyniki, prezentowane w tych pracach, nie budzg wiek-
szego zaufania (por. [7, 8]). Sa to wyniki przyblizone, ktérych wykorzystanie w praktyce
uwarunkowane jest dostgpem do szybkoliczacego komputera o bardzo duzej pamigci
operacyjnej.

W niniejszej pracy rozwaza si¢ zagadnienie odwrotne wymiany ciepla w trzech wymla—
rach. Wykorzystujac tzw. potencjaly cieplne sprowadza si¢ problem do réwnan catkowych.
W pierwszej czeSci pracy zdefiniowano zagadnienia Fouriera i okreslono klasy funkcji,
do ktérych naleza dane i poszukiwane wielkosci. Nastepnie zdefiniowano potencjaly
cieplne i pewne funkcje pomocnicze, ulatwiajace analiz¢ tak zagadnierh poczatkowo-
brzegowych jak i odwrotnych. W trzeciej czgéci pracy pokazano rozwiazania niektorych
poczatkowo-brzegowych zagadnien wymiany ciepta. RozwaZania zawarte w tej czesci
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pracy sa punktem wyjscia do analizy dotyczacej zagadnien odwrotnych. Jednoczesnie
stanowia pewien material poréwnawczy, pozwalajacy lepiej uchwyci¢ réznice podejsé do
zagadnien poczatkowo-brzegowych i odwrotnych. W czedci czwartej podane sg rozwig-
zania dotyczace zagadnien odwrotnych. Rozwigzania te okreslone sg przy pomocy funkcji
stanowiacych rozwiazania pewnych réwnan catkowych typu Volterry I rodzaju o jadrach
bedacych iloczynami pewnych jader stabo osobliwych. W koficowych czgdciach pracy
przedstawiono metod¢ przyblizonego rozwiazywania rownan catkowych determinujacych
gestodci potencjatéw, przy pomocy ktérych definiuje si¢ rozwigzania zagadnien odwrot-
nych oraz krétko oméwiono moziiwoséci zastosowan praktycznych otrzymanych wynikow.

1. Zagadnienia Fouriera

Rozwazmy ograniczony obszar 2 < R3, ktérego brzegiem jest zamknigta powierzchnia
klasy C2, [9, s. 217]. Punkty wewngtrzne rozpatrywanego obszaru bedziemy oznaczaé
przez x = (x, X, x;) lub przez y = (y, y,,ys), a punkty zamknigtej powierzchni
S'= 9002 przez £ = (&4, &, &3) lub przez { = (£, {5, {3). W obszarze tym bedziemy
rozwazaé¢ réwnanie przewodnictwa cieplnego

(1.1) (VZ i ;ﬂm )= F(x, 1), xef, te(0, o),
z warunkiem poczatkowym
(1.2) ' limT(x, 1) = @(x),

-0+

oraz z réznego typu warunkami brzegowymi. Tutaj V2 jest operatorem Laplace’a, T(x, t) —
temperaturg, F(x,?)— funkcja zrédia, F(x, ) = —Q(x, t)/A, gdzie Q(x, t) — intensyw-
no$§¢ Zrédia ciepta, A — wspélczynnik przewodnictwa cieplnego, » — wspdlczynnik dy-
fuzyjnosci temperaturowej. O funkcji p(x) zaklada sie, Ze jest ograniczona i ciggla dla
x e L. ,

Ze wzgledu na rodzaje warunkéw brzegowych rozréZnia sie tzw. pierwsze, drugie
i trzecie zagadnienie Fouriera, a takZe zagadnienia mieszane.

Pierwsze zagadnienie Fouriera polega na wyznaczeniu funkeji T(x, ¢), ktéra dla t > 0
spelnia réwnanie (I.1) w obszarze £, jest ciagta w 2, spehna warunek (1.2), a na brzegu
S spelnia warunek brzegowy I rodzaju

(1.3) T D = (& 0.

Drugie zagadnienie Fouriera formuluje si¢ analogicznie, z ta réznica, Ze na brzegu
S funkcja T(&, t) musi spelnia¢ warunek brzegowy II rodzaju

(1.9 ) = TE D).

Trzecie zagadnienie Fouriera polega na wyznaczeniu w obszarze 2 funkcji T(x, ¢),
ktéra — oprécz réwnania (1.1) i warunku (1.2) — musi spetniaé warunek brzegowy
11T rodzaju:

(1.5) %(«E,t)frx(f, DTE, 1) = D, ).
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W powyiszych zwigzkach n; oznacza normalna zewnegtrzna do S, za$ (&, 1), W(£, 1),
G, 1) 1 y(£, 1) sa pewnymi funkcjami ograniczonymi i ciaglymi dla 1 > 01 &€ S, [9].
O wspdlezynnikach 1 i x zaklada sig, Ze sg state. Funkcja (£, r) ma zwiazek z liczba
Biota, Bi(¢, ?):

(1.6) Bi(, 1) = x(6, L

gdzie L jest wymiarem charakterystycznym obszaru £2. Stad — wobec statos$ci 1 — wi-
doczne jest, iz w ramach omawianej teorii dopuszcza si¢ zaleznos$é wspdltczynnika wnikania
ciepla, «, powigzanego z liczba Biota wzorem
(1.7) Bi = al/4,

od wspélrzednych & i ¢: « = a(£, 1).

Oprécz warunkow (1.2) i jednego z warunkéw (1.3), (1.4) czy (1.5) powinien by¢ jeszcze
spelniony warunek zgodnoséci, ktory na postaé nastepujaca:
— w przypadku T zagadnienia Fouriera:

(1.8) (&, 0) = limp(x),
xok
— w przypadku II zagadnienia Fouriera
(1.9 P, 0) = Him 9"1’9-,
xog Ong
-— w przypadku III zagadnienia Fouriera
. |0
(1.10) ®(£,0) = lim [% + x(&, 0)<p(x)l.
x—& § .

W teorii réwnan catkowych dowodzi sig, ze kazda funkcja klasy C?*(5,) (gdzie =, =
= 2% (0,T),§2 — obszar ograniczony klasy C*, [10, str. 351]) daje si¢ w obszarze =, rozlozyé
na sume potencjatéw cieplnych (por. [10, str. 345 - 351]). W zwigzku z tym w nastgpnej .
czesel pracy okreslimy potencialy cieplne oraz pewne inne funkcje pomocne przy dalszych
rozwazaniach. '

2. Potencjaly cieplne

Azeby sprowadzi¢ sformulowane wyzej zagadnienia Fouriera do réwnan catkowych
konstruuje sie pewne szczegdlne rozwiazania réwnania (1.1), ktére odgrywaja taka sama
role, jak potencjaty logarytmiczne czy potencjaly newtonowskie warstwy pojedynczej
i podwojnej w zagadnieniach Dirichleta i Neumanna.

RozwaZzmy funkcije

.1 ow(x,t) = x(4%m)_%exp[—1x\2(4x1)“1],

okreslong dla 7 > 01 x € R™. Funkcja ta nosi nazwe rozwigzania podstawowego réwnania
przewodnictwa cieplnego (1.1), [9, s. 224]. Otrzymuje si¢ je w przypadku, gdy Q(x, t)/1 =
= 0(x)d(2), gdzie 8(x) — dystrybucja Diraca. Za pomoca tej funkcji konstruuje si¢ pewne
rozwigzania réwnania (1.1), majace posta¢ calek. Catki te nosza nazwy potencjatéw
cieplnych. '
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Potencjatem cieplnym warstwy podwdjnej ndzywa sie¢ catke

(2.2) : Ulx, 1) = J ff(c, r)—(%w(x~¢,t—r)dstdr,
0 s e

gdzie funkcja f nosi nazwe gestosci warstwy podwdjne;.
Potencjalem cieplnym warstwy pojedynczej nazywa si¢ catke

{
(2.3) Ve, ) = [ [, Dwx=t, 1—)dS.d,
~ 0 $
gdzie funkcja 2 nosi nazwe gestosci warstwy pojedynczej. :
Potencjalem cieplnym objgtosciowym [10, s. 350] nazywamy catke

!
2.4) A, 1) = — [ [ Fy, Dwlx—y, t—n)dydr,
0 Q .
gdzie F jest funkcja mierzalng i ograniczong w obszarze £2.
Oprocz trzech wyzej okreslonych catek wprowadza sig jeszcze tzw. calke Poissona-
Weierstrassa [9, s. 225], nazywang takZe catkg Fouriera-Poissona [10, s. 361]. Ma
ona postaé

@) 10, 0) = = [ pIwts=y, Dy,

Okre$lone wzorami (2.2) i (2.3) potencjaly maja m.in. nastgpujace wiasnosci: Jesli
x — & oraz x € , naé /i h sg funkcjami cigglymi, to

QO limUen 0 = = gfE 0+ | [SE 9 gowE=t.1-0)-dsedr,
o s -

x— £
1>0

t>0

QN lim W =4, o+ | Je o o WL 1= S

Przedstawione wyzZej zwiazki réznia si¢ nieco od odpowiednich wzorow podanych
w monografii [9]. Wynika to z innej orientacji normalnej do brzegu S; w monografii [9]
n jest normalna wewnetrzng.
Oprécz podanych wyzej funkcji, ktorych wlasnosci beda w pracy wykorzystywane,
wprowadza si¢ dla skrdcenia zapisu nastgpujgca funkcje:
t

L
(2.8) P(x, t) = — J p(y)w(x—y, t)dy— f fF(y, Tw(x—y, t—7)dydr.
@ 0 4
Jak widaé, funkcja P(x, ¢) jest réznicg calki Poissona-Weierstrassa i potencjatu obj¢-

tosciowego. Funkcje @(x) i F(x, t) maja charakter okre§lony zwiazkami (1.1) i (1.2).
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Dla ¢t = 0 znajdujemy — na mocy twierdzeit podanych w monografii [10] na stronach
367, 3611 347, iz

2.9) Pix,0) = [p()wx—y, 0dy = p(x).

3. Postaé calkowa zagadniei Fouriera .

Poniewaz punktem wyjScia do rozwazan dotyczacych probleméw odwrotnych wy-
miany ciepla jest postaé catkowa zagadnieh Fouriera, wigc ponizej przedstawiono niektére
sposrdd takich przedstawiefi.

W przypadku I zagadnienia Fouriera funkcje 7(x, t) mozna przedstawi¢ w postaci
sumy potencjatu cieplnego warstwy podwojnej o gestosci f oraz funkeji P(x, 1):
3.1) T(x,t) = P(x, t)~Ulx, t).
Gestosé f(&, t) musi dla ¢ > 0 spelnia¢ réwnanie catkowe
' 1
Jest to — jak wynika z (2.2) — réwnanie typu Volterry II rodzaju.
W przypadku jednowymiarowym I zagadnienie Fouriera formuluje sie nastgpujaco:
i 12
axr  w ot
(3.3) limT(x, 1) = (%)
-0+

)n(x 0= RGst),  xe(,D), 10, ),

TI(O, t) = 'l/)o(t), Tl(l, t) = 1/)l(t)‘
Tutaj i w dalszych rozwazaniach indeks ,,1>” stuzy do zaakcentowania, ze chodzi o przy-

padek jednowymiarowy. Wzory (3.1)i (3.2) zastosowane do zagadnienia jednowymiaro-
wego prowadzg do nastqpuj acych zwiazkéw catkowych:

G4 T, )= T hll, t)%ﬁ:itl+~fl(0 1) »w—l(f—tluﬂ(x 1),
3500+ A0 % 28D < )= 20,0
(3.5) ]
wl(l 1)

| 3500+ B A )

Symbol ¥ oznacza splot, [11, s. 149].

Ukfad réwnan catkowych (3.5) mozna latwo rozwigzaé w transformatach Laplace’a.
Po wstawieniu tych rozwigzahn do przetransformowanego zwigzku (3.4), a nastgpnie
odwréceniu transformat otrzymuje si¢ funkcje T,(x,r) w postaci

T
G Tk = {wo(t) P, (0, t)}*{—”Z ( a:) 8
k=1
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X sin( lx otk)e)(p(— o - —7;)} + % {w:(t)‘Pl(l, N} %

1 ;1 koo (x !
X {? +22 ( ak) sm(Ttxk)exp(—Ol:%'?—z)} +P1(x) t),
k=1 N

gdzie oy = sk, przy czym mozliwo§¢ wykorzystania catki Duhamela i doprowadzenia
funkcji T (x,t) do podanej wyzej postaci wynika ze wzoru (2.9) oraz postaci prawych
stron réwnah (3.5), a takze ze wzoru (5.3) z pracy [13], rozpisanego dla x = 1. Rézniczko-
wanie funkcji P, (0, t) i P4(l, t) po czasie rozumie si¢ w sensie twierdzen podanych w mono-
grafii [10] na stronach 360 i 366.

W przypadku IIT zagadnienia brzegowego funkcje 7(x, #) mozna przedstawi¢ w postaci
sumy potencjatu cieplnego warstwy pojedynczej o ggstosci h oraz funkcji P(x, 1):

3.7 T(x, 1) = V(x, t)+P(x, 1.
Gesto$é h(&, t) musi dla ¢ > 0 spelnia¢ nastgpujace réwnanie catkowe:
t
(3.8) %h(&, N+ f fh(g‘, N, L, t, 1)dSedr = k(§, 1)
0 §
gdzie

NG 0 0,0) = 0 w(E =0, =04 (6, Ow(E~L, 1-1),
(3.9) ¢

(1) = B, 1) — (a_an; +(C, t))P(E, 0.

Jesli z funkcja 4 (£, t) dokonaé przejicia do zera, wowczas réwnania catkowe (3.7) i (3.8)
z odpowiednio zmodyfikowanymi zwiazkami (3.9) opisuja II zagadnienie Fouriera.
W miejsce funkcji @(&, ¢) nalezy wowczas wstawié¢ P(¢, 1).

Rozwazmy jeszeze rownanie (1.1) z warunkiem poczatkowym (1.2) i warunkami
brzegowymi mieszanymi:

TE,t) =w&,t) dla £eS,

(3.10) oT
6—11.5(5’ t)+X(§, t)T(E’ t)= ¢(§, t) dla §€S2,
przy czym SinS,; =, S;US, = S. Rozwigzanie problemu poczatkowo-brzegowego
(1.1), (1.2), (3.10) mozna przedstawi¢ w postaci )
(3'11) T(x, t)= V(x, t)—U(x’ t)+P(x, t);

gdzie gestodci /1 h potencjaldéw cieplnych sg funkcjami, rownymi odpowiednio

f&, ) =T¢E, )=, 1) dla fesS,

3.12
O e = =06 0160060 dn fes,
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Wzér (3.11) wynika z ogdlnej postaci rozwiagzania rownania (1.1) z warunkiem po-
czatkowym (1.2) i dowolnymi warunkami brzegowymi, [10, s. 350]. Funkcje f i A dla
£ nalezacych do — odpowiednio — S, 1 S; okreéla sig¢ jako rozwiazania nastgpujacego
uktadu réwnan catkowych, wynikajacych z (3.11) i (2.6):

(13) g fED= - f f WE D) W(E=E, 1= S+
5 0 ,
+P(E, 1)~ oj S[f(t, Do W=, 1= DS,

+1im{f fh(_t, Dw(x—{, 1= 7)dSdr+
8

x—f ¢

v [ [0 1@, 91, Dz, 1= D,
0 S,

gdzie osobno trzeba rozpatrzyé £e€S;1¢€S,.

W przypadku jednowymiarowym powyzsze: zagadnienie mieszane sprowadza sig¢
do rozwiazania réwnania (3.3); z warunkami (3.3), oraz warunkami brzegowymi
postaci — np. —
(3.14) 0, NT(0, 1) = ~Do(1),

Tl 1) = wi(t),

tzn. tutaj S, = {I}, S, = {0}.

Wzér (3.11) oraz réwnania wynikajace z (3.13) przyjmg wowczas postaci

Wi (x—-l: t)
t

wl(J:a t) +

x .
2—}¢f1(0’ t) N

+P1(x, D+h (1) % wix—1,t)=[x,00, ) [0, 1) —DPo(1)] 3 wi(x, 1),

(15 T 1) = S0

(3.16) %fl(o, D+ ~;—x(o, 0f1(0, 1) l/_n’it _

l It 1 3
=, t) ¥ w(l, 1) = ’27’(/)1(0 * W—l(t-—) +Oo(t) ¥ —2‘]/‘7% +P(0, 1),

wl(l )

f1(0 t) % ————x0, )fi(0, 1) % w, (I, )+

+hu(l, ) % %I/?}:‘r = SO =Bot) % (1, O —P,(L, 1)

Przyjmijmy dla uproszczenia, iz (0, t) = y = const. Wowczas ukiad rownan catkowych
(3.16) mozna fatwo rozwiazaé w transformatach Laplace’a. Przetransformowana funkcje
T,(x, t) mozna ostatecznie przedstawié w postaci
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_ ~ * s /s
3.17 T (x,s) = —M-(—)—lﬁp,(s)~Pl(l, 9)] h/; cosh (xl/ ~ ) +
_ +xsinh<x 'I//% )] + [?])'o(s)-% (]/:; —x) Py(0, s)] xsinh[(l— x)]/;i—] +P,(x, 9),
gdzie M(s) = 'I//? cosh (1 I/»S—) +x~3inh<ll/i ), s — parametr transformacji. Od-
% 4 o

wrécenie transformaty T,(x,s) nie przedstawia wigkszych trudnosci.
Odnosnie rownai calkowych wystepujacych przy rozwigzywaniu zagadnien Fourlcra
w przestrzeni tréjwymiarowej dowodzi sig, Ze ich rozwigzanie istnieje i jest funkcja ciagla,

[9].

4. Zagédnienia odwrotne wymiany ciepla

Jak juz wspomniano na wstepie, przez zagadnienia odwrotne wymiany ciepla bedziemy
rozumieli problem wyznaczenia warunkdw brzegowych (ktdrych rodzaj jest znany) przy
znajomosci warunkow poczatkowych, funkcji Zrodia oraz przy znanej funkcji T(x*, 1)
lub g(x*, 2), x* € 3Q*, gdzie 2* <= L. Funkcja T(x*, t) opisuje rozklad temperatury na
pewnej powierzchni d02%*, za$ funkcja q(x*, 1) — rozkiad strumienia ciepla na tej powierz-
chni. Funkcje te, okreslone dla x* € 802* i ¢t > 0, nazywaé bedziemy wewnetrznymi od-
powiedziami (w skrocie WO), przy czym T(x*, t) jest wewngtrzna odpowiedzia tempera-
turowa (WOT), za$ g(x*,t) — wewngtrzng odpowiedzia strumieniowa (WOS).

Nie kazda funkcja moze opisywaé WOT czy WOS. Pewne ograniczenia na te funkcje
wynikaja z ogdélnej postaci rozwigzania réwnania (1.1) z warunkiem poczatkowym (1.2)
[10, s. 350], jak rowniez z fizyki zagadnienia. Na podstawie wiasnoéci potencjatdéw
cieplnych oraz catki Poissona-Weierstrassa (por. [9, s. 225], a takze [10], twierdzenia
na s. 360 i 366) otrzymujemy nastgpujace warunki dostateczne na to, aby funkcja T'(x*, ¢)
Tub g(x*, ) mogta opisywa¢ WO:
1° Funkcja ta musi by¢ ograniczona dla ¢ € (0, c0)
2° Funkcja ta musi mieé skoiiczone granice dla £ — 0+ 1 f — c0.
3° W przypadku WOT funkcja T(x*, t) musi byé przynajmniej jednokrotnie rdéZniczko-
walna wzgledem czasu dla s > 0. A

W praktyce przy poszukiwaniu rozwiazan przyblizonych rezygnuje si¢ z warunku 3° na
rzecz stabszego warunku, a mianowicie rozniczkowalnoéei funkcji T(x*, t) wzgledem
czasu w przedziale ¢+ > 0 poza pewna przeliczalng liczba chwil.

Przy rozwazaniu zagadnien odwrotnych zaklada sig, Ze znany jest rodzaj warunkow,
panujgcych na brzegu S = 342, a w przypadku gdy sg to warunki III rodzaju — Ze znany
jest wspdiczynnik (&, 1). Brzeg 0Q* obszaru Q% < £ moze mie¢ czeé¢ wspblna z brzegiem
S. Przy stosowaniu do obliczed dotyczgcych tych zagadniel transformacji Laplace’a
zaklada sie, iz transformaty wynikéw sa odwracalne. To zaloZenie zwykle pociagga za soba
spetnienie warunkow 1° i 2°, jak roéwniez stabszej postaci warunku 3°, [6].

Rozwazmy teraz pewne zagadnienia szczegolowe.

Zatézmy, Ze znana jest WOT, tzn. Ze

4.0 T(x* 1) = p*(x*, 1), x*edQ* Q*cQ, .
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oraz z¢ na brzegu obszaru panuja warunki brzegowe I rodzaju. Niech funkcje @p(x) oraz
F(x, t) beda funkcjami danymi, ciagtymi i ograniczonymi dla x € 2 (zatozenie to bedzie
obowigzywaé do konca pracy). Funkcja poszukiwana jest T(&,t), £ € 92, opisujaca
temperaturg brzegu obszaru 2. Funkcje t¢ mozna okresli¢ wzorem, wynikajacym z (3.2)
1(2.6):

@2) T(E, 1) = 5 f(&, D~ U(E, D+ P(E, ),

gdzie f(&, t) jest rozwigzaniem nastgpujacego rownania catkowego typu Volterry I rodzaju,
wynikajgcego z (3.1):

I

{4.3) f ff(_f, T)a—ane— w(x*—C, 1—1)dSpdr = P();*, ) —p*(x*, 1).
¢ s

Jadro réwnania (4.3) mozna traktowaé jako iloczyn dwoch jader stabo osobliwych,
[9, s. 227]. Wynika stad mozliwo$¢ rozwiazania réwnania (4.3), a co za tym idzie —
okreslenia funkcji T(&, t). !

Z poréwnania rozwigzania — czy tez postaci catkowej — zagadnienia odwrotnego
odpowiadajacego I zagadnieniu Fouriera i zewnetrznego I zagadnienia Fouriera, [9, s.
233 - 234}, wynika, iz sa to problemy réznego typu. Mimo bowiem, iZ jadra rownan cal-
kowych na gestosci f potencjatu warstwy podwdjnej roznia sie tylko znakiem, to w przy-
padku I zewnetrznego zagadnienia Fouriera mamy do czynienia z réwnaniem Volterry
IT rodzaju, podczas gdy w przypadku zagadnienia odwrotnego odpowiadajacego I we-
wnetrznemu zagadnieniu Fouriera do rozwigzania jest rGwnanie Volterry I rodzaju na tg
gestosc. Roéwniez wzory opisujace temperature punktdw x € £ rdznia si¢ od siebie. W przy-
padku zagadnienia pdwrotnego temperatura T(x, t) dana jest wzorem (3.1), w ktorym
potencjat warstwy podwdjnej wyznaczony jest w oparciu o rozwigzanie réwnania (3.2),
w ktorym z kolei funkcja (£, t) = T(&, t) jest dana zwiazkiem (4.2). Natomiast w przy-
padku odpowiedniego zéwngtrznego zagadnienia funkcjonuje wzér podany w monografii
[9], s. 234, ktéry nalezy uzupelni¢ o potencjal objetosciowy.

W przypadku jednowymiarowym w miejsce réwnania catkowego (4.3) otrzymuje si¢ —
po wykonaniu transformacji Laplace’a — uklad réwnan na transformaty f; (0, s) i]’;(l 5 8),
wynikajacy z (3.4). Po rozwiazaniu tego ukfadu réwnan i wstawieniu wynikéw do prze-
transformowanego zwiazku (4.2), ktéry w przypadku jednowymiarowym rozbija si¢ na
dwa zwiazki, gdyz S = {0, /}, otrzymuje sie transformaty Laplace’a rozwigzan w postaci

' 2 sinh (x:,_,‘ ‘I/——
@4, T0,9 = B0, 9= ) 6~ Pyle, N~ Drox ——— ¥ )
| oy/%)

oA

2 | sinh[(l—-x:,_k) V < ]

@9 Tl ) = Bully 9+ O | 6 ~Fileps (= Dfx o—toe L

AT sinh(D]/i)
. . *?

k=1 sinh

R

l)
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gdzie x,, x, € (0.)), pi (1) = T\(xy, 1) jest WOT w punkcie x,, k = 1,2, D = x,-x,.
Transformaty dane wzorami (4.4) mozna odwrdcié metoda podang w pracy [6]. Metoda
ta polega na przejsciu do przyblizonego opisu funkcji w;'(¢) i P (xx, 1) przy pomocy funkcji
schodkowych (ktére sa funkcjami dopuszczalnymi do opisu WOT, [6]). W ten sposdb
utamki wystepujace pod suma mozna sprowadzi¢ do postaci transformat, spetniajacych
zatozenia lematu Jordana, [11, s. 186]. Dzieje si¢ tak dzigki przemnozeniu tych utamkéw
przez transformaty funkcji Heaviside’a wystgpujacych w opisie funkcji schodkowych.
Po odwréceniu tak otrzymanych transformat dokonuje si¢ ponownie przejscia, tym razem
od opisu przyblizonego do $cistego | w ten sposéb otrzymuje sig funkcje 7,(0, 1)1 T, (/, t).
Warto tu nadmienié, ze w przypadkach, gdy x, < D lub 1—x, < D, niektére sposréd
ulamkow wystepujacych w transformatach (4.4) od razu spetniajg zatozenia lematu Jordana
i kwalifikuja sie do odwrocenia metoda residuéw. Wyniki otrzymane przy odwrdceniu
bezpofrednim pokrywaja si¢ w takim przypadku z wynikami otrzymanymi na
opisanej w pracy [6].

Po odwrdceniu transformat danych wzorami (4.4), przy wykorzystaniu catki Duhamela
(co.gwarantuja zwiazek (2.9) oraz wzor (4.2) z pracy [14]) i odpowiednich twierdzen za-
wartych w monografii [10], s. 364, 367, 361 i 347, otrzymujemy dla ¢ > 0

2
7.0, 1) = PO, )= > (= DF4 B —Pilse, 0] %

k=1

_ 1N
(4.5) a { X3k 49 ( -d—l—)— sin 237k exp ( —af- ﬁt)} R

700 = Py 0= ) (=1 () = P 0] %
- k=1

=%, O (=1 (%) , i)}
* {—_3_4_21—1 o R D Py T ’

przy czym toézniczkowanie funkeji P, po czasie rozumiane jest w sensie twierdzen zawar-
tych w monografii [10], s. 360 i 366. Migdzy wzorami (4.5) i (3.6) istnieje pewne podo-
bienstwo w budowie; w przypadku, gdy x;, = 0, x, = / wzory (4.5) i odpowiednie zwiazki
wynikajace z (3.6) sa identyczne. o

Punktéw x, i x, nie mozna wybieraé dowolnie. Nie mozna wybieraé takich punktéw,
przy ktérych uwtamki x/D 1 (I—-x,)/D, k = 1, 2, sa liczbami catkowitymi. Jeéli bowiem
utamki te przyjmuja wartoéci catkowite, wéwczas argumenty sinuséw staja sie dla kazdego
I=1,2, ... wiclokrotnoscig = i szeregi nieskorniczone znikajq. Jesli — dla lepszego zilustro-
wania sytuacji — przyjmiemy zerowe warunki poczatkowe i brak funkcji zrédla, to przy
catkowitych wartosciach wspomnianych utamkéw wzory (4.5) sprowadzajg sie do postaci

! X X, .
(4.6) x.

b ; l—x ]
T, 1) = 5 pi () — =52 pt).
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Wyliczajac z uktadu réwnan (4.6) funkcje »{(z) i w%(¢) i poréwnujac je z odpowiednimi
zwigzkami wynikajacymi z (3.6) tatwo zauwaza sie brak zgodnosci pomiedzy tymi zwigz-
kami. Wynika stad nastepujacy warunek na dobdr punktow x, i x,:
4.7 X, > max (le, li;_c_)
Przy speinionym warunku (4.7) spelnione sa nastgpujace nieréwnosci: x./D < 1,
(I—x)/D < 1,x,/D < 2, (I—x,)/D < 2. Nieréwnos¢ (4.7) potwierdza jeden z wnioskéw,
wynikajacych z pracy [6], a mianowicie iZ punktéw x; i x, nie mozna wybieraé w sposdb
zupeinie dowolny. Ponadto, poréwnujac ograniczenia na dobdr tych punktéw wynikajace
z prac [6], [12] i nieréwno$¢ (4.7), dochodzimy do wniosku, iz ograniczenia zwigzane
z doborem punktéw x, i x, sa zalezne od rodzaju warunkow panujacych na brzegach
rozwazanego obszaru,

Zalézmy teraz, za znana jest WOS, tzn. ze

(4.8) q(x*,t) =

= Y*(x* t), x*edQ* 0Q*cQ

oraz 7e na brzegu panujg warunki I rodzaju. Funkcja poszukiwang jest wigc ponownie
T(&, t). Okredla sig ja i w tym wypadku wzorem (4.2), lecz gestos¢ potencjatu cieplnego
warstwy podwajnej, f(£, t), jest tym razem rozwiazaniem rownania catkowego postaci

49 2 f J e

gdzie n* jest normalng zewnetrzng do 902%, _
Przyjmijmy teraz, ze znana jest WOT i ze jest ona opisana zwigzkiem (4.1), za§ na brzegu

W(x*"€ t—7)dS;dr = 1~-——(x* 1)+ WH(x*, 1),

S = 90 panuja warunki II rodzaju. Funkcja poszukiwana jest pochodna 6—(5, 1),

opisujgca gradient temperatury na brzegu S. FunkC_]Q te moZna okresli¢ wzorem wymka—
jacym z (3.8) w przypadku, gdy ¥ = 0:

. t
L AT oP T
(4.10) —— (&, t) = — (&, )+ —=—h(& D+ ffh(c, T) 0 w(E—C, t—1)dSyd7.
ong ong 2 § & ong
Do wyprowadzenia zwigzku (4.10) wykorzystano wzér (2.7). Funkcja h(&, t) jest rozwig-
zaniem nastgpujacego réwnania catkowego, wynikajacego z (3.7):

@.11) [ [, Dwe*—&, 1 —v)dSpdr = —~P(x*, 1) +p*(x*, 1).
0 S

Na zakoriczenie rozwazan dotyczacych postaci catkowej rozwigzan zagadnien od-
wrotnych zatéZmy, ze znana jest WOT i e jest ona postaci (4.1), za$ na brzegu S = 092
panuja mieszane warunki brzegowe, a mianowicie warunki dane zwigzkami (3.10). Funk-
cjami poszukiwanymi sa wigc T(&, ¢) dla & € S, oraz @(&, t) dla & € S,. Funkcje te moZna
okresli¢ nastepujagcymi wzorami:
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(4.12). T(E, 1) = P(E, 1)+ V(E, D)= UG, O+ 5f(E, 1),
(4.13) D, )= |—7+x(§ t)lP(é‘ t)+—~h(5 1)+ ‘

I

4+ — 3 0 (E 1)+ j fh(C r)~*w(£ L, t—1)dSidr+

+ (&, DV (&, 1) - U(E t)+ 5 2 O D=2(E. HUE, 1),

przy czym gestosci potencjaléw cieplnych f1 h spetniaja zwiazki (3.12) oraz réwnanie
catkowe postaci

(4.14) V(x*, 1) = U(x*, 1) = P(x*, 1)~ T(x*, t).

W przypadku jednowymiarowym zagadnienie to mozna zapisaé nastepujaco. Przyjmujac,
iz warunki brzegowe majg posta¢ (3.14), a poszukiwanymi funkcjami sg @o(2) 1 wi(t),
otrzymuje si¢ — przy przyjeciu, ze w punktach x; i x, okreslone sa WOT — uktad réwnan
catkowych na funkcje f7(0, 2), k, (4, £}, DPo(#) 1 wi(2t), skladajacy si¢ z réwnan (3.16), oraz
réwnan wynikajacych z (3.15):

I—x w, (x~1, t)

(4.15) '—‘:2';'5' (1) % ;

+hi(l, ) % wiGe—1, )+ Do(t) % wilxw, 1) = (=P (%, 1), k=1,2.

W (xk: t)

(0, 1) % — = 710, 1) % wi(xy, 1)+

Otrzymany uklad czterech réwnan catkowych mozZna rozwigzaé w dziedzinie transformat
Laplace’a przy zalozeniu, iz x(0, t) = const = y. Otrzymujemy transformaty rozwiazan,
Pi(s) 1 Po(s) w nastepujacej postaci

?1 smh{(l—xa k)l/ ]

B = Pl 9 D) (DO~ Pulw, 9 x ——— .
k=1 sinh(D]/ —i)

2

- ‘1
(4.16)  Po(s) = — > (= D[ (s) = Py (%, 9)] %
k=1

V% cosh(xs_k ) xsmh("s kV ) (]/_ )pl(o ).

sinh (D i)

b4

N]ra]

X
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Zwigzki (4.16), i (4.4), maja tg samg postac; jest to zgodne z intuicja, gdyz odtwarzana
jest tu temperatura na podstawie WOT. Natomiast Do (s) jest nieco bardziej zloZona,
aczkolwiek réwniez nie nastrecza wigkszych trudnosci przy retransformacji metoda podana
na poczatku tej czesci pracy.

Zauwazmy jeszcze, ze gdy y — 0, tzn. gdy warunek blzegowy na brzegu x = O staje
sie warunkiem II rodzaju, otrzymujemy (kladac w miejsce @o(s) transformate o (s))
transformatg opisujgca strumien ciepta na brzegu (z doktadnodcia do wspolczynnika 1),
za$§ przechodzac z do nieskoficzonodci w ten sposob, aby @o(£)/x — wo(2), otrzymujemy
na brzegu x = 0 warunek brzegowy I rodzaju, za$ transformata (4.16), przyjmuje postaé
4.4),.

5. Metoda przyblizonego rozwiazywania réwnan calkowych Volterry I rodzaju

Roéwnania calkowe na gestosci potencjatow, (4.3), (4.9), (4.11) i inne, ktére pojawiaja
sic podczas rozwazan dotyczacych tréjwymiarowych zagadnien odwrotnych wymiany
ciepta, maja — ogdlnie rzecz biorgc — postad réwnania catkowego typu Volterry I rodzaju,

(5.1 Ju, 1) % K(y—t,0ds; = v(y, 1),
. S
przy czym jadro tego rownania catkowego, K(y—x, t— 1), oraz funkcja v(y, t) sa znane,
za$ funkcja poszukiwang jest u(Z, ¢). W monografii [9] dowodzi sig, ze w przypadkach
rozwazanych w tej pracy jadro to jest iloczynem dwdch jader stabo osobliwych, co pozwala
znalez¢ rozwigzanie tego réwnania metodg iteracji jader i kolejnych przyblizen. Metoda ta,
aczkolwiek $cista, jest dosyé malo przydatna w konkretnych obliczeniach. Dlatego pokrétce
przedstawiamy metode przyblizong, pozwalajaca w stosunkowo prosty sposob otrzymac:
przyblizone rozwigzanie rownania (5.1).
Zapiszmy funkcje¢ podcatkowa nastgpujaco:

(5‘2) u(:> t) —X' —K(y—'é-st) = H(y: Cs t)‘

Zaktadamy, iz funkcji u(¢, t) poszukiwaé bedziemy w postaci przyblizonej. W zwiazku

z tym przyjmijmy podzial przedziatu czasu' (0, T) na podprzedziaty (O, —;—A) , ((l - T)A,A

(i+ —:l)-—)A),i= 1,2,...,1 gdzie (I+ L)A = T. Na powierzchni S wybierzemy uklad
2

punktéw ¢, I = 1, ..., L, stanowigcych $rodki ciezkosci elementéw o,. Elementy skon-
czone o; mogg mieé ksztalty np. tréjkatéw, [15]. Zaklada sig, Ze s one rozlaczne, majg
wspolne krawedzie, wierzcholki ich s punktami nalezacymi do S, a caly zbiér elementow
{o1h=1,...L Stanowi powierzchnie Lapunowa, stanowiaca przyblizenie powierzchni S.
Natomiast na powierzchni 002*% wybierzemy zbiér punktéw y,,, m = 1, ..., L, stanowig-
cych $rodki cigzkoéci elementéw A,,, dobranych w sposéb analogiczny jak elementy a;.

Zakladamy, iz zamiast funkciji u(Z, t) poszuf(iwaé bedziemy jej przyblizonej postaci

Au(C, t), okrelonej nastepujaco:



220 ' K. Grysa

Ifl
(5.3) aut, 0= ) [u,(c>—ui_1(c>]n(r—(i—%)A),
i=1
gdzie »
L
(5.4) w(®) = D unE, (O, =1, 1 ue(@) = (@),

i=1
ur1(8) = ui(€).
Funkcje E, ,(¢) definiujemy nastgpujaco:

0 gdy ({éo,
(5‘5) Ea.I(C) = { 1 gdy CE g;. ‘
Podobnie przyblizamy postaé jadra K(y—¢, t):
. f+1
1
(5.6) AK(y—E, 1) = g Ky, O~ Ki1(y, C)]n(t— (i— '2‘) A) ,

gdZie Kl(y, C) = K(y_'é_> IA)» i= 1: cres 1’ KO(y: C) =0 (pOI'. [10]’ 5. 346)’ KI+!(y’ é-) =
= Kl(y, C)' .
Przyblizona postaé funkcji H(y, ¢, ) nazwiemy AH(y,(,t).
Podstawiajac do réwnania (5.2) w miejsce wystepujacych tam funkcji ich postaci
przyblizone, znajdujemy, iz ’
I41

(.7) AHY, &0 = D) By, D (t—kd),,
i=1
gdzie
(5.8) Hy, D= Y m@-u@OlKO, O-Koi(, Ol
: i+j=k41
Lie{l,.., [}

oraz (t—kA), = (t—kA)n(t—kA). Wprowadzajac zwigzki

L
Hi(3, ) = D) BuWE,.(0),  oraz
(5.9 '=L‘ "
K1, 0 = D Ku0)E,0),
1

I=
gdzie K;(y) = K;(», {)), a funkcja 1(?, stanowi pewne przyblizenie funkeji X, oraz pod-
stawiajac prawe strony wzoréw (5.9) w miejsce H, i K; do zwiazku (5.8) przy wykorzystaniu
(5.4), znajdujemy
5
(5.10) - Ha() = D lu=timg, JIKuD =K1, (W),

i+f=k+1
ij={1,... 1}

k=1,.. I+1,
I=1,.., L.
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Kladge ponadto

L
Hkl(y) = Z HklmE/\,m(y)a
m=1

(5.11) )
Iejl(y) = E K_IlmE/\ .m(y):

m=1

gdzie K, = Ku(y.), a funkcja KA,, stanowi przyblizenie funkcji Kj;, oraz podstawiajac
prawe strony wzoréw (5.11) w miejsce Hy, i Kj; do zwiazku (5.10), znajdujemy

. .
(5.12) Hum = Z [ =y, 1] [Kjim — K= 1, 0]
itj=k41
i,je{l,...,I}
k=1,..,1+1
Ibm=1,..,L.

Réwnanie (5.1), ktére dzigki wprowadzeniu funkeji H moZna zapisaé w postaci
(5.13) [ H, ¢, 0ds; = oy, 1),
s

zapiszemy teraz w postaci przybiiZonej. Wprowadzajac funkcje Aw, aproksymujaca o
w sposéb nastepjacy:
I+1 L

(5.14) A0y, 1) = D) D) ven(t—kd)1 Ey D),
k=1m=1

oraz wykorzystujac zwiazki (5.9), (5.11), (5.12), (5.13) i wstawiajac w (5.13) funkcje 4v
w miejsce v otrzymuje si¢ ostatecznie nastgpujacy uklad réwnan na wielkosci uy:

L
(5.15) ZBI 2 (g —uy_q4] (Ksim TKJ—1,lm] = Ugm>
1=1 i+j=k+41
i, jef{l, .., I}

gdzie B, = [doy, k=1,2,..,I+1, m=1,2,...,L. Jest to I ukladéw réwnan,

]
kazdy z L niewiadomymi, ktoérymi sa wielkosci u;,. Wyznaczenie tych wielkosci pozwala
nastepnie zbudowaé funkcje Au(€, ) wg wzordw (5.3) i (5.4).

Podsumowanie

Wykorzystanie potencjaléw cieplnych do budowy catkowej postaci rozwigzan proble-
moéw odwrotnych wymiany ciepta pozwala rozwigzywaé zagadnienia odwrotne w przestrze-
ni tréjwymiarowej przy dowolnych ksztattach rozpatrywanych cial. Oznacza to mozliwosc¢
prognozowania obcigZzed termicznych elementéw maszyn cieplnych w ten sposdb, aby
wewnatrz tych elementéw panowaly temperatury o z géry danym na dowolnej powierz-
chni zawartej wewnatrz tego elementu, 002*, rozkladzie. Mozliwo$§¢ ta moze zostaé wyko-
rzystana w praktyce np. przy optymalizowaniu czasu rozruchu turbin cieplnych, gdyz

4 Mech, Teoret. i Stos. 3~4/82
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od rozk}adu temperatury wewnatrz fopatek zaleza powstajace w nich napreZzenia termiczne,
mogace — w przypadkach szczegélnie niekorzystnych — spowodowaé trwale ich uszko-
dzenia.

Przedstawiona procedura przyblizonego rozwigzywania réwnan catkowych na gestosci

potencjaléw wymaga uzycia maszyn cyfrowych. Tym niemniej w dobie szybkiego rozwoju
elektronicznej techniki obliczeniowej rozwigzywanie na maszynach cyfrowych ukladow
réwnan typu (5.15) nie przedstawia wigkszych trudnosci.
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Peswome

O_.METOJIAX TEOPUH ITOTEHIMAJIOB B PABPEUIEHMHM OBPATHLIX 3AIAY
TEIUIOCIIPOBOOHOCTU

Paccym}xae'rca TPEXMEPHYIO oﬁpamylo 3ajayy TEIJIONPOBOOHOCTH. I/ICHO.TIBSYH TEPMHYECCKHE TIO-

TEHIHANEI [IOJIYYEHBI PE3yJIbTaThl B BH/E HHTETPANLHEIX ypaBHeHuii. J1s 0qHOMEPHBIX CIyyaes TIpel-
CTaBJIeHb! DEUICHHA B BHAE OCCKOHECUHLIX PANOR. A HHTErpaNbHLIX yPABHEHM ONUCHIBAXOLUMX 00paT-
HblE 33/1aYH B TPEXMEPHOM CJIyuae IoKa3aHa HMyTh ONPEHEIEHHSA PEelIeHUH B NPHOIINKEHHOM BUAE.
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Summary

ON METHODS OF THE THEORY OF POTENTIALS IN RESOLVING THE INVERSE HEAT
CONDUCTION PROBLEMS

The three-dimensional inverse hcat conduction problems are dealt with. Making use of the thermal
potentials one obtains the results in the form of the integral equations. For the one-dimensional cases
the solutions have been found in a form of the infinite series. For the integral equations describing the
inverse problems in the three-dimensional case a way of determining an approximate form of solution is
shown.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 kwietnia 1982 roku



