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1. Wprowadzenie

Niektére krysztaly, takie jak kwarc, turmalin, sél Seignetta itd. poddane dzialaniu
ci$nienia stajg si¢ elektrycznie spolaryzowanymi (P. i J. Curie, 1880). Obok tego efektu
piezoelektrycznego ‘wystapi efekt odwrotny, wywotany przytoZzeniem elektrycznego po-
tencjatu do ciata — w efekcie cialo dozna odksztatcenia. Ten odwrotny efekt zostat w 1881 r.
przewidziany przez LIPPMANNA [5] na podstawie rozwazan termodynamicznych i potwier-
dzony doéwiadczalnie przez braci Curie 1881, [6].

Praktyczne zastosowania efektu piezoelektrycznego sa dobrze znane, przede wszyétkim
w generaciji fal ultradzwigkowych, w konwersji energii elektromagnetycznej na mechaniczna
i odwrotnie, w prospekgji cial o wiasnosciach piezoelektrycznych itd. [7].

" 'W niniejszym artykule przedstawimy kilka modeli matematycznych piezoelektrycznodci
i piezo-termosprezystosci. Rozwazania nasze rozpoczniemy od przedstawienia klasycznego,
kwazistatycznego modelu W. VoigTa [1], przechodzac nastgpnic do omdwienia bardziej
ogblnego przypadku, w ktérym dynamiczne elektromagnetyczne pole jest sprzezone
z polem odksztatcenia [16]. Nastepnie odstapimy od zaloZenia procesu adiabatycznego
i rozpatrzymy kwazistyczny model termopiezoelektrycznodci. [2] [4].

Wreszcie rozpatrzmy bardzo ogélny model R. D. MINDLINA [3], w ktérym rozpatruje
si¢ wplyw gradientu polaryzacji elektrycznej na elektromechaniczne pole. Rozwazania
nasze konfczy prezentacja dynamicznego zagadnienia termopiezoelektrycznosci z gra-
dientem polaryzacji. [32]

2. Pole clektromagnetyczne

Rozwazania nasze rozpoczniemy od podstaw elektromagnetycznych zagadnienia.
Przedstawmy najpierw réwnania elektrodynamiki MAXWELLA [8]

@.1) rotH = I+D
(2.2) rotE = —B,
(2.3) divD = o,,

(2.4) divB = 0,



176 W. NOWACKI

gdzie H jest wektorem pola magnetycznego, E jest wektorem pola elektrycznego, B — wek-
torem indukcji magnetycznej a D wektorem przesunigcia elektrycznego. I jest wektorem
pradu przewodzenia a g, — tadunkiem elektrycznym.

Do réwnan Maxwella dodaé nalezy zwiazki konstytutywne

(2.5) D = g E+P,
(2.6) B = u(H+M).
Tutaj P jest wektorem polaryzacji elektrycznej, M — wektorem magnetyzacji, £, Ko

oznaczaja przenikalnosé elektryczna i magnetyczna.
Réwnaniom Maxwella moZna nadaé inng réwnorzedng postaé [8]

2.7 rotH = I+D
2.8) B = rotA4
(2.9) E= —gradp—A
(2.10) divD = o,

Postuzymy si¢ ta postacia réwnan elektrodynamiki w celu uzyskania réwnan kwazista-
tycznych. W rownaniach (2.7) - (2.10) wprowadzono potencjal skalarny ¢ i potencjat
wektorowy A.

Latwo si¢ przekonaé, ze z réwnan (2.1) - (2.4) otrzymuje si¢ twierdzenie Poyntinga

(2.11) —(% erdV= - fn-hdA— [E“IdV,
v A , 14

gdzie
U=ED+H B, h=ExH

Réwnanie (2.11) daje sie interpretowac fizykalnie jako bilans energii elektromagnetycznej.
Skalar n - & przedstawia przeplyw energii elektromagnetycznej przez powierzchnig A ciala
do otaczajacego go o$rodka. WyrazZenie U ~E-D+H-B identyfikujemy jako przyrost
energii elektromagnetycznej w czasie. Wreszcie E - I reprezentuje ciepto Joule’a. Wektor
Poyntinga k daje si¢ wyrazi¢ przy pomocy potencjaléw @ i 4 w sposéb nastegpujacy
(2.12) h=ExH=@I+D)—AxH

Dla piezoelektrykéw wprowadzamy te same uproszczenia co dla niemagnetyzujacych
si¢ dielektrykdw
(2.13) I=0, M=0, p,=0.
Dalszym uproszezeniem jest przyjecie, ze A =~ 0. W tym przypadku uprosci si¢ bilans
energii (2.11) do postaci

(2.14) gt_f U,dv = — fmpi)dA = fE-de, U,=E-D
v A 14

Z ukiadu réwnan (2.5) - (2.10) pozostang nam

(2.15) E =gradp, divD=0, D= g,E+P.
Mamy tu do czynienia z kwazistatycznym polem elektrycznym
(2.16) gVip = divP, E= —gradep.
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Uproszczenie A ~ 0 albo |4| < (grad ) jest stuszne gdy rozwazymy diugosci fal bliskie
dtugo$ciom fal sprezystych. Omowienie szczegélowe i teoretyczne uzasadnienie uprosz-
czenia 4 ~ 0 znajdzie czytelnik w cennej pracy H. F. TIerSTEN’A [9].

3. Klasyczna teoria piezoelektrycznosci W, VOIGTA [1]

Zalozmy, ze cialo dozna odksztalcenia wskutek dziatania obcigzen zewnetrznych i pola
elektromagnetycznego, ktére to przyczyny zmieniajg sie w czasie. Zaldzmy, ze w ciele
brak Zrédet ciepta i przewodnictwa cieplnego (proces adiabatyczny). Zastosujemy do do-
wolnego obszaru V ciala ograniczonego powierzchnia 4, zasade zachowania energii

d ({1 .
(3.1) k(';t_ {(700,7),-+ U) dV = fX,v,clV—# fp,v,(z'A+ fE,D,dV
14 12 A . 12

Tutaj o jest gestoscia, v; = u; pochodna czasowa przemieszezenia, JX; skltadowg sit
masowych, p; = o;, n; sila kontaktowa, o;; tensorem napre¢zenia a n, skladowg wektora
normalnej do powierzchni 4. Dalej U = U,,+ U, jest energia wewngtrzng (mechaniczng
1 elektryczna).

Przeksztalcajgc rownanie (3.1) 1 wykorzystujac rownante ruchu
(3.2) Opyt+ X = oy,
otrzymamy

[ bav = [ (iey+EDpav.

v v
co prowadzi dla dowolnej objetosci ¥ do lokalnego zwiazku

(3.3) U = O'UélJ‘l"Elbi.
Poniewaz U = U(gy, D), to stuszne jest rownanie
oU Y. au \ .
(3.4) (GIJ— —ée—u")l"[_]'l— (E[—".a—Dl) D[ = O-
Roéwnanie to winnol by¢ spelnione dla dowolnych wartosci &, D,. Stad wynika, ze
ou au
(3-5) | Gy = E—, E = —a—D—[—. .
W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie operowaé entalpia elektryczna:
(36) H= U"'EiD[.
Eliminujac U z réwnania (3.3) i (3.6) dochodzimy do réwnania
oH OH \ -
3.7 ( ——=—g,— —=|E; = 0.
3.7 Gyy asu)ﬁu (Dl+ aE, )E. 0
Réwnanie to winno by¢ spetnione dla dowolnych wartosci &;, Ei, zatem
oH oH
(3.8) Oy = = -

aﬁu ’ 5E, )
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Rozwifimy entalpi¢ elektryczng H(sj;, E;) w szereg Maclaurina w otoczeniu stanu
naturalnego (¢; = 0, E; = 0) i pominmy czlony wyzsze od stopnia drugiego.

{
5 €GEE;

l
(3-9) H‘(EU’ E/) = = Ukl‘"u(‘?u‘ekuguEk
Tutaj CF}H jest sztywnodcia sprezysta przy E; = const., €}, — jest -stalg przenikalnoSci
dielektrycznej przy &;; = const., wreszcie e; jest stala piezoelektryczng. Na podstawie
rozwazan termodynamicznych oraz ze wzglgdu na symetri¢ tensoréw oy i &;; otrzymamy
(3-10) Ciget = Cpriys Cijkt = Crikt> Cijkt = Cijties iy = Exps €y = €y

W przypadku ogélnym krysztatu tréjskosnego mamy 21 stalych sprezystych c¢;jy,.
18 statych piezoelektrycznych e;; 1 6 stalych przenikalnosci elektrycznej &;;. Poniewaz
w przypadku krysztatéw centrosymeirycznych znika tensor polarny, to w ciatach centro-
symetrycznych nie wystapi efekt piezoelektryczny. \

Zwazywszy na réwnania (3.8) i wyrazeme (3.9) otrzymujemy nastepujace zwigzki
konstytutywne
3.1 Gy = Crpa&rr— €y Lr,
(3.12) D, = eikl£kl+elkEk

Wstawmy zwigzki konstytutywne (3.11) (3. 12) do rownan rozmczkowych rozpatrywa-
nego pola sprz¢zonego
{3.13) O+ X, = ou;, Dy =0.
W rezultacie tego postgpowania otrzymamy ukiad czterech réwnan, w ktérych jako nie-
znane funkcje wystapia trzy skladowe wektora przemieszczenia u oraz potencjal elektry-
czny . .
(3.14) Coprithi,y+ Gy @ g+ g = 0y,
(3.15) el — €@ = 0.
Uktad réwnan (3.14) (3.15) winien by¢é uzupelniony warunkami brzegowymi, mecha-
nicznymi i elekerycznymi. Te ostatnie dane sg w postaci
(3.16) ¢ = D(x,t) na 0B, Dn = —0c na 0B,
gdzie

dB = 0B, wdB,, JB,NdB,.

Tutaj o jest tadunkiem powierzchniowym. Znajac rozwigzania (ui‘,go) réownan (3.14)
(3.15) wyznaczymy wektor pola elektrycznego E, = —gp,; a z réwnan konstytutywnych
(3.11) (3.12) naprezenia oy, i sktadowe wektora przesuniecia elektrycznego D,. Polaryzacje
elektryczng P, wyznaczymy ze zwigzku
(3.17) ‘Pl = _D[_"EOE[
Zwazywszy na (3.6) i (3.9) przedstawimy wreszcie energie wewnetrzng U w postaci

1 1
(3.18) U= 5 Cunt iyt 0 € EE;
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Poniewaz U jest nieujemnym skalarem, to prawa strona réwnania (3.18) winna byé
formg kwadratowa dodatnio okreslona, co zabezpiecza stabilno$é rozwiazania.

Przedstawiona tu w sposéb zwarty klasyczna teoria piezoelektrycznodci W. Voigta
stanowi powiazanie elastodynamiki sprezystego ciala anizotropowego z quasistatycznym
polem elektrycznym. Z teorii tej wynika, ze efekty piezoelektryczne nie wystepuja w krysz-
tatach o cechach centrosymetrycznych.

Ponizej podamy najwazniejsze twierdzenia ogdlne. Przede wszystkim podamy roz-
szerzona na piezoelektryczno$¢ zasade prac wirtualnych, przy wariacji stanu przemiesz-
czenia i przesunigcia elektrycznego. Oto postaé tego twierdzenia [10]

(3.19) S +68) = [ (i—qii)du,dV+ [ (p,3u,—~pdDen)dA,
B

an

gdzie

1 1
W = '2—cijkif EuskldV, & = “Z—Et_,fEiEjdV.

W przypadku szczegdlnym rzeczywistych przemieszczen i przesunie¢ elektrycznych,
otrzymamy z (3.19) podstawowe réwnanie energetyczne

. 1
(3.20) %(“///'+é”+f) = in-v,dV+ f(p,v,—(pD,,nk)dA, KA = 50 f'v,-v,dV
B aB B

Rownanie to moZe postuzy¢ do wyprowadzenia twierdzenia o jednoznacznosci rozwigzan
ukladu réownan (3.14) (3.15). \ '

Twierdzenie Hamiltona, uogélnione na piezoelektryczno$¢ ma postaé [10]

1y
(3.21) 8 [ (#~Idt =0,
t2
gdzie
(.22) 1 = [ (=Xau)aV= | (o= ap)dd.
B

Twierdzenie o wzajemnosci prac przedstawia sie w postaci splotowej jak nastgpuje
(323) [XyxujdV+ [ (pyvuj+ Dy x gn)dd = [ X{ xwdV+ [ (0} % u,+Dp » pn)dA.
B aB B aB
Tutaj wprowadzono oznaczenia -
. t
X, *u; = fX,(x, t— Dui(x, v)dr itd.
0

Dotad rozwiazano szereg probleméw szczegdlowych, odnoszacych si¢ do propagacii fal
powierzchniowych Rayleigha, Love’a i Stoneleya i to dla rozmaitych klas krysztaléw
[11] - [15] zagadnienia kwazistatycznego.
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4. Sprz¢zenie fal sprezystych i elektromagnetycznych

W poprzednich rozwazaniach mieliémy do czynienia z oddzialtywaniem kwazistatycz-
nego pola z ruchem ciala sprezystego. Obecnie odrzucimy to zaweZenie, rozpatrujac
zagadnienie dynamiczne, tak sprezyste jak i elektrodynamiczne.

Rozwazmy uklad réwnan elektrodynamiki Maxwella, zakladajac ze M =0, g, = 0.
Mamy

4.1 _ rotH = I+D
(4.2) rotE = —uoH
(4.3) divD =0

(4.4) divH =0
Dodajmy do réwnan (4.1) - (4.8) zwiazki konstytutywne
(4.5) ' D = eE+P
(4.6) B = uH
4.7) = gE

Wrykonujac na réownaniu (4.2) operacje rotacji oraz wykorzystujac réwnanie (4.1) oraz’
(4.6) dochodzimy do réwnania falowego

. : 0E oD
(4.8) rotro’cE+,uocr—aT = —Ho 77>

WyraZmy teraz wektor D przy pomocy zwiazkéw konstytutywnych (3.12) dla zagadnie-
nia kwazistatycznego. Otrzymamy réwnanie

(4.9) El.j.f—Ej..H"',uOO'_l = —lolewm—F5— T€

0E * ey 62Ek)
ot 012 S TEN

gdzie

B |
&y = ‘i(uk.l +uy )

W tych trzech rdwnaniach rézniczkowych funkcjami nieznanymi sa w oraz E;. Po-
zostate trzy réwnania dostarcza nam réwnania ruchu

(4.10) Cukzuk,u‘ekuEk,j_‘l‘Xt = pii;

Otrzymali$my zatem sze$¢ rownan rézniczkowych z szeScioma nieznanymi funkcjami
u;, E;. Rozpatrywany tu problem i jego rozwigzanie pochodzi od J. J. KAYME [16].

Przyktady wykonane przez J. J. Kayme dla krysztatow klasy 42 m (dla ADP — amo-
nium dihydrogen phosphate) wskazuja na dyspersje i thumienie fali pfaskiej. Ttumienie
to znika gdy o — 0, jednak pozostaje dyspersja fal, Widocznym tez staje si¢ z rozwigzanego
przykiadu, ze odksztalcenie ciala nieznacznie tylko modyfikuje fale elektromagnetyczne.
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5. Termopiezoelektrycznosé

W poprzednich punktach zatozylismy, ze proces termodynamiczny jest adiabatyczny..
Teraz odrzucimy to ograniczenie. Oznaczmy przez g wektor przeptywu ciepta. Niech
we wnetrzu ciata dziala Zrodlo ciepta o intensywnosci w. W wyniku dzialania ogrzania
zewnetrznego 1 dzialania Zrodet ciepla nastapi przyrost temperatury &, réwny réznicy
T—T,, gdzie T jest temperatura absolutna a 7, jest temperaturg stanu naturalnego,
w ktorym brak naprezen i odksztalcen.

Ponizej przedstawiamy bilans energii [4]

g 1 .
(5.1) ¥ f (—2—gv,v,+U)dV= f(X,'v,+W)dV+ f(p,-z),-—q,n,-)dA:+ fE,D,dV
v v A v

oraz nieréwnoé¢ Clausiusa-Duhema

: i w

(5.2) S+ (f>, -7 =0

W bilansie energii (5.1) dostrzegamy (w poréwnaniu z wyrazeniem (3.1)) cztony wyrazajace
moc niemechaniczna, przeptyw ciepla poprzez powierzchnig ciatla oraz energie genero-
wana wewnatrz ciala. W nieréwnosci Clausiusa-Duhema (5.2) przez .S oznaczono entropie.
Przeksztatcajac wyrazenie (5.1) w analogiczny sposob jak to zrobiono z (3.1) ,wprowadza-~
jac energi¢ swobodng F = U—ST oraz entalpi¢ elektryczna H = F—D;F; dochodzimy
do nastgpujacych zwigzkow

0H 0H oH q, T,
. = > -D = - ’ = T a7 — T
G-3) A P 05, ST T aT 7 >0
Ostatnia nieréwnos$¢ jest spelniona przez prawo Fouriera przewodnictwa cieplnego
(5.4) 4 = —kyT,

Rozwijajac entalpig w szereg Taylora w otoczeniu stanu naturalnego

1 : 1 o
(5.5) H = '2— CUk, 8[_, Epp— ek,-j Slek'—‘ —:Z—GIJE,EJ—}/,J Eljg—glE‘-@—‘-é"z_'—ogz,

1 wykorzystujac zwigzkt (5.3) dochodzimy do nastepujacych zwigzkéw konstytutywnych

(5.6) . Oy = Cijra b‘kt—)’u@—ekuEk,
cE
(5.7 S =y &+ T@‘F&Eu
) 0
(5.8) ' D, = ey +8.0+€uFy,

Réwnanie (5.6) mozna traktowaé jako zwigzek Duhamela-Neumanna, rozszerzony na.
piezoelektrycznosé. Mamy tu 10 nowych statych: yy;, g, c.. Stala ¢, jest cieplem wlasci--
wym przy statym odksztalceniu.

Wstawmy zwiazki konstytutywne (5.6) do réwnaf ruchu, a zwiazek (5.8) do réwnash
Gaussa (D;; = 0). Otrzymujemy réwnania :

(5.9 Coktlhe, 1= €ty Py — V1,0, + X, = iy,
(5.10) elkxuk.tt—etk¢,kt+g;@,i = 0.
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Powyzsze rownania nalezy uzupeini¢ rownaniem przewodnictwa cieplnego. Otrzymamy
je przy wykorzystaniu bilansu entropii '

(5.11) TS = —qu+ W |
Biorac pod uwage zwiazek konstytutywny (5.7), prawo Fouriera (5.4) oraz zakiadajac,

[

7e <€ | dochodzimy do IinioWego réwnania przewodnictwa cieplnego

(5.12) kiJ@,U_Cs@.- To(yijéij—gid),l) = —-W.

Rdwnania (5.9) oraz réwnanie (5.12) stanowig komplét réwnan termopiezoelektrycznosci.
Obmyslono szereg ogdlnych twierdzen termosprezystosci, takich jak twierdzenie energe-
tyczne, twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwiazaf [17] zasad¢ prac wirtualnych, zasade
Hamiltona [18], twierdzenie o wzajemnosci prac [19]. Dotad rozwigzano tylko nieliczne
zagadnienia szczegblowe, dotyczace propagacji fal [20]. Pole elektromagnetyczne wy-
stepujace w teorii R. D. MINDLINA [4] jest polem kwazistatycznym. Latwo jednak uzyskaé
uogolnienie tej teoril przy rozpatrzeniu dynamicznego pola elektromagnetycznego.
W tym przypadku do dyspozycji mamy uktad réwnan (przy I = 0)

(5.13)y Ey—Epy = —poDy,
(514) Gj[,J+Xl = Qu[,
(5.15) kiy0,—c,O—To(yyéy+8E) = —W.

Do tych réwnaf nalezy wprowadzié zwiazki konstytutywne (5.6) i (5.8). Zauwazmy, Ze
wskutek naprezenia termicznego wszystkie fale sa tlumione i ulegaja dyspers;ji.

" 6. Klasyczna teoria piezoelektryczno$ci w ujeciu R. A. Toupina

Roéwnania réiniczkowe piezoelektrycznoéci Voigta otrzymaé mozna réwniez jako
szczegblny przypadek liniowej teorii dielektrykéw R. A. ToupiNa [24].

Rozdzielmy energi¢ wewnetrzna na dwie czgsci, na cz¢s’éApochodzch od odksztatcenia
i polaryzacji oraz na energi¢c pochodzaca od pola elektrycznego Maxwella’

1
(6.1) U = UK(E[J, Pl)+_2—£0(p,l(p,l
Zwazywszy na (6.1) wyrazimy entalpi¢ elektryczna w nastepujacej postaci
) v
(6.2) ' H = U~DE; = Ulgy, Pi)——z*ﬁo‘P,t??,t'*‘(P,:Pi

Wykorzystajmy twierdzenie wariacyjne R.-A. TOUPINA [24]
t2
(6.3) [ a{ [ (sk—omar+ [ (Xsu+ELsPYAV+ [ pioudd) = 0.
t B* B aB

Tutaj B jest obszarem ciata a B¥ = BUB’, gdzie B’ jest obszarem zewnetrza, Ef jest ze-
wnetrznym polem elektrycznym. W twierdzeniu (6.3) wariacji doznaja przemieszezenia,
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polaryzacja elektryczna oraz potencjal elektryczny. Zauwazmy, ze U" = U (&, P)).
Korzystajac z definicji naprezenia o;; i lokalnej sity elektrycznej Ef, gdzie

out L aut

(6.4) - Oy = »ab‘,j , Ef=-— (’)—Pl
przedstawimy wirtualny przyrost entalpii elektrycznej w postaci

(6,5) (SH = 0‘1J681j+((p'1—EiL)5Pi—'80(p,1(5(p','+PlCS(/')',-

Wstawiajac (6.5) do (6.3) i wykonujac przepisane dzialania, dochodzimy do wyrazenia
2

66) [ dt] [ [oss+Xi—gii)ou, + (BE i+ ED)OP,+ (= coput P)op+ | do+
I B

~ [ copubpd?+ [ [(pi—oun)du,+neolp |~ Pidpldd] =

B’ aB
Ze wzgledu na dowolno$¢ wariacji du;, 0P;, dp otrzymamy nastgpujacy ukiad réwnan
rézniczkowych

(6.7) o +Xi = ol
(6.8) El—@,+E? =0 dla xeB
(6.9) —&oPu+Pr,; =0
(6.10) ¢u=0 dla xeB
| z warunkami brzegowymi
(6.11) o auny = py
(6.12) (—eolg,l+P)n, =0

Roéwnanie (6.8) nie wystepowalo w klasycznej teorii W. Voigta. Jest to tzw. bilans sit
intermolekularnych wprowadzony przez R. A. Toupina na podstawie rozwazan nad
réwnowaga sﬂ elektrycznych.

Przyjmumy energie UX = U'(e;;, P;) w postaci formy kwadratowej, dodatnio zde-
finiowanej

(6.13) Ut = —;c;’jk,e,jek,+%a,€jPiPJ + fray &y P
Z wykorzystania zwigzkéw (6.4) mamy

(6.14) o = Chint &+ iy P

(6.15) : el = fir € +a5 Py

R. D. MinpLIN [23] wykazal, ze przedstawiona tu droga postgpowania prowadzi do rownan
rozniczkowych, identycznych z wyprowadzonymi przez W. Voigta.

7. Gradientowa teoria dielektrykow R. D. Mindlina

- Badania eksperymentalne wykazuja, ze efekt piezoelektryczny wystapié moze réwniez
w centrosymetrycznych krysztatach. Teorie uwzgledniajaca wplyw gradientu polaryzacji
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opracowal R. D. MinDpLIN [3], [23]. Giéwnym osiagnigciem tej teorii jest wprowadzenie
nowego efektu elektryczno-mechanicznego, wystepujacego tak w centrosymetrycznych
jak i niecentrosymetrycznych krysztatach.

Punktem wyjécia naszych rozwazan jest wyrazenie na entalpi¢ elektryczng z punktu 6,
z tym jednak ze U* jest funkcja odksztalcenia ¢;;, polaryzacji P; oraz gradientu polaryzacji
. Pij.

(7.1) H = UL(EU’PI’Pl.j)__zl"eo(p,i(p,l"l'(p.iPi

Wstawiajac powyzsze do zasady Hamiltona w ujeciu Toupina ((6.3) z punktu 6), do-
chodzimy po wykonaniu przepisanych operacji i wprowadzeniu tensora

(7.2) B, =Y

an'i

do nastepujgcego wyrazenia

f2
(7.3) f dt j [(ojt,s + Xy — 0iiy) 6u,+ (Ejp, y+ EF — @1+ EP) 8P+ (— g0 0,1+ Pi) Spld V +
rl B

l3 {2
— _J dt _J g0 @1, OpdV + ’ dt ‘ (i~ oyin)) duy— E;n 0P+ (ol | — PO dpldA = 0.
I B ty B .
Zauwazmy, Ze wystepuja tu dwa nowe czlony: Ej; ;0P; w calce objgtosciowej oraz
E;n; 6P, w calce powierzchniowej. Ze wzgledu na dowolnoséé wielkoscei wirtualnych du,
dP;, dp otrzymamy nastgpujace réwnania rozniczkowe dielektrykdw

(7.5) o+ X = oti;,

(7.4) Ej+Ef—p;+EP =0, dla xeB
(7.6) o —&eu+P, =0,

7.7 pu=0, da xeB

wraz z naturalnymi warunkami brzegowymi

(7.8) pi—aun; =0,

(7.9) E;yn; =0,

(7.10) eolp| =P, = 0,

W stosunku do teorii klasycznej zmianie ulegto réwnanie (7.5), ktére zostato rozsze-
rzone o czlon E;; ;. Doszedt réwniez nowy warunek brzegowy (7.9).

Obok warunku brzegowego (7.8) przyjaé¢ mozemy warunek brzegowy w przemiesz-
czeniach. Podobnie, obok warunku (7.8) mozna przyja¢ warunek dla polaryzacji. Wreszcie
obok warunku (7.10) przepisa¢ moZna potencjat ¢ na brzegu.

Rozwiimy U* w otoczeniu stanu naturalnego, w ktérym odksztalcenie i polaryzacja
sa réwne zeru a tensor E;; przyjmuje warto$é b3 ‘

1

1
P p P,G
P} b}?jkl i Pik+ Cifki €y et

1
(7.11) UL = b P+ =afCP P+ 5

2
+dfu Py e+ Preptiin Pi Py
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Zwazywszy na zwiazki

ou* ouU* oUt
(7.12) UU:E&:’ Ef = ~ P, Eu=‘a’13;",
dochodzimy do rownan konstytutywnych
(7.13) Oy = Cijn g+ Jeij Pr+ iy Prg,
(7.14) —Ef = [ b+ Prtim Pogs
{7.15) Ei; = dig e iy Pr+biu Pl,k+b?j-

Wstawienie zwiazkéw (7.13) - (7.15) do réwnan (7.4)- (7.6) prowadzi do ukladu
siedmiu réownan rézniczkowych, w ktorych jako wielkosei nieznane wystapia funkcije
u;, P;, . Zauwazmy, ze wprowadzenie gradientu polaryzacji nie podwyzsza rzgdu réwnan
rozniczkowych.

Godnym uwagi jest fakt, ze sprzezenie elektromechaniczne wystapi w przypadku ciat
centrosymetrycznych. W tym szczegdlnym przypadku jest /i, = 0, ji;x = 0 gdyz nieparzyste
tensory sa rowne zeru dla ciat centrosymetrycznych, podczas gdy stale d;;, nie znikaja.
Ze zwiazkow (7.13) 1 (7.15) staje si¢ widoczné, ze stale d;;,; odgrywaja rolg sprzezen miedzy
polem elektrycznym i mechanicznym.

W przyp:idku ciala izotropowego réownania konstytutywne przyjma postaé
(7.16) Oy = Crally 1 O+ Cag(y yuy ) +dy s Py &y +das(Pr;+ P ).

(TN Ey=dug, 0+daa(uy j+uy ) +byo P y0ij+baa(Py i+ P )+
' + b7 (Pyi— Py, ) +b°0,,
(7.18) EE = —aP,

Podstawienie tych zwiazkdéw do réwnan rézniczkowych (7.16) - (7.18) prowadzi do
nastepujacego ukladu trzech sprzgzonych rownan rozniczkowych
(7.19)  cqqVu+1(c 2+ caq)graddive+d, V?P+ (d,,+dsg)graddivP+ X = pu,

(7.20)  dogViu+(dis+dis)graddiva + (bys + b77)V2P +
+(byy+bsqa—by)graddivP—aP—grade+ E° = 0,

(7.21) —&Vip+divP = o, dla x€ B,

(7.22) V=0, dla xeB.

Do réwnan rozniczkowych (7.19) - (7.22) dochodza warunki brzegowe (7.8) - (7.10).
Uktad réwnan (7.19) - (7.22) jest ziozony i trudny do rozwigzania w tej postaci.

W przypadku nieskofczonego obszaru sprezystego znaczne uproszczemie réownan
otrzymamy przez dekompozycje wystepujacych w nich wektoré6w na czgéé potencjalna
1 czg$¢ solenoidalna.

(7.23) v = grady+rotH, P = grady+rotK, divH=0, divK=0,
(7.24) X = p(grad®+roty), E°® = gradr+roté, divg=20, divé=0.
Wstawienie dekompozycji wektordw (7.23) - (7.24) do réwnan roézniczkowych (7.19) -
(7.22) sprowadza je do dwu niezaleznych od siebie ukladéw réwnan
Cyy D%V"*‘duvzx = —ot,
(7.25) ' duVip+ (b \Vi—a)y—p = —1,
Vig—eV3ip = oo,
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oraz
Caa D3 HAdy V2K = —on,

Ao V2H + (b Vi —a)K = E.
Tutaj wprowadziliSémy oznaczenia
Cpy = Cia+2044, diy =diy+2das. by = b4 204y, buy = byy+byy

(7.26)

l 1 & Ci1 2 Caq e
2 g2 _y2 2. yi_ 92, ¢ = | T ]
1 cf d, > 13 C% ! 1 ( 0 ) s Ca ( 3 )

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny podiuznej fal plaskiej, propagujacej si¢ w nieskoficzonej
przestrzeni sprezystej w kierunku osi x; . W tym przypadku jest
(7.27) p=px,1), @=e0,1), z=x0,1), K=0 H=0

Pozostajg nam réwnania
b | '
(1,2 ot — (1—}-71;15--3,2)3%—4— —2—3,2) (w, 1) =0, @=¢e5'g
acs 131

g2
(7.28) a=a+ezt B= ‘i@,‘l‘? >0
ciqa
Dla fali harmonicznie zmiennej w czasie jest
(7.29) (w, 1, @) = (@°, x°, @®)exp[—iwt+ikx,].
Tutaj 9°, x°, ¢° sg stalymi (amplitudami) a v = w/k jest predkoscig fazowa. Wstawiajac
(7.29) do (7.28) otrzymamy réwnanie charakterystyczne

o)
(7.30) Bl kA (l—m—0? = 0, 7=t o =2
I acy, €
z ktorego wywodza sig cztery pierwiastki
1 TR W IETE
(131 Kiaae = k=1 (L=n) £y T—nP +40il3.
L,y2 :

Interesuja nas jedynie pierwiastki rzeczywiste, gdyZz tylko te prowadza do rzeczywistych
predkosci fazowych

l e —————U
(7.32) kyo = +k ko, = l_/—z:‘/l—-n+ V(=52 +402l2.

1

W rezultacie otrzymamy fale
(7.33) W, ) = (%, xVexp[—icwt +ikx, ]+ 2, ¥°)exp[—iwt —ikx],
gdzie v = w/k. Zauwazmy, ze k = k(w), co wskazuje na to, ze fale ulegaja dyspersji.

Dotad rozwiazano nieliczne zagadnienia dynamiczne, przede wszystkim jednowymia-
rowe. [26] [27] [29].

Wréémy do wyrazenia dla energii wewnetrznej. R. D. Mindlin wykazal, Ze stuszny
jest zwigzek

) 1 7 |
(7.34) B_[ vay = . 5‘ (x,-u,+E?P,)dV+§-a_£ {(ay0,+Ey Pyny+
—(—&olp,l +P,x,+b?jP_,)n,}dA .
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Zalézmy teraz, ze brak jest sit masowych i zewngtrznego pola elektrycznego (X, = 0,
E? = 0) oraz ze warunki brzegowe na powierzchni 08 sg jednorodne
(7.35) ouny; =0, Euyn; =0, (—sglp,l+P)n, = 0.

Wtedy z réwnania (7.34) pozostaje nam
(7.36) foav =1 [nbopda.
B* 2 2m ‘

Jest to tzw. energia deformacji i polaryzacji. ‘

Rozpatrzmy prosty przykiad zagadnienia jednowymiarowego odnoszacego sig¢ do pol-
przestrzeni sprezystej x, > 0. Rozwigzmy jednorodny ukfad réwnat rézniczkowych
(z réwnan (7.19 - (7.21))

¢, 103u, +d,; 3P = 0,
(7.37) ‘ , dy u +b,, 0P, —aP —d,p =0,
—g @+, P =0,
ktéry rozwigzad nalezy przy uwzglednieniu jednorodnych warunkoéw brzegowych
0y = € 0yuy+d;, 0, Py = 0,
(7.38) Ell =d“51u1+b“611’1+b0= O,
60(61(p+—61(p—)+P1 = 0, dla xl = 0,

oraz

(7.39) u, -0, P, -0, -0 da x,—» o
Rozwigzanie tego zagadnienia w polprzestrzeni sprezyste] ma postaé
(7.40) u, = ufe=l, Py = PleNih, g = glemi,
gdzie

Wielkosci P, ¢ 1 u, zanikajg wykladniczo wewnatrz ciata. Energia deformacji i polaryzacji
przyjmie warto$é

b3

2la
W rozpatrywanym tu przypadku braku sit masowych i zewnetrznego pola elektrycznego
oraz przy uwzglednieniu jednorodnych warunkéw brzegowych, catkowita energia wewnetrz-
na wyraza si¢ catkq powierzchniowa (7.36). Wyrazenie to jest rowne zeru, gdy przyj-
miemy by = 0. Wyrazenie (7.36) nazywamy energia powierzchniowa deformacji i pola-
ryzacji.

Na podstawie rozwazan Tosi oraz Gemmera, Mac Rae i Gazisa [38] [39] traktowaé
mozna energi¢ deformacji i polaryzacji (7.36) jako te czgsé energii, ktora dodaé nalezy
do energii wigzéw miedzyatomowych aby otrzymaé energie potrzebng do rozdzielenia
materiatu wzdtuz powierzchni S. ' '

Zauwazmy, ze w wyrazeniu na entalpi¢ pomineli$my czlon ¢f;e;;. Jednak wprowadzenie

(7.41) U= - <o,
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wstepnego odksztalcenia nie zmieni stanu rzeczy. Wprowadzenie cztonu e;;cf; prowadzi
do jednorodnego stanu naprezenia, ktére w ciele ograniczonym mozna usungé przez
natozenie jednorodnego stanu odksztalcenia.

Gradientowa teoria piezoelektrycznosci wyjasnia rowniez anomalie wystgpujace
w cienkich blonach sprezystych (efekt Meada [21] [22]), w pomiarze wielkosci C~* (C —
pojemno$¢ elektryczna). .

W ostatnie] dekadzie gradientowa teoria piezoelektrycznosci R. D. Mindlina doznala
znacznego rozwoju, szczegolnie w zakresie zagadnien ustalonych. Uzyskano funkcje Greena
dla wielko$ci u;, P;, @ w nieskoiiczonej przestrzeni sprezystej. Obmyslono funkcje naprezen,
uogdlniajac funkcje Galerkina oraz Papkowicza-Neubera na zagadnienia piezoelektrycz-
noéci. Rozpatrzono zagadnienie dziatania punktowego ladunku elektrycznego, umiesz-
czonego w polprzestrzeni sprezystej. Wiele uwagi poswigcono badaniom energii deformacii
i polaryzacji [25] - [29].

W ostatnich latach sporo uwagi poswigcono propagacji fal sprezystych w osrodku
piezoelektrycznym. Zanotujmy badania odnoszace si¢ do fal plaskich, walcowych i sfe- .
rycznych oraz fal powierzchniowych Rayleigh’a i Love’a. [30 - 32] [35].

W ostatnich latach opracowano réwniez podstawy termo-piezoelektrycznodci [34]
oraz rozwigzano szereg problemdéw ustalonej i nieustalonej termopiezoelektrycznosci
takich jak fale termosprezyste, funkcje Greena, rozszerzone zagadnienie Lamba [35] - [37].

8. Sprzezenie fal mechanicznych i elektromagnetycznych w teorii gradientowej R. D. Mindlina

W rozwazaniach naszych, dotyczacych gradientowej teorii-dielektrykdw, traktowali$my
pole elektromagnetyczne jako kwazistatyczne pole elektryczne. Obecnie uwolnimy sig

od tego zaloZenia i rozpatrywaé bedziemy peiny uktad réwnan Maxwella (przy I = 0,
M = 0). :

(8.1) TotH = _c'?_g_’ B = rotd,
(8.2) = —gradp—d, divD = g,.

Tutaj ¢ jest skalarnym potencjalem elektrycznym, 4 wektorowym potencjalem magnetycz-
nym. Réwnania (8.1) (8.2) wraz ze zwigzkami konstytutywnymi

(8.3) D= €0E+P, B='uoH,

sg punktem wyjécia dalszych rozwazan, W rezultacie eliminacji wewnatrz réwnan (8.1) -
(8.2) otrzyma si¢ nastepujace rownania falowe

(8.4) (V2= p—c*e5 'divP+c2e5lp, = 0,
(8.5) (2V2~02)A+e5'P =0, dla xeB, c= (guo) ?
oraz

(V2= 32)p = 0
(c?V2—-81Yd =0
Zauwazmy, Ze réwnanie bilansu sit intermolekularnych

(8.7) Ej+Ef +E+E =0,

(8.6) dla xeB’
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jest sprzezone z réwnaniem (8.5) i (8.4) a to poprzez czton E; = —g¢,;~4;. W przypadku
ciala izotropowego otrzymamy nastgpujacy ukiad réwnan

(8.8) caaViut(cyy teaa)graddive +dy VP4 (d, , +dyg)graddivP+ X = pi,
(8.9)  dauViu+t(d,,+ds)graddive+ (byy+b,,)V2P4-
+(byy+byy—bs7)graddivP—aP—grad p— A4 + E° = 0,
(8.10) (e?V2—7)p—ceg'divP+c2e5lp, = 0,
8.11) (?V2—0]) A+e5'P = 0.
Otrzymali$my nader ztozony ukiad réwnan sprzgzonych. Uklad tych réwnan podany

zostat przez R. D. Mindlina [32]. Badania tego autora [32] wykazaly, ze w przypadku

harmonicznych fal poprzecznych w kuli wptyw sprzgzenia jest nieznaczny i Zze stosowana
moze byé teoria kwazistatyczna.

Ponizej podajemy uogolnione réwnania sprzgzonej termopiezoelektrycznodci

(8.12)  c4qViu+(ciz+cea)graddivu+d, V2P + (d,, +da,)graddiv P+

+X = pu+ygrad @,
(8.13) d44V2”+(d12 +d44)graddivu+ (b44+b77)V2P+

+ (byz+bas—by7) graddivP—aP—gradp— A+ E° = ngrad 0,

1
(8.14) (Vz——cjaf)q)—sa‘divP+ g5to. = 0,
1 .
(8.15) (vz— Faf)A—eglc—ZP =0,
(8.16) kV20 —¢,0 — To(yit o+ 1Py ) = ~ W.

W niniejszym artykule przegladowym przedstawiliémy modele piezoelektrycznoséci i termo-
piezoelektrycznosci, poprzez najprostszy model Voigta az do ztozonego modelu dynamicz-
' nej termopiezoelektrycznosci. Widocznym jest, ze wraz z uogélnieniem modelu rosna trud-
noéci matematyczne rozwigzania ukladu réwnan. Jednoczesnie jednak bardziej zioZone
modele wyjasniaja szereg anomalii i pozwalaja na wykrycie nowych zjawisk.
Badania pél sprzezonych prowadza do nowych interdyscyplinarnych dziedzin nauki
i tworza pole wspélpracy badaczy reprezentujacych rézne dziedziny, mechanikow, akusty-
kow, termodynamikow i elektrodynamikow.

Rozwdj pdl sprzezonych jest charakterystycznym trendem we wspoiczesnej mechanice
ciala statego.
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Pesome

MATEMATUUYECKAS MOJIEJL PEHOMEHOJIOTHUYECKOI'O ITBE3O3JIEKTPUUECTBA

PaBota riocssena UCIKYCHH HEKOTOPEIX MATEMATHYGCKHX MOMe/ieil be30aJIeKTPUUECTBa U Nbe30-
~tepmoanextpuyectBa. Haunnan ¢ momenu B. dDofirra, nepeuncieno Sonee ofiuie ClIyusd B KOTOPBIX
9JIEKTPOMArHETHUECKHE H AehOPMALIMOHHBIE ITOJIH CONPSHKenbl. PACCMOTPEHO KBA3UCTATHUCCKYIO MOJEID
TEPMOIIbE30AJICKTPHUECTBA X JOBOJILHO OBLIyIo mojens MHHIUIHMHA, B KOTOPOIl yUTeHO BIUSNHE Cpa-
HeNTa MOJSIPH3aUMM B YIIPYroMm JEHIJIEKTPHKE.

Summary
MATHEMATICAL MODELS OF A PHENOMENOLOGICAL PIEZOELECTRICITY
The purpose the paper is to discuss mathematical models of piezo-thermoelectricity. Starting from
W. Voigt quasistatic mode! we pass to more general case in which there is a coupling between the electro-
magnetic and deformation fields. The quasistatic model of the thermopiezoelectricity and general model

introduced by Mindlin, in which the effect of a polarization gradient in elastic dielectrics is taken into
account, have been also considered. :
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