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Spis oznaczen

Aof(D) — funkcja obliczona na podstawie funkcji S,0, S, T, itd.

A D — funkcja obliczona na podstawie funkcji $,0, S, T, itd.
o — wspoélczynnik przejmowania ciepta
oy = 7N
oy — wspdlczynnik rozszerzalnoéci ciepinej
Bi = aTh — liczba Biota
J1} — parametr ksztéltu; = +0.5, 0, —0.5 dla warstwy, walca lub kuli
ox*(1—2)
Cp — ciepto wlaéciwe przy stalym ciénieniu.
Ar — krok czasowy przy pomiarze temperatury medium grzejacego
Ae — krok czasowy przy pomiarze WOT
a4, — krok czasowy przy pomiarze WOP
ege(£, T) — odksztalcenie
G — modut $cinania
h — grubos$¢ warstwy
L(x) — zmodyfikowana funkcja Bessela I rodzaju, rzgdu »
J, (%) — funkcja Bessela I rodzaju, rzgdu »
k=2E on
1—v
x = Qi — wspdlczynnik dyfuzyjnosci temperaturowej
P
A — wspdlczynnik przewodnictwa cieplnego
4
An = -5 @2n--1)
Hn — kolejne pierwiastki réwnania Jg(u) = 0
y — liczba Poissona

q(¢, 7) — strumien ciepta
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o0 — gesto$c

5 — parametr transformacji Laplace’a

Sof(?) — przybliZenie fonkcjif(t) przez funkcj¢ schodkowa

S, /() — przyblizenie funkcii /() przez funkcje odcinkowo-liniowa

o) — naprezenie

t —czas

Ti(x) — temperaturg medium grzejacego warstwe, obliczana wzgledem tem-

peratury odniesienia T,

T, = T(p4y) —wynik pomiaru temperatury medium grzejacego w chwili czasu
pAr,p=1,...,P

T = Z—i — liczba Fouriera (bezwymiarowy czas)

O¢, 1) — temperatura punktéw warstwy, obliczana wzgledem temperatury

odniesienia T, ,
O, = O(&*, kAe) — wynik pomiaru temperatury w punkcie wewnetrznym ciala w chwili
czasu kdg, k =1,...,K

O,T, 4, ... — transformaty Laplace’a funkcji@, T, u, ...
u(f, 7) — przemieszczenia punktow warstwy )
u, = w(&*, rAd,) — wynik pomiaru przemieszczenia w punkcie wewnegtrznym ciala
wchwilird,, r=1, ..., R
woOP — wewngtrzna odpowiedZ przemieszczeniowa
wor — wewngtrzna odpowiedz temperaturowa
Y, (%) . —funkcja Bessela Il rodzaju rzedu »
7(x) — funkcja Heaviside’a
x — wspolrzgdna przestrzenna
&= x/h — przestrzenna wspoirzedna bezwymiarowa
&* — punkt, w ktérym znana jest WOP lub WOT; &* € [0, 1]
* — mnozZenie splotowe
Wstep

W wieln przypadkach w technicé znajomo$é wspdlczynnika przejmowania ciepla
odgrywa istotna rol¢. Wyznaczanie tego wspdlczynnika jest bardzo trudne z uwagi na to,
iz umieszczanie czujnikéw (termopar czy innych) na powierzchni elementu maszyny za-
kidca warunki nagrzewania. Czgsto umieszczenie czujnika na ogrzewanej powierzchni
jest bardzo utrudnione (Scianki silnikéw odrzutowych czy spalinowych, topatki turbin itp.)
lub nawet niemozliwe (np. na powierzchniach wspdtpracujacych). Trudnosci zwiazane
z wyznaczaniem liczba Biota i wspoélczynnika przejmowania ciepta sa znane (por. [1],
a takze [2, 3] iin.), a kolejne metody ich wyznaczania, proponowane w literaturze dajg —
przy tym samym zestawie danych wyjsciowych — czesto znacznie rézniace sie od
siebie wyniki (por. [2] i [4]). Niekt6re spo$réd proponowanych metod zawieraja niedomo-
wienia znacznie utrudniajace ewentualne ich wykorzystanie (np.- [5]); inne prace oferuja
metody bardzo zlozone, dla ktérych brak jakiejkolwiek weryfikacji eksperymentalnej czy
numerycznej (por. [3]).
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W niniejszej pracy rozwaza si¢ pole temperatury w warstwie o grubosci # w przypadku,
gdy jedna z jej powierzchni ograniczajacych jest cieplnie izolowana, za$ na drugiej powierz-
chni mamy do czynienia ze swobodng wymiang ciepta pomigdzy no$nikami ciepla, a roz-
wazang warstwa. Zaklada si¢, Ze temperatura poszczegdlnych punktéw warstwy zalezy
tylko od odleglosci od powierzchni izolowanej oraz od czasu. Tak wigc rozwazane jest
zagadnienie jednowymiarowe. Wzory, okreslajace liczbe Biota, wyprowadzono przy wy-
korzystaniu transformacji Laplace’a.

Zagadnienie wyznaczania wspotczynnika przejmowania ciepla nazywane jest czasami
zagadnieniem odwrotnym przewodnictwa ciepla (por. [2, 6] i in.). W niniejszej pracy
zagadnienie to potraktowane jest nie tylko inaczej niz w pracach [2, 3, 4] czy [5], lecz takzZe
szerzej. Proponowane poniZej dwie metody okreslania liczby Biota i wspolczynnika przej-
mowania ciepta bazuja: pierwsza — na odwrotnym zagadnieniu przewodnictwa ciepla,
za$ druga —na odwrotnym zagadnieniu teorii napr¢zen cieplnych, W pracy podano
takze mozliwoéci uogdlnienia metody na przypadek cial o innej geometrii (kula, walec,
ew. warstwa sferyczna i rura), jak réwniez przedyskutowano inne mozliwe podejscia do
rozwazanego problemu. Otrzymane wyniki zilustrowano przykladem numerycznym.

1. Zagadnienie odwrotne przewodnictwa cicplnego

Rozwazmy jednowymiarowe zagadnienie przewodnictwa ciepta w cieplnie izotropowej.
warstwie o grubosci h. Przyjmijmy, Ze 0§ Ox skierowana jest od dolnej powierzchni war-
stwy, bedacej powierzchnia o réwnaniu x = 0, w gére. Ponadto zaloZzymy, Ze dolny brzeg
warstwy jest cieplnie izolowany, za$ na brzegu gdérnym mamy do czynienia ze swobodna
wymiang ciepla. Warunki poczatkowe dla temperatury przyjmiemy jednorodne. Wpro-
wadzajac bezwymiarowe wspotrzedne £ = x/h oraz 7 = xt/h* mozna sformutowaé naste-
pujace zagadnienie brzegowo-poczatkowe: :

a2 d '
(2~ 26w =0, (1.1
90
73?\5:0 =0, . (1.3)
36 )
BE e —Bi[&(], r)—Tf(?)]- . (1.9

W dalszym ciggu rozwazan plaszczyzne o réwnaniu & = const bedziemy identyfiko-
waé — z uwagi na jednowymiarowo$¢ zagadnienia — z punktem o wspdirzednej £.

Aby wyznaczy¢ liczbe Biota Bi przyjmujemy, iz temperatura 7,(7) medium grzejacego
warstwe jest znana funkcja czasu oraz Ze znana jest zmienno$¢ w czasie temperatury
w punkcie o wspdlrzednej &* (tzw. wewngtrzna odpowiedZ temperaturowa, w skroécie
WOT); & € [0, 1]. Zaréwno WOT jak i Ty(tr) mozZe by¢ przy tym dana w postaci zbioru
danych dyskretnych, pochodzacych z pomiaréw.
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At;y wyznaczyé liczbe Biota na podstawie WOT i Ty, nalezy rozwigzaé zagadnienie
(1.1)- (1.4). Po prostych obliczeniach otrzymujemy nast¢pujaca postaé transformaty
Laplace’a temperatury

Bicoshé | s

O, s) = T(s — - — . 1.5
(&8 = Tl V/s sinh /s +Bicosh /s (19
Przeksztalcajac wzor (1.5) otrzymujemy zwiazek
— . cosh&y/s 1 = 1 = sinh /s
TS—'*—*‘——*":.T:"—’@E)S'*"_.‘@E,S"_%_ 1.6
'r()scoshy/s 5 TR )]/s cosh /s ( )

Odwrécenie transformat po lewej i prawej stronie zwiazku (1.6) nie nastrgcza trudnoéci.
Otrzymujemy réwnanie

’I;I(T)* [l +2 2 (—)‘1)" COS(“n)e—m] = 7(1)+O(¢, 1)+ —]—;—0(5, 7)* Ze“:',
n=l " n=] .
skad
20(¢, 7)x S‘ g=tr
Bi = = = . (.7
Ty(7)+ [1+2,,§ (_a,l) cos(fln)e":'] —n(1)* O, 7)

Zatézmy teraz, iz zaréwno WOT jak i Ty znane sq w postaci zbioréw danych dyskret-
nych, pochodzacych z pomiardw. Przyjmijmy, Ze obie serie pomiardw zostaly rozpoczete
w tej samej chwili czasu, ktdra jest jednocze$nie chwila poczatkujaca proces nagrzewania.
Zalozymy, Ze kroki czasowe w obu seriach pomiaréw sa stale i wynosza, odpowiednio,
de i Ay. Wowczas mamy do czynienia ze zbiorami {0 }ey,...x 0raz {Tp}pa1,...r Opi-
sujacymi zmienno$é funkeji O(£*, 7) i Ty(r) w chwilach czasu réwnych odpowiednio
kdg i pAr. Przyjmujemy przy tym, ze chwile K4 i PAy nie sa zbyt od siebie odlegle;
liczb¢ Biota bedziemy bowiem okreélaé w przedziale czasu [0, min(Kde, PAyr)]). Majac
oba wspomniane zbiory danych latwo mozna skonstruowaé funkcje, opisujace w przy-
blizeniu zmiennosé @(&*, t) i Ty(7) w czasie. Najprostszymi tego typu funkcjami ciaglymi

53 splajny [7]; najbardziej ,,zgrubne” przyblizenie obu funkcji mozna uzyskaé aproksy-
mujac je funkcjami schodkowymi.

I tak — aproksymacja WOT oraz T, przy pomocy funkcji schodkowych prowadzi
do wzoréw

P
Ty(v) = SoTy(v) = ) (T,~ T,-)n(z—pdy),
p=1
/ (1.8)

K
O£+, ) = SoO(E%, ) = Y (Bu=0,_)n(t—kdy),

k=1
_gdzie To = Oy = 0. Otrzymujemy wdwczas
‘ Bi % AoBi() = Lo(v)[Mo(7), (1.9)
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gdzie
&
Lo(7) = L{ﬂ O 1)[“24\_/ - -*£<r~kde)]n(f_k49)} (1.10)
k=1 n=1 "
P ) .2 w "
Mo(r)=2{(T T, 1)[1 —pAr _1—‘25_ 2 > (_231) cos(E* 1) %
p=1 =17 (1.11)

K
y e_z:«_,m] n(z—p/ T)} _ Z {(B=0y_,) (1— kA y(t— kAg)}.
k=1

W przypadku, gdy 7Ty(v) = Ty = const, mianownik ulamka okreélajacego liczbe
Biota, M,, przyjmuje szczegblnie prosta postaé, a mianowicie

. _ E*x2 1 n
Mo(D)lr, =const = 7}[1’— 1—5— -2 Z ) cos(&*2,) x
n=1

) (1.12)
et Z {(O4—=6,_) (z ~kAe) (T —kAs)}.

Aproksymacja WOT i Ty przy pomocy najprostszego splajnu, jakim jest funkc;a ciggla,
odcinkowo-liniowa (lamana) prowadzi do wzoréw

X
O ) % S04, D) = 5= D {(hrs =204+ 04-) (= kAey(v— kAg)}, (113)
k

=1

.
TAD) % S, THD) = = DT 2Tt T G=pdr)n(e—pdn).  (114)

T ool
Woéwcezas

Bi = A4,Bi(z) = L (7)/M(7), (1.15)
gdzie

de

k=1

K
. 1 1
Li(r) = — - 2 {(@k+1—'2@k+@k-1) [T—kds— R +
' (1.16)

[ee]

-

1
a

Son

+2

n=1

e“"'z-('*’“’e)] n(r—kAg)},

P

Mm@ = 4 SN Ta-2m4 70| 5 o=

p=1
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n=1

o mpi (=89 -2 DD cos(era) x (.17

B . :
2 ] 1
x (1 _e-z,.(t—pd@))] ?’](T""pAT)}'_ ﬂ@— Z {(Qk“_
k=1 .

'_'2@k+ @k— x)(T*kAe)zn(T —kA@)} .
W przypadku, gdy Ty(7) = Ty = const, funkcja M, () przyjmuje szczegblnie prosta
postaé, a mianowicie :

Ml = T [ (=892 Y C D coserngeniv]| -
n=1 "

K (1.18)
1 Y ,
~ g k%{ {(Oy1, =20, +6,_ ) (z—kdo) n(r—kA@)},

Przy wyprowadzaniu wzoréw (1.9) - (1.18) wykorzystano wzory 0.234 z tablic [8] oraz
wzor (4.13) z pracy [9] dla przypadku H=01ia— 0,

Ze wzorow (1.16) 1 (1.17) widoczne jest, iz okreélanie liczby Biota przy pomocy WOT
i Ty(x) przyblizonych funkcjami tamanymi wymaga znajomosci ,,przysziych™ wartosci
WOT i Ty(z) w stosunku do chwili czasu, dla ktérej okreslana jest funkcja A, Bi(z). Wy-
korzystanie ,,przysztych” wartosci WOT i Ty polepsza dokladnoéé otrzymanych wynikéw —
Jjednakze przedstawianie WOT i T} w postaci splajnéw wyzszych rzgdéw znacznie kompli-
kuje wzory. Z tego tez wzgledu nie bedziemy przedstawiaé z»\Tiazkéw opisujacych 4, Bi(t)
dlan> 1. )

Warto na zakonczenie tej czgéci pracy zaznaczyé, e zalezno$¢ funkcji 4, Bi(z) od czasu
wynika tylko i wylgcznie z faktu przedstawienia WOT i T;(7) w sposob przyblizony. Jest
to wigc raczej zalezno$€ od S,0(&*, 1) czy S, Tr(7) niz od czasu. Przy wzrastajacych war-
todciach 7 funkcja A4, Bi(7) zbliza si¢ do pewnej wartodci stalej bedacej wlasnie poszuki-
wang liczbg Biota. Ilustruje to dobrze przyklad liczbowy, zamicszczony w czgéci piate]
pracy.

2. Wyznaczanie liczby Biota na podstawie wewnetrznej odpowiedzi przemieszczeniowej

Do zatoZert sformutowanych na poczatku czeéci pierwszej dotozymy zaloZenia naste-
pujace: '
— warstwa jest sprezysta, izotropowa
— dolna powierzchnia warstwy jest unieruchomiona
— goérna powierzchnia warstwy jest wolna od obcigzen
— przemieszczenia odbywaja sie tylko w kierunku osi Ox
— przemieszczenia i predkosci poczatkowe punktow warstwy sa réwne zero.
Rozwazany jest zatem jednoosiowy jednowymiarowy stan odksztalcenia w warstwie
sprezystej, wywolany ogrzewaniem gdérnej powierzchni warstwy w sposGb, opisany zwigz-
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kiem (1.4). Zespdt réwnan (1.1) - (1.4) nalezy uzupelnié réwnaniami i warunkami naste-
pujacymi:

9? 1 82 00
(’a’gj ez W) ug, v) =k %5“, (2.1)
|
LI(E, 0) = 0, E;‘,zo : 0’ . (2'2)
(0, 1) =0, (23)
ou . .
5 L:l = kO(1, 7). (2.4)

Warunek (2.4) wynika z zalozenia o braku obcigZen na gérnej powierzchni warstwy
(por. wzér (3.11) dla g = 0.5 i p(z) = 0). Aby wyznaczy¢ liczbe Biota Bi przyjmujemy
tym razem, iz oprécz funkcji 7y(7) znana jest zmiennoé¢ w czasie przemieszczenia w punkcie
o wspotrzednej £* (tzw. wewngtrzna odpowiedz przemieszczeniowa, w skréocie WOP).
Zagadnienie brzegowo-poczatkowe sktadajace sig ze zwiazkéw (1.1) - (1.4) i (2.1) - (2.4)
rozwiazujemy przy zastosowaniu transformacji Laplace’a. Po prostych obliczeniach otrzy-
muje si¢ nastgpujacag postaé transformaty Laplace’a przemieszczenia:

Ty(s) keBi lscosh /s sinh (5 %) —c}/s sinh (£ /s ) cosh %—]
u(€,s) = (2.5)
s(s—c)*cosh —z— [|/; sinh /s +Bicosh /s |
Przeksztalcajac wzor (2.5) otrzymujemy zwigzek
— cosh}/s sinh (é“i)
/ _.
B 6 9+TE, 9~ TS kT )| — e
: Vs sioh's Vs (s—c*)sinh /s cosh =
: (2.6)

_ csinh(E ;/;)

s(s—c¥)sinh /s

Odwrécenie transformat po lewej i prawej stronie zwiazku (2.6) nie nastrecza trudnosei.
Otrzymujemy :

1 © _a11 . .
B 4 DFuE, r)*(1+2"§ e=ai7) = P(1)»2keTy(), Q2.7)
gdzie
, .

@ || sinh (5 oz,,) —alr

Py = | &Ly S (—ysin(Ean | s

a? Ol e e N

n=1 cosh( c ) .
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2 2 — — 1) sin(E4,) ___ 2.8)
et 1/ 203, (AF+c) {cosh y 2¢4, —cos ;/ZCZ,,)
.;< {sinﬁ ],/20_1" [ﬂnsin (cﬂ_,,r - %) —-cCcos (cﬂ,, T—- ~ZL)] —

—sin 1/%,1_,, [l,,cos (cﬂ,,r — —;i) ~+csin (cﬂ,,r — %)”

Bi = - &, ) : (2.9)

ke T,(7)* P(v) —u(f, 7)* (1+2 exp( 2 7))

Stad

- Przyjmujac, podobnie jak w poprzedniej czgsci pracy, 12 tak WOP jak i T;(r) dane sa
w postaci zbioréw danych dyskretnych, pochodzacych z pomiaréw, moZna zbudowad
w analogiczny jak uprzednio sposéb funkcje A,Bi(z), opisujaca liczbg Biota w sposéb
przyblizony. Jesli zatem {u,},~,,..,r jest zbiorem danych dotyczacych zmian przemiesz-
czenia od chwili 7 = 4, do 7 = R4, za$ {T,}p~,.. » — zbiorem danych dotyczacych
temperatury medium grzejacego, przy czym chwile P4y i R4, nie sa od siebie zbyt odlegle,
to aproksymumc WOP i T;(t) — przykfadowo — funkcja schodkows, otrzymujemy

Z(ur—ur 1)77(‘[ TA,,)

Bi ~ AOBI(T) = NoGo , Ug =0, . (2.10)
gdzie '
» ) . . O
. || sioh (é’ )
No(7) = 2kc2 (T,—T,_,) S (1 sin(etay) | x
p=1 n=1 cosh c" n
I —exp[—ox(z—pdr)] l S (= 1)"sin(£*4,)
X ) 7 +2
aa oz +c?) J ~ ]/20,1 (A2+4c¢?)(cosh |’ 2¢A, —cos Y/ 2ch, )
X sinh]/202 l—(ﬁ——cos cA(v—p4 )—ﬁ) 1 1/2 -+ (2.11)
: "le\ 2 MR I\ 2 '

. . L r s )
+sin [cl,,(r—pAT)— —Z—])] —sin}/2c2, 53 (% +sin [cﬂ,,(-c—pAT)- %]) +

K

+ __L (]/_2_ —CoSs [can(r—pdr)— -:i])] n(r_pAT)i_
R ©

- 2 {(ur'—ur—l) [T-rAu+ % -2 2 —(é—e\"“'zl""'""’] n(r—rA,,)}.

=1

re=1
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Wzér (2.10) jest znacznie bardziej ztozony, niz zwiazki (1.9) czy (1.15). Jeszcze bardziej
ztozona bedzie postaé funkcji 4, Bi(z), zbudowanej na podstawie WOP i T¢(t) przybliZzo-
nych splajnami rzedu n. Tym niemniej widoczne jest, Ze rowniez na podstawie WOP
moZna W -— mimo wszystko —stosunkowo prosty sposéb wyznaczyé liczbe Biota.

Pl

3. Uogélnienie metody na przypadki kuli i walca

Wykorzystujac tzw. parametr ksztattu, [6, 10], mozna sformutowaé zagadnienie wy-
znaczania liczby Biota jednoczesnie dla walca, kuli i warstwy, a takZe dla warstwy sferycznej
i rury. Réwnanie przewodnictwa ciepta mozna bowiem zapisaé w postaci [6]

(62 N 1-28 @
P T

gdzie parametr ksztaltu f przyjmuje wartoéci +0.5, 0, —0.5 odpowiednio dla warstwy,
dla walca i dla kuli. Po prawej stronie réwnania (3.1) mozna — w razie potrzeby — umies-
ci¢ czton odpowiedzialny za produkcje ciepla [10]. Uzupelniajac réwnanie (3.1) warunkami
(1.2), (1.3) i (1.4) otrzymujemy zagadnienic brzegowo-poczatkowe dotyczace badZ warstwy
o grubosci 1, badz walca i kuli o promieniu I (jest to jedynka bezwymiarowa). Dla wyzna-
czenia liczby Biota niezb¢dna jest znajomo$¢ WOT oraz Ty(t), przy czym moga one byé
zadane w postaci zbioréow danych dyskretnych, pochodzacych z pomiaréw.

© Transformata Laplace’a temperatury, @(£, 5), ma w tym wypadku Postaé

O¢;7) =0, (3.1

BifPT,(£)/s)

O, 5) = Tp(s) —= =lALES . 3.2)
s Ipai (1/s)+Bilg()/s)
Stad po przeksztalceniu otrzymujemy
E1/5) _ 1 Lo (Vs)
Ty(s )——~ — 0O, S)+—@(§ syl (3.3)
La(s) s Vs L,lvs)
Odwrécenie transformacji prowadzi do nastepujacego réwnania:
6 J-—ﬂ(aunf) )
T 1-2 =
f(r) ( ﬂnJ—ﬂ+1(/4‘n)
(3.4
L= 77('5)*@(5, T)+—@(§ T)#* \ gm KT
n= l
gdzie u, sa pierwiastkami réwnania J_g(u) = 0. Stad otrzymujemy wzor
20(E, )% D, e~ ,
.Bi= n=1 R _ (3.5)

J_ n —uly N -

A}
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ktorego szczegblnym przypadkiem jest zwiazek (1.7). Dla g = +0.5 mamy bowiem
Yn = A, oraz

2 2
(%) = 1/;2; sinx, J_,(x)= ]/E COSX.

Dalszy tok postgpowania przy wyznaczaniu liczby Biota jest analogiczny jak w czesdei
pierwszej pracy. Otrzymuje si¢ wzory o postaci zblizonej do (1.9) czy (1.15); wystepujace
w tych wzorach niektére szeregi nieskoficzone mozna zastapi¢ ich sumami, wykorzystujgc
wzory (22) i (17) z pracy [12], przy czym we wzorze (17) nalezy dokonaé przejécia granicz-
nego z parametrem a do zera; oba te wzory nalezy wykorzysta¢ dla n = —f. Dla 8 =
= —0.5 i +0.5 funkcje Bessela przechodza w funkcje trygonometrycznc — tak wigc
woéwczas, tzn. dla przypadku warstwy i1 kuli, otrzymane wzory majq postaé szczegdinie
przydatng do obliczen numerycznych. Wzordw tych nie przytaczamy z uwagi na prostote
ich wyprowadzenia.

Jak widaé ze zwigzku (3.5), warto$¢ liczby Biota jest powigzana z ksztaltem prébki,
dla ktérej znana jest WOT. Zwiazek ten staje si¢ jeszcze bardziej widoczny, jesli zamiast
warunku (1.3) przyjaé warunek

2290 o, tub np. (3.6)
66 =&

@(50’ T) = ’I‘W(T)’ (3.7)

tzn. gdy mamy do czynienia z warstwa o grubosci A(1 —§&,), warstwa sferyczna czy te
rura, o takich sanfych grubosciach §cianek. Tutaj ¢,.(z) i T,,(7) sa funkcjami opisujacymi —
odpowiednio — strumief ciepla i temperatur¢ na $ciance ¢ = §,. Powiagzanie liczby
Biota z ksztaltem ciala jest wowczas o tyle bardziej ztozone, Ze oprécz funkeji J_g(x)
‘pojawia sig we wzorze opisujacym liczbg Biota takze funkcja Y_ 4(x).

Jedli réwnanie (3.1) z warunkami (1.2), (1.3) i (1.4) uzupelnié¢ réwnaniem

? 1-28 0 1-2 1 o2 20(¢,
(FET_{——E.-E@— 5218'"_‘,"2' arz)u(6’7)=k"—(a§‘r—) (38)
i warunkami (2.2), (2.3) oraz '
ou (1-28» u _
LI ?Ll - kO(, v, (39)

to otrzymuje si¢ uogdlnienie metody przedstawionej w czesci drugiej pfacy. Jednakze
wzory, okreélajace w tym wypadku liczbe Biota sa bardziej zlozone od (2.9) i (2.10).
Warto tu moze zwrécié uwage na fakt, Ze przyjecie w miejsce warunku (2.3) warunku

u(bo, ) = U(v), * (3.10)

1ub w miejsce (3.9) warunku
260y [ou  (1-26p u o
h(1—2v) [a—g T-y E k@L = P, (3.1D)

gdzie U(t) i p(t) opisuja — odpowiednio — przemieszczenie brzegu & = &, lub obcia-
Zenie brzegu £ = 1, prowadzi do wzoréw, z ktérych wynika, ze warto$¢ liczby Biota wy-
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znaczana na podstawie WOP i Ty(7) zalezy od warunkéw natury mechanicznej, w jakich
probka sie znajduje. Jest to whniosek dosy¢ oczywisty zwazywszy na to, iz do okreslenia
liczby Biota ma byé w tym przypadku wykorzystana wielko§¢, na kidrg tego typu warunki
maja istotny wplyw.

4. Inne mozliwosci wyznaczania liczby Biota

Liczbe Biota mozna wyznaczaé nie tylko na podstawie znajomosci WOT czy WOP.
Mozna w tym celu wykorzystaé np. strumien ciepla ¢(§*, ) (o ile uda si¢ go w punkcie
wewnetrznym czy brzegowym w jaki§ sposob zmierzy¢), odksztatcenie (6%, 7) =

d
T e
& = &%), gdzie £* € [0, 1]. Wystarczy w tym celu dokonaé odpowiednich operacji na wzo-
rach (1.5) i (2.5), czy tez odpowiadajgcych im wzorach, opisujacych temperaturg i prze-
mieszczenie przy wykorzystaniu parametru ksztattu . Np. rézniczkujac wzér (1.5) po &,
mnozac obustronnie przez wspolczynnik przewodnictwa cieplnego i oraz zastgpujac

O(&, 5)
I}

u(§, D)|s=g+ czy naprezenie oi(8¥, ), okreslone wzorem (3.11) (oczywidcic dla

wyrazenie A ——>— przez —g(&¥*,s) mozna, przeksztalcajac tak otrzymany wzér na

0§

transformate strumienia ciepla, otrzymaé zwigzek

[ve]
29(&, T)* D e~ Mt
n=1

Bi 4.1)

2ATy(7)* ; (—1)'sin(é4,) e~ —n(2)*q(£, )

5. Przyklad liczbowy

Wykorzystujgc wzory (1.9) oraz (1.15) wyznaczymy liczbe Biota na podstawie danych
eksperymentalnych, dotyczacych pomiaréw temperatury na zewnetrznej $ciance rozbieZnej
dyszy silnika rakietowego, dokonanych podczas testowania tegoz silnika, [4]. Dane te
wielokrotnie stuzyly do wyznaczania liczby Biota i wspdlczynnika przejmowania ciepia
(por. [2, 4, 5}; w pracy [5} wyznaczono takze warto$¢ wspolczynnika przejmowania ciepla
metodg przedstawiong w pracy [11]). Wspomniana dysza miala $ciankg¢ o grubosci A =
= 0.0211 m, co pozwolilo te $cianke traktowaé w przybliZeniu jako warstwe plaska (sto-
sunek promienia zewnetrznego do wewnetrznego by na catej dtugosci dyszy bliski jednosci).
Pozostate dane sa nastepujgce: temperatura otoczenia dyszy Ty = 300°K, temperatura
gazéw w dyszy T, = 2946,2° K, o = 7900 kg/m?3, ¢, = 545 Ws/kg°K, $redni wspél-
czynnik przewodnictwa cieplnego A = 35 W/m°K; czas pracy silnika — 16 sekund. Na
podstawie danych temperaturowych okreslono, podobnie jak w pracach {2, 4, 5], wartoéci
O i Ty wg wzordéw

T—T, T,— To

0 = == amena T =
T,— T, T T, =T,

=1, T—temperatura bezwzgledna. (5.1)

6 Mech, Teoret. i Stos. 1—2/82
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PoniewaZ dane eksperymentalne sa niepetne i dotyczg temperatury w chwilach czasu
od t'=6sdot=16scols, ofrzymane wyniki wykazuja tendencje do ustalania si¢ do-
piero dla ¢ > 10 s. Wartosci liczby Biota, otrzymane ze wzoréw (1.9) i (1.15) przeliczono
nastepnie na wartosci wspoétczynnika przejmowania ciepta wg wzoru

o« = Bidjh. (5.2)

Otrzymane wyniki przedstawiono w tabeli 1; podano tam takZe dla poréwnania wyniki
otrzymane w pracach [2, 4, 5], oraz rezultaty cytowane w [5], a otrzymane metoda przed-
stawiona w pracy [11]. Warto zaznaczy€, Zze we wszystkich cytowanych pracach zakiadano
stalosé liczby Biota. W pracach [5] i [11] zakladano dodatkowo, Ze wspdlczynnik prze-
wodnictwa cieplnego, 2, jest funkcja temperatury. Spowodowato to znaczne zmniejszenie
wartoéci wspolczynnika przejmowania ciepla, o, w stosunku do wynikéw otrzymanych
przy zalozeniu, ze A = const.

Jak wida¢ z tabeli 1, wartosci wspélczynnika przejmowania ciepla otrzymane réznymi
metodami cechuje duza rozbieznos$¢. Na tle rezultatéw otrzymanych w cytowanych pra-

Tabela 1. Poréownanie wartoSct wspbdlczynntka przejmowania clepla, «, wyznaczonego réoznymi metodami
na podstawie tych samych danych.

? ©(0, 1) I o

| bezwym | oy | gusy | wm | @ | ®m | wu
6 | 0.00033 7388 | 2395 | 22542 | 18219 | 5366 | 5817
7 | 001588 | 1072 | 696.6 | 22542 | 18100 | 600.6 |  S87.0
§ | oo216 | 11757 | 8843 | 22542 | 16103 | s92.6 | 5984
9 | 003020 | 12417 | 9605 | 22542 | 16909 | 6742 | 6853
10 | 0.03855 | 12016 | 10569 | 22542 | 1669.7 | 7120 | 6932
11 | 004724 | 13189 | 11117 | 22542 | 16419 | 737.4 | 730.0
12 | 005291 | 13004 | 11385 | 2542 | 1497.6 | 7182 | 7219
13 | 006046 | 12796 | 1133.6 | 22542 | 14431 | 7236 | 7258
14 | 006764 | 12576 | 11290 | 22542 | 1387.0 | 723.0 | 7251
15 | 007823 | 12552 | 1127.0 | 22542 | 14130 | 7536 | 7650
16 | 008615 | 12485 | 11355 | 22542 | 13837 | 7583 | 7700

cach, wyniki uzyskane przy wykorzystaniu wzoréw (1.9) i (1.15), wyrdzniaja si¢ tym, ze
dla ¢ > 10 maja tendencje do oscylowania wokoét pewnej stalej warto$ci. Tendencje taka
majg takze wyniki przedstawione przez R. C. Mehte w pracach [2] i [5], jednakze metoda
kolejnych przyblizen, jaka wykorzystal on do uzyskania tych wynikéw, jest nieporéwnanie
bardziej ztozona od metody zaprezentowanej w niniejszej pracy.

Warto zwr6cié uwage na fakt, ze wyniki uzyskane w niniejszej pracy na podstawie
wzoru (1.15), sa gorsze (por. tabela 3) od wynikéw uzyskanych na podstawie zwigzku (1.9).
Wynika to z fragmentarycznoéci danych z pomiaréw. Przy znajomosci danych pomiaro-
wych dla chwil od ¢t = | do ¢t = 16 z krokiem czasowym réwnym 1 s, wyniki uzyskane
na podstawie wzoru (1.15) sg oczywiscie doktadniejsze od rezultatéw bazujacych na (1.9).

Nastepnie sprawdzono, jaki jest zwigzek pomiedzy wartosciami wspéiczynnika przej-
mowania ciepla, otrzymanymi w niniejszej pracy oraz w pracach [4] i [2], a wynikami
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pomiaréw temperatury $cianki dyszy, [4], przedstawionymi w drugicj kolumnie tabeli 1.
W zwiazku z tym obliczono $rednig wartosé wspo{czynmka o, biorac przy tym pod uwag@
dane nastepujace (por. tabela 1)
— dla (1.9): od t = 10 do ¢t = 16,
— dla (1.15): od ¢t = 11 do ¢ = 16,
— dla [2]: od ¢t =12 do ¢ = 16.

Otrzymane w ten sposob wspolczynniki ae, a takZe odpowiadajace im liczby Biota,
przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Przyblizone wartosci wspélezynnika przejmowania ciepla, oy i liczby Biota, Big,.

(1.9) (1.15) [4] 12] (1.9) popr.
g 1278.83 1129.22 2254.2 1424.88 1376.78
Biy | 0.77095 10.68076 1.35896 0.859 0.83

Wartoéci temperatury @(&, 1) mozna obliczy¢ na podstawie wzoru

., \'_ Bicosttm) .
O, 1) =1 22 (Bi? +Bi+ u2)cos i, © ’ (5'3)

ktéry otrzymuje sig, odwracajac transformatc;, dana zwiazkiem (1.5). TutaJ Mn S8 pier-
wiastkami réwnania ’

ptgn = Bi. (5.4)
Wstawiajac do wzoru (5.3) w miejsce Bi wielkosci, podane w tabeli 2, wyliczono war-

tosci temperatury dla chwil od ¢t = 6 do r ="16 s. Otrzymane wyniki przedstawiono w ta-
beli 3.

Tabela 3. Wartoéci temperatury w chwilach od ¢ = 6 s do + = 16 s, obliczone na podstawie wspélezynnikéw

'z tabell 2.

t 0,1

51 | pomiar (1.9) (1.15) (4] 2] (1.9) popr.
6 | 0.00933 0.00754 0.00674 0.01228 0.00830 0.00805
7 | 0.01588 0.01238 0.01109 0.01999 0.01361 0.01321
8 | 002116 0.01824 0.01635 0.02921 0.02002 10.01944
9 | 0.0302 0.02494 0.02239 0.03965 0.02735 0.02656
10 | 0.03855 0.03232 | * 0.02906 0.05104 0.03540 0.03440
11 | 004724 0.04025 0.03622 0.06314 0.04404 0.04281
12| 0.05291 0.04860 0.04379 0.07577 0.05312 0.05165
13 | 0.06046 0.05728 0.05166 0.08878 0.06255 0.06084
14 | 0.06764 0.06620 0.05976 0.10203 0.07222 0.07027
15 | 0.07823 0.07530 0.06804 0.11544 0.08208 0.07988
16 | 008615 | 008453 0.07644 0.12893 0.09206 0.08962
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Wyniki przedstawione w tabeli 3 dyskwalifikuja w zasadzie rezultaty pracy [4] oraz wartoéé
liczby Biota otrzymana na podstawie wzoru (1.15). Co do tego ostatniego, stwierdzono
juz wyzej, iz wynika to z fragmentarycznosci danych. Kazdy bowiem wzdr okreslajacy
liczbe Biota w oparciu o S,@(£*, T) wymaga znajomosci danych pomiarowych poczawszy
od chwili poczatkowej przy stalym kroku czasowym; brak danych dotyczacych pierwszej
fazy procesu wymiany ciepta powoduje tym wigksze zafalszowanie wynikéw, im dokfadnie;
przyblizona jest funkcja @(&*, 7) przez S,0, tzn. im wyisza jest warto$¢ n. Najmniej
wrazliwa na brak informacji z pierwszej fazy procesu jest funkcja S,@ — widaé to w ta-
beli 3.

Na podstawie obliczonych dla Bi = 0.077095 wartosci temperatury dokonano po-
nownego obliczenia liczby Biota, biorac takze pod uwage tylko wyniki dla chwil czasu
od ¢t = 6 s do t = 16 s. Oszacowana na podstawie tych obliczen wartoéé liczby Biota,
réznigca sie (na skutek niepelnych danych z ,,pomiardéw”) od wartoéci wyjsciowej, postu-
zyla do oceny stopnia dokladnosci wynik 6w z tabeli 2 w przypadku stosowania wzoru (1.9)
do wspomnianych na wstepic danych z pracy [4]. Stwierdzono, iz fragmentaryczno$é
danych z pomiaréw powoduje zanizenie wartosci liczby Biota. Poprawiona — w oparciu
o te rozwazania — liczba Biota zostala podana w tabeli 2 jako ,,(1.9) popr.”. Odpowiada-
jaca jej zmiana temperatury (0, t) przedstawiona jest w ostatniej kolumnie tabeli 3.
Poréwnujac te wyniki z danymi pomiarowymi wida¢, iZ sa one znacznie im blizsze niZ
wyniki otrzymane na podstawie wzoru (1.9). Jednoczesnie wida¢ duza zgodnoéé tak otrzy-
manych rezultatéw z rezultatami otrzymanymi na podstawie pracy [2].

W przypadku posiadania petnych danych z pomiaru, od ¢t = 1 do dowolnej chwili
czasu, wartosci wyliczone na podstawie wzoréw (1.9) czy (1.15) bardzo szybko dazg do
pewnej wartosci granicznej, o ile oczywiscie wartos¢ liczby Biota jest stala w rozwazanym
procesie grzania (chtodzenia). Co do przedstawionego wyzZej zestawu danych pomiarowych,
oraz otrzymanych na ich podstawie wynikdw, widaé, ze zatoZzenie o stalosci liczby Biota
bylo tu niestuszne. Tym niemniej otrzymana warto$¢ liczby Biota, przedstawiona w ostat-
niej kolumnie tabeli 2, ma charakter pewnej wartosci Sredniej.

Natomiast symulacja numeryczna, polegajaca na obliczeniu zmiany w czasie tempera-
tury w punkcie & = £* przy zadanej liczbie Biota, a nastepnie odtworzenie tej liczby Biota
na podstawie wzoréw (1.9) czy (1.15) catkowicie potwierdza przydatno$é tych wzoréow
w przypadku, gdy Bi = const.

6. Whnioski

Przedstawione metody wyznaczania wspdlczynnika przejmowania ciepla oraz liczby
Biota r6Znia si¢ nieco w zaleznosdci od ksztaltu préobki (badanego obiektu) oraz rodzaju
wewnetrznej odpowiedzi, na podstawie ktorej wspomniane wiclko$ci si¢ wyznacza. Otrzy-
mane wzory, opisujace te zalezno$é, sa proste, a do otrzymania na ich podstawie wynikéw
wystarcza maszyna cyfrowa o nieduZej pamigci operacyjnej. (Przedstawione w czgsci
piatej wyniki otrzymano na kalkulatorze programowalnym TI-59). W przypadku przy-
blizania odpowiedzi wewngtrznej przez splajny wyzszych rzeddw nalezy wziaé pod uwage,
iz dokladno$é otrzymane;j przy ich pomocy liczby Biota zalezy w duzym stopniu od znajo-
moécei historii procesu, poczawszy od chwili £ = 0, od kroku czasowego, a takze od iloéci
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posiadanych danych. Wobec mozliwosci wykorzystania danych z wnetrza ciala, a nawet
z brzegu przeciwnego w stosunku do grzanego, przedstawione metody umozliwiaja okre-
$lenie liczby Biota i wspoélczynnika o w takich warunkach, gdy nie ma mozliwo$ci doko-
nania pomiaru temperatury na brzegu grzanym, lub gdy pomiar taki jest bardzo trudny
do przeprowadzenia. Prezentowane tu podejscie nie wymaga stosowania procedur itera-
cyjnych, co jest wspdlng cecha wielu innych metod, przedstawionych w literaturze. Przy
fragmentarycznych danych zastosowanie podejicia zademonstrowanego w piatej czesci
pracy pozwala w prosty sposéb okresli¢ przyblizona warto$é liczby Biota.

Wydaje sig, iz przedstawione w pracy wyniki moglyby sta¢ si¢ punktem wyjécia do
zbudowania urzgdzenia pomiarowego, ktére na podstawie danych temperaturowych,
przemieszczeniowych czy innych obliczaloby warto$é liczby Biota czy wspdlczynnika
przejmowania ciepta. '

Warto tu tez zaznaczy¢, Ze przy znanej wartosci liczby Biota moZna na podstawie
przedstawionych wyZej wzoréw wyznaczyé temperature 7y czynnika grzejacego w przy-
padku, gdy jest ona stata. Wystarczy w tym celu przeksztalcié¢ wzor (3.5) do postaci

O, )+ [n(7)Bi+2 5:” et
T, = = 2= - (6.1)

. Eﬁj'ﬁ(:unf) _ul ]
B 1-2 ) = oPEnS) o-pir
177(7:)* ,.,;1 /-th—ﬁ+l(,u’n) ¢

Wzor na okreslenie 7, mozna tez tatwo otrzymaé przeksztalcajac zwigzek (2.9) w przy-
padku, gdy 7, = const. Prowadziloby to do mozliwoéci okre§lenia temperatury gazéw
np. w silniku rakietowym czy odrzutowym bez potrzeby umieszczania czujnikéw w tymze
gazie, :

Mozna wreszcie wyznaczy¢ jednoczeénie i liczbg Biota i temperaturg nodnika ciepla Ty
(gdy jest ona stala), jesli znane sa odpowiedzi wewngtrzne w dwoéch réznych punktach
badanego ciala.

Wydaje si¢, ze rozwiniecie metod, przedstawionych w pracy, na przypadek wspol-
czynnikéw zaleznych np. liniowo od temperatury, a takZe na przypadek innych procesdw,
opisywalnych ukladem réwnan rézniczkowych liniowych, mogloby doprowadzi¢ do po-
wstania nowych metod badan nieniszczacych.

Literatura cytowana w tekscie

—

- B. Staniszewskr, Wymiana ciepla, podstawy teoretyczne, PWN Warszawa 1963.

- R. C. Menra, Solution of the Inverse Conduction Problem, AIAA Journal, 15, 9, 1355 - 1356 (1977).

3. Y. TALER, Metoda eksperymentalnego okreslenia wspélezynnika wnikania ciepla w warunkach nie usta-

lonych, Czas. techn., 1978, 43 - 46.

4. D.R. Barrz, A Simple Equation for Rapid Estimation of Rocket Nozzle Convective Heat Transfer
Cocefficients, Jet Propulsion, 27, 49 - 51, (1957).

- R. C. MEeurta, Extension of the Solution of Inverse Conduction Problem, Int. J. Heat Mass Transfer,
22, 1149 -1150 (1979).

. M. J. Crarxowskr, K. Grysa, On a Certain Inverse Problem of Temperature and Thermal Stress Fields,
Acta Mechanica, 36, 3 -4, 169 - 185 (1980).

™~

LA

=)



86 K. GRryYsA

7. R.S. VARGA, Functional Analysis and. Approximation Theory in Numerical Analysis, Soc for Ind. and
Appl. Math., Philadelphia, (1971), tlum. ros. Izd. Mir, Moskwa (1974).

8. 1. S. GrRAD3TEIN, 1. M. RiZix, Tablicy integralov, summ, riadov i proizvedenii, 1zd. WNauka, Moskwa
(1974).

9. K. Grysa, J. JANKOWSKI, O suniowaniu pewnych szeregéw Diniego I trygonometrycznych, pojawiajgcych

© sie w zagadnieniach mechaniki osrodkdw cigglych, Mech. Teoret. Stos., 16, 3, 299 - 319 (1978).

10. A. V. Lykov, Teplomassoobien — spravoénik, Izd. Energia, Moskwa (1978).

11. J. V. Beck, Noulinear Estimation Applied to the Nonlinear Inverse Heat Conduction Problem, Int. J. Heat
Mass Transfer, 13, 703 - 716, (1970). :

12. K. GryYsa, O sumowaniu pewnych szeregéw Fouriera-Bessela, Mech. Teoret. Stos., 15, 2, 205 -214
1977).

Pesmonme

METOJH, OITPEDENEHMSA YKCIIA BHO M KOSDPPHIIMEHTA TEHﬁOOBMEPlA

B crareu npeicraBieHsl Be MeTOZBl omnperesieHusi uucia bDumo u Koadduumenta TerutoobmeHa.
OO0e meTonbl BLIBEACHR] MIPH MCIIONB30BAHUN UHTErPANLHOro npeobpasoBanust Jlamnaca. Ilepnast meton
MoJIyyeHa BCIEACTBE peuieHust o0paTHOI 3ajaud TeruIonpoBOKHOCTH. [0 BLIBEJEHHSI BTOPOH HCIFONb-
30BaHO PEIeHAE OAHOI NPOBNEMMBI TEOPHM TEPMUUECKHUX HANpshKeHuH. IIpecTaBiiedpl TOXKE JIpyTue
BO3MOXKHOCTH ornpefeneHust uncia buo. 3arem, HCnonb3ys HEKOTOpbIe NAHHLIE H3MEPUTENbHbIE, [[UTH-
pPOBaHIbIE B JIPYTHX CTATBLSIX, CACJAHO UHCIIOBYIO IIPOBEPKY NEPBOM MeTONLI. BLIUNCIIHTENbHbIE PE3YiL-
TaThl CPABHEHO C PC3YJIHTATAMH ITOJIYUEHHBIMH APYTUMI aBTOPIMH.

Summary

METHODS OF DETERMINATION OFF THE BIOT NUMBER AND THE HEAT TRANSFER
COEFFICIENT

In the paper two methods of determination of the Biot number and the heat transfer coefficient are
presented. Both methods are based on the Laplacs transform techniques. The first method takes into
account a solution of an inverse hsat conduction problem. In order to dzrive the second method a solution
of a problem of the thzory of thormal stresses is exploited. Other possibilities of the Biot number d:termin-
ation are also mentionsd. Making use of some measuring data, quoted also in other papsrs, a numerical

verification of the first method is made. The results of computation are compared with those obtained
by other authors. :

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 9 wrzesnia 1981 roku.



