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1. Aktualny stan zagadnicnia

Przyjecie wydtuzalnosci osi tuku prowadzi do jakosciowo innych zagadnien w proble-
matyce badania statecznosci w pordwnaniu np. do tukéw bedacych w stanie bezmomento-
wym (1), gdzie przez utrate statecznosci rozumie sig¢ wystapieni¢ stanu gi¢tnego. Wyréz-
niajac w tukach o osi wydtuZalnej stan deformacji statycznej oraz badajac naloZzone na
niego male, liniowe drgania mozna wyznaczyé krytyczne warto§ci obcigZenia i réwno-
czesnie typy utraty statecznosei (bifurkacja, przeskok).

Forma utraty statecznoéci zalezy od sposobu podparcia, ksztattu osi tuku, wydhuzal-
nosci jak réwnieZz samej wyniostosci.

W ostatnim czasie zagadnienia krytycznego i pokrytycznego zachowania si¢ tukow
sa przedmiotem coraz intensywniejszych poszukiwan. SCHREYER i MASUR [13] w oparciu
o metody energetyczne rozwazaja kryteria utraty statecznosci fuku pryzmatycznego obcia-
2onego statym cisnieniem gazu. DicKIE i BROUGETON [3] rozwazaja tuk obciaZzony radialnie.
Praca ma charakter teoretyczny i doswiadczalny, Wykorzystujac energetyczng metode
badania statecznosci stosowana w [13] autorzy przeprowadzaja poroéwnanie otrzymanych
rezultatéw z danymi do$wiadczalnymi. Bifurkacja lukéw wyniostych z uwzglednieniem
wydtuzalnosci osi jest rozpatrywana przez Dyma [4]. Utracie statecznosci oraz pokrytycz-
nemu zachowaniu sie tukéw kolowych poddanych réwnomiernie roztozonemu obcigzeniu
o nie zmieniajacym sie kierunku dzialania, po$wiecony jest rozdzial ksiazki Dyma [5].
Réwniez BRUSH i ALMROTH [2] rozwazaja stateczno$¢ kolowych pierécieni. Analiza za-
chowania sig¢ liniowo-sprezystego tuku kotowego, przy zalozeniu hipotezy plaskich prze-
krojéw i przyjeciu nieliniowosci geometrycznej badana jest przez SCHMIDTA [9, 10, 11, 12].
Podstawa analizy jest opis tuku poprzez uktad szesciu réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzgdu. Praca [12] zawiera ponadto przeglad literatury poswigcony temu za-
gadnieniu poczynajac od 1884 r. PrauT [8] analizuje stateczno$é ciaglych elementéw
konstrukcyjnych (prety, tuki) obciazonych niezaleznie dziatajacymi obciaZeniami typu
konserwatywnego jak i niekonserwatywnego, lecz w zakresie statycznego kryterium utraty
statecznosci [1]. Z nieliniowego réwnania stanu wyréznia si¢ réwnania opisujgce stan
zerowy (stan statycznego ugigcia w procesie obciazenia), wyboczenie oraz stan pokry-
tyczny. Obok wspornika rozpatrzono kotowy tuk utwierdzony przegubowo, obcigZzony
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pionowo trzema silami skupionymi. Zbadano wplyw niedokladnodci przylozenia sity
skupionej. KorniszyN i IsANBAJEWA [6] rozwazaja zachowanie si¢ powlok kolowych
o stalej grubosci z uwzglednieniem warunku statecznosci. Podana jest analiza form utraty
statecznosci.

Celem obecnej pracy jest zbadanie statecznosci pryzmatycznych tukéw z materiatu
liniowo-sprezystego poprzez analize matych, liniowych drgani nalozonych na stan sta-
tycznego, nieliniowego ugigcia. Na przykladzie tuku kotowego zostanie przedstawiony
zwigzek migdzy formami drgan, a formami utraty statecznosci.

2. Geometrycznie nieliniowe sformuntowanie zagadnienia. Wyprowadzenie réwnan ruchu.

2.1. Zwiazkl geometryczne, prawo fizyczne. Rozpatrzmy tuk nieodksztalcony w kartezjan-
skim ukladzie wspoirzednych (rys. 1), ktorego réwnanie osi srodkowej ma postaé:

x= [cos®(¢)ds,
0

. (1)
y= [sin0@)ds,
(1]

gdzie kat @ mierzony jest miedzy osia OX, a styczng do osi fuku w punkcie s. Zwigzek

4 . Todt
p 2
T Z
[‘ o dh
y—~——sl- | A
I . : 8 +do (] . x
Fis) } 3 R
os)|/ )|( X 40
! \ ¢
. A
Rys. 1 Rys. 2

mig¢dzy elementem dtugoéci tuku ds, a2 zmiang kata d@ pokazano na rysunku 2. Krzywizna
tuku oraz zwiagzki migdzy wersorami n, T zdefiniowane sa nastgpujaco:

1 do dn - dz -
k=-g=a G-k =k @
Niech tak opisany tuk ulegnie odksztalceniu (rys. 3).

Promien wodzacy dowolnego punktu s przed odksztalceniem ¥ oraz po odksztalceniu ™
Zwigzane sa z przemieszczeniem z nastepujaco:

F*(s) = F(s)+u(s), : (3
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przy czym zachodzg nastgpujace zwigzki:

s
% =7 | =1,
d* . di*
= AX%o¥ —
ds IT 3 glee AT - dS » (4)
de* dr*
k* = dsF = T g n*

Rys. 3

Odksztalcenie osi $rodkowej tuku e, w dalszym ciagu bedzie rozumiane w sensie
miary Cauchy’ego jako:
. — ds*—ds
°T T ds

= A¥—1. (5)

Odksztalcenie & warstwy fuku odleglej o z w kierunku normalnej od osi érodkowej (rys. 4)
moze by¢ zapisane:

(R*—2)d@* - (R—2)dO® |

o) = (R—z2)d@ ©®
Korzystajac z (4) i (5) otrzymujemy:
— &(z) = —1—_-1‘-2/? {eo+2[(1 + eg)k*—k]}. (7)

YV ukladzie wspoirzydnych (7, 7n) zwiazanym z osia nieodksztalcona, przemieszczenie
u zapiszemy:
= DT+Wh. ®)
Z (3) i (4) otrzymujemy:
(14 80)T* = (1 4+ &'+ kw) T+ (V' — ko) 7. )
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Korzystajac z rozkladu wektora T* w bazie (7,n) otrzymujemy z (9) nastepujacy
uklad rownan: :
(14 go)cos(@*—0) = 1+2"+kw,
— (1 — &)sin(@*—0) = W' —kv. (10)

R

P
N

Rys. 4

Po podniesieniu stronami do kwadratu réwnan (10) i dodaniu otrzymuje si¢ nastgpu-
jacy zwiazek migdzy odksztalceniem osi érodkowej &, i sktadowymi przemieszczenia v, w:

go= — 1+ V(I+0 +kiw)+ v — k)2 . (11

Wprowadzajac oznaczenie:

Pp=0%*-0, (12)
_zapiszemy zwiazek migdzy zmiang kata 0, a skladowymi v, W w postaci:
% = —arctg Lkv (13)
I+2"+kw
Jesli oznaczymy: ' .
%= (1+¢6)k*—~k, (14
to odksztalcenie (6) mozna zapisaé: ’ '
£(z) = so+(—sok+n)l+%, (15)
.za$ napreZenie (zgodnie z pfawem Hooke’a)
o(z) = an+E(—sok+n)l+Lkz. (16)

Nalezy zauwazyé, e w elementarnej teorii zginania lukow na ogdt przyjmuje si¢ » =
= k¥ —k (pomijajac ¢, we wzorze (14)).
2.2. Réwnania ruchu. Po podstawieniu (16) do wzordw okreSlajacych sily uogoélnione:

N=[[oaa,

. | (17)

— ff ozdA,

A

M
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(gdzie N oznacza sile podtuina, M — moment zginajacy) otrzymamy nastepujgce zale~
noéci: P \
N= EAEO EIZOk(—'sok‘*'”)) H

: 1\“4=,—_E12p( sokfi'-x),_. R o (18)
gdzie [15]: - ' ' S TP

L e
: );:

Korzystajac z (13), (14) i (18) otrzymujemy nastqpujqce réwnania (po rozwigzaniu-zé

wzgledu na v, W, 9): R

1+kz~ \'

A fv o AAI Yo At P, P
= —kW (1 COSQP)'*“ (EA éﬁ) cosy,
Al LA ﬁ kﬁ, .:‘,...i.«';:\\___\“ :
' VA ' v v A L .
M M 2Jzzm - .
¥ E120 (1+k EA )+kEA Sk AT TIPS

_Réwnania ruchu uktadu wyprowadzxmy z zasady prac przygotowanych. Warunkiem
komecznym 1 wystarczajacym réwnowagi. ukladmpodsdanego wigzom ustalonym (tzn. nie-
zaleznym od czasn), jest réwnos¢ zeru sumy prac, wxrj,ualnyc(h sil, dzmla}qcych na uklad .
(z uwzgl@dmcmem sit bezwiadnodci) S e .

6W"6LH‘O,‘_A S

N

(20)

gdzie W jest sumg prac przygotowanych sit v&ewngtf;anych 8L za$ sumg prac przygoto-
wanych si zewnetrznych.

Pracg wirtualng sit wewngtrznych i zewnctrznych obliczamy z réwnafh:

SW = fffa,,aa,,dV 5f(zswao Mé“x)ds
‘ o @1
f(f gAu) 6uds, s

w2

przy czym w pracy sil zewngtrznych pomijamy prac,g Jmomentu pochodzacego od bez-
wladnosci obrotu przekroju poprzecznego luku. Calkujac przez czqécx wyraZeme (21)

oraz korzystajac z rownan (18) i (11) otrzymujexny I R
! . A }]
— 1 ] — ’ COSiP [ 7] m’l’ A
SW = —Mopl,+ [ Nsin§— M’ 1+ 16w} +I[Ncosw M 1+eo]6v}o+
+ f{k ﬁcos‘-._M_'Sm_a’ [—Nsm M cosp ] S+ (22)
NS ¥ 1+ v 1+eo ) . ’

€o

o l+s°

+ f{ [Nsm@+M’ c:s;p] [Ncosw M’“ sind ]}-6%, AR

10 Mech. Teoret. i Stos. 1—2/82
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oraz _ |
( _ )
5L = [ {[(F* - 048186+ [(F" ) —oai] 6bds.
; . _ ,

Fosiugujqc si¢ (20) (wobec dowolnoéci wariacji 80 1 8w) otrzymuije sig:

k(ﬁcos@"—késin@)+(1\Alsinfv—QAcosﬁ))’—(f n)+opAdw = 0,
k(l“}sin@—écosfp)¥(ﬁcosﬁ)+ésin¢)’—'(f- 7)+0AT = 0,

gdzie, o
M = —(1+£0)Q.

Scatkowane wyrazy daja warunki brzegowe do tych réwnan:

— Mol = 0,
[(—Nsin§+Qcos) ow]l, = 0,
[(Ncosp+0sind) 53]l = 0.

Woprowadzajac nowe zmienne zaleZne A, A
I\?cosﬁwésinﬁl = A},
~Nsinp+Qcosp = ',

(23)

(24)

(25)

(26)

@7)

otrzymamy z (19) i (24-25) uklad czastkowych nieliniowych réwnan réznlczkowych

opnsumcych nieliniowe drgania tuku sprezystego:

v' = —kw—(1—cosP)+ eocosp,
W = k{—sinp—eosing,
n M
= — ke,,
¥ ' EIzo o

N = —kX—(J" t)+gA~v
A = kN~ f n)+QAw

M = —(l+so)(.Afsmtp+.%"Acos¢),
gdzie .

o = —Elx(fcosw—j'sin@—kl\?!),
z warunkami brzegowymi:
| (Mo, =
owls =0
(H D)y =

(28)

(29)

(30)

3. Analiza stanu nielinlowego statycznego ugigcia, liniowych drgan i stann krytycznego.

Wprowadimy do,réwnaﬁ stanu rozwinigcia zmiennych stanu, paramctréw okresla-
Jacych odksztalcenie osi $rodkowej tuku i obcigZenie zewnetrzne, pozwalajgce na zbadanie
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malych drgan naloZonych na statyczne ugigcie lub zbadanie form utraty statecznosci:
0(s, t) = vo(s)+ &D1(s, 1)+ ...
w(s, t) = wo(s)+afv1(s, H+ ...
P(s, 1) = Po(s)+ &Py (s, 1)+ ...
N (5, 1) = H o(s)+ eN 1 (5, )+ ...
H (5, 1) = Ho(s)+ 84 (s, )+ .. @D
M(s, 1) = Mo(s)+ eM, (s, 1)+ ...
4(s) = Go(s)+ 4, ()+ ...
2(5) = Do(8)+&py()+ ...

gdzie: { 77 = q; (f 7n) = p; ¢ — maly parametr ktéry moze byé zdefiniowany naste-
W — Wy
Wo
Zerowy czlon tego rozwiniecia opisuje statyczne ugigeie tuku, ktére jest dane przez
nastepujacy uklad niejednorodnych, nieliniowych réwnan rézniczkowych pierwszego
rzedu:

pujaco: & =

Vo = kwo—(1—cosyo)+ £60COS Yo,

wo = kuo—sinypy— £g05in g,

o M,
El,,

N o = =kAo—qo,

ftln = k-/Vo“i’o:

My = —(1+ &g0) (A osinyo+H"5C05 ),

+ k&oo, ' (32)

gdzie
1 . f
&g = Ez(-/‘/\-ocoswo—xOsln’wO—kMo)-

Do uktadu (32) dotaczymy warunki brzegowe:

(Mo do)lo = 0; (Ko dwo)[o = 0;
(-/Voavo)”) = 0.

3.1. Opis Hniowych drgafi Iuku nalozonych na stan statyczmego uglecia. Na nicliniowe statyczne
ugiecie huku nakladamy matle liniowe drgania. Z (28) i (31) po podstawieniu:

(33)

2, = v exp(iot); Wy = w,exp(iot),
P = prexpliot); -/‘?-x = N exp(iot), (34)
Ji;'l = A" exp(iowt); 1€!1 = M,exp(iot),

otrzymujemy uklad réwnan

-

’ N COS
vy = —kw,— (14 ego)sinyoyp; + T‘l& [cospo Ny —
—sinye A"y — (A osinyo +H ocosyo)y —kM,],

10*
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, : sin ) '
wi = kvg—~(1+ £o0)cOsYPo s — E:ﬁo [cospo b1 — (39

—siny, ~7_£f1—(-/VoSin'Po‘*'xocos?}’o)%‘_le];

b M
Y= T E L,

Ni = —kot',—§, —ow’4v,,
A| = kN ~P,—ow?Aw,,
M{ = —(1+¢e00) (cospo | +sinype A )+ (N gcosypo—

k ' , -
+ T [cospy Ay —siny, fxr(/’/oSIHwo'FfoCOSwo)wx—le],

AN osinyo -+ A gcosy,
EA

—siny, A"y — (N osinyo+o gcospo)w, —kM,],

~H oSINY) Y, — [cospo Ny —

z warunkami brzegowymi: 5 _
(Mo 0w, + M, dyo)lo = 0,
(H 00wy +H ' dwo)lh = 0,
(N 00w, +N; 0vo)lh = 0.

Réwnania (35) bedziemy nazywaé dalej réwnaniami stanu. Rozwigzanie réwnarn stanu (35)
zalezy od rozwigzania (vo(x), wo(x), wo(x), A o(x), K o(x), Mo(x)) ukladu (32).

4. Analiza zachowania sie obcigZenia zewnetrznego

4.1. OhclaZenla konserwatywne. i) ciagle obcigZenie zewngtrzne na jednostkg dhugosei
osi x. o '

Na rysunku 5 przedstawiono schemat obciazenia o danej intensywnoéci g(x) na jed-
nostke diugosci x. :
Elementarna sila dF liczona w kartezjaiskim ukiadzie wspdtrzgdnych (x, y) ma wsp6l-
rzg¢dne: :

dF (0, —g(x)dx). (37

praed odkszrtalceniem

6’0
b\ po odksztateeniem

>

Rys. 5 °
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Natomiast wektor f = dF]ds obcigzenia zewngtrznego ma postaé:
f(0, —g(s)cosB(s)). (3%)

Skladowe (P, §) tego wektora liczone wzgledem lokalnego ukiadu odniesienia (i, 7)
mozna zapisac:

(7 7) = —g[x(s)Isin@(s)cos@(s) = §,,

th.

5 - (39
~ () = glx()]cos?(s) = o. )
Obcigzenie takie prowadz1 do samosprz¢zenia ukiadu (35).
ii) staty kierunek obciaZenia w przestrzeni.
W tym przypadku skladowe (P, §) dadza si¢ zapisaé: .
7= (f7) = g.[y(s)]sinO(s)cosO(s) — g, [x(s)]sin@(s) cosO(s), (40)

p= (" 1) = gly(e)]sin?O(s)+g, [x(s)]cosO(s)
iii) intensywno$¢ obciaZenia zmienia si¢ w okreslony sposdb.
Jesli przyjmiemy obciaZenie zewngtrzne w postaci:

F=Jls, }, ¥, 0) = fu(s, 7, F, ) T+[als, 7, ¥, D)7 , 45
to prowadzi ono do samosprzezenia ukladu réwnan stanu w przypadku gdy obcigZenie
f posiada potencjal V(s, 7, ¥, %) tzn. \

' av oy

S = f2=W, (42)

gdzie V(s, 7,7, u) oznacza dowolna funkcje.

4.2. Obclazenia niekonserwatywne. i) stale ci$nienie zewngtrzne na jednostke dlugodci osi
nieodksztalconej.

Oznaczajac stale, zewngtrzne, cisnienie dzialajace na jeq‘nostke dhugosci osi nieod-
ksztalconej przez p = p, = const, moZna kolejno: wektor f oraz jego skladowe (g, p)
w bazie (1, ) zapisaé:

f=Bs7* = pori*,
g = (" )= po(i* - ?) = posiny, N Cx)
p = (f7) = po(* - i) = pocosy.
Rozwijajac skladowe (p, §) w szereg:
q = PoSInyPo+peCosyy €Y+ ...

- e (44)
D = PoCOSYWo—PoSINPoEY; + ...
otrzymujemy nastepujace cztony tego obcigZenia:
= pPoSiNyWo: gy = PoCOS ,
9o = PoSINYo qdy = PoCOSYPo ¥y (45)

Do = PoCOSYo; Py = —PoSinYoyr,
ktére nie prowadza do samosprzgZenia réwnan stanu (35).
ii) stale cinienie na jednostke osi odksztalconej (cisnienie rzeczywxste)
W tym przypadku elementarna sita dF = pods* - n*. Wektor f mozZna zapisaé:

» F Cds - |
=5 = po =" = po(l + e0)*, (46)
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za$ jego skladowe (2, §):
g = (7)) = po(1+ eo)sinwy,

o “4n
p = (f+ 1) = po(1+ &o)cosy,
korzystajac z (31) i (34) otrzymujemy po przeksztalceniach:
g = po(l+ so0)sinpo+e[(1+e00)cosyoy, +sinyo o1lPo+ . .
D = po(1+&00)coswo+e[— (1 + s00)sinyoys+CcoS Yo €01]Po+ ...
Z (48) wynikaja nast¢pujace skladowe obcigzenia:
qo = po(l+ £00)sinyo,
Po = Po(l+£g0)cOS9q, )
41 = pol(1+ &0a)cospoyy +sinyg €a4l,

D1 = Pol—(1+ £00)Sinywop, +CcOSYPg €04,
gdzie :

1 .
s00 = o (N oc0spo—H osinpo—kMo)

i [(cOspo A"y =iy o) = (A osinspo-Hl gcospo)ps — kM.
Petny schemat klasyfikujacy 27 réznych sposobéw zachowania si¢ obcigzenia z uwagi

na: .

— aktualny kierunek obcigzenia

— prosta dzialania obciaZenia

— intensywno$¢ obcigZenia ' -

zostal opracowany wspdlnie z J. Skrzypkiem i zamieszczony w jego pracy [12).

€ay

5. Przyklad, Euk kolowy.

5.1. Réwnania oplsujace statyczne ugiecle oraz male, linlowe drgania luku. Rozpatrywaé bedzie-
my sprezysty huk kotowy o dlugodécei /, promieniu R, obustronnie sztywnie zamocowany,
obcigZony statym ci$nieniem hydrostatycznym p, liczonym na jednostke dtugoéci osi nie-
odksztatconej (tzn. cifnienie pozorne). Przyjecie¢ takiego ciénienia podyktowane bylto
wzgledami numerycznymi i jak wynika z poréwnania wzorow (49) (cisnienie rzeczywiste)
i (45) (cisnienie pozorne), nie prowadzi do zasadniczych zmian ilo$ciowych z uwagi na
nieréwnosci: gqo € 1 oraz gy <€ 1.

Wprowadzajac nastepujgce zmienne bezwymiarove i oznaczenia:

x=s/l, ov§=uwfl, w§=woll, 5 = AI[El,, Y§ = Yo,
HE = A GI*[El,, § = Mol[Ely, vt=u9l, wi=w]/l,
NF = A 12[Ely, X% = X, 1*JEI,, ¥ = M,Il/EI,

DoR3 , R*4, I I

A="F1. El, * *T4pe °TFR

Q:gw
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gdzie

p — gesto$¢ materiatu ‘

E — modut Younga, 4,, Jo — oznaczaja pole powierzchni przekroju poprzecznego oraz
jego moment bezwladnosci w punkeie X, zdefiniowanym tak aby 4,/ = V (objeto$é
tuku)

réwnania opisqjqce statyczne ugigcie luku maja postaé:

v§’ = two— 1+ (1 + &50)cos o,

wt' = —Evo— (14 &g0)sinyo,
’ ME
3 = — < —EEgo,
'/)0 f(@) 00 (51)
NE = T o~ B fsiny,
HE = =8N o—e3Bcosyl,
M3 = — (14 &o0) (N §sinyf + 5 cosp¥),
gdzie _
800 = g5 (Bcospl— A bsinps+EM3),
A=Ay P(x); Io=If(®); f(P)=D" »v=1,2,3, 52)

@ — bezwymiarowy przekrdj poprzeczny fuku.
Do réwnan (51) dofaczamy nastgpujace warunki brzegowe wynikle z obustronnego sztyw-
nego utwierdzenia:
2§(0) = 0, w§(0) = 0, y5(0) = 0,
0§(1/2) = 0, 3(1/2) =0,  A7%(1/2) = 0.

Warunki te'odpowiadajq symetrycznej formie ugiqcia.‘ Z (35) otrzymuje si¢ nastgpujace
réwnania stanu:

[0 4
>
—sinp§ A — (N Esinp§+o §Foos )y +eEMY,

vl = ewl— (1 + goo)siny¥pti+ — cosydfcosypl N f;—

’ _ [« 2N
wl = —eo¥—(1+ ego)cospd vl — gsmwé‘ [cospd A fi—
—siny¥ Ak — (N §sinypg+A FcosyB)pi+EMYE], (53)

*
o= - Mb_ o

@ "o
Y = e — B Beosylyli—4Q, Doty
HY = —EA T+ Bsinplph—e*Q2,Pwk,
MY = —(1+&00) [cosp§ K'Y +sinpl &+ (NEcospd — A §sinyE) pil—

COSYE N ¥ —siny§ A T — (V $siny+ A Ecosyp) vt +EMY),

— & WEsiny§+a fcosyy) [cosydh fi—sinpl At~

—(HEsinpf +A FcospyTi+eMt,

z warunkami brzegowymi:
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a) antysymetryczna forma drgan (i = 1)

vf,(0) = 0, w1 (0) = 0, ¥}:(0) = 0, (54)
b) symetryczna forma drgan (i = 2)
9100 =0,  whHO =0,  yH0) =0, -

vf,(1/2) =0, 9¥.(1/2)=0, ¥,(1/2) = 0.
5.2. Zwiazek migdzy drganiami, a formami utraty stateczno$ci. W celu zbadania statecznego za-
chowania si¢ tuku catkowano numerycznie réwnania statycznego ugiecia (51) z warunkami

.= . h
brzegowymi (52). Otrzymane rezultaty dla wyniostosci € = 1,571 i —[i = 1/100 przedsta-

wiono na rysunku 6. Punkt b (rys. 6) odpowiada krytycznej wartoéci obcigZenia dla ktdrego

{hy/1 =1/3}et=0,010000000
(/L =1/4} e4=0,005208110
{h/t #1/8)0t=0001302083

. {np/t =10} =0000833333

. {hy/1=1/20) ot=0000208333

. {hy /t=100) o=0.000008333

- h ¢

{ . i | ) ; ! ! ! |
0050 0J00 0350 0200 0250 0300 03%0 0400 0450 0500
wol1f2}

Rys. 6

2

nastepuje utrata statecznosci przez przeskok. Galaz (b—c) odpowiada niestatecznemu
zachowaniu sig luku, z uwagi na forme symetryczng wyboczenia. Zbiér krzywych w funkeji
parametru o zestawiono na tys. 6. W celu okreélenia obciazenia krytycznego odpowiadajs-
cego bifurkacji rozpatrzono male, liniowe drgania nafozone na stan statycznego ugiecia
wyznaczony z rozwigzan réwnan (51) z warunkami (52). Wykreslono zalezno$¢ migdzy
wartosciami kwadratéw czgstosci antysymetrycznej 24 i symetrycznej 25, a ugieciem
wo(1/2) w $rodku tuku. Odpowiednie wartosci otrzymano catkvjac numerycznie réwnania

stanu (53) z warunkami (54) dla antysymetrycznej lub (55) dla symetrycznej linii ugiecia.
Dla /;—o = 1/100 atrzymano krzywe przedstawione na rysunkach 7.1 8.

Krzywe te wspolnie z krzywa z rysunku 6 charakteryzujg zachowanie sig¢ tuku pryzmétycz—
nego. Ze wzrostem sily, ugigcie w,(1/2) roénie, za$ czesto$¢ 25 maleje (galaz (a—b)).
W punkcie b (sifa krytyczna) nastgpuje przeskok na gataz ¢ lub niestateczne przejécie po
galezi (b—c) (£2° pozostaje wtedy ujemne). Poczawszy od punktu c cala galg?z (c—d)
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odpowiada statecznemu zachowaniu si¢ luku (ze wzgledu na wyboczenie symetryczne).
Dla drgan antysymetrycznych galaZ (e—f) odpowiada statecznemu zachowaniu sie tuku,
Punkt f odpowiada bifurkacji. GataZ (f—h) charakteryzuje niestateczne zachowanie sie

T T T
]
52~ ]
- -
o -
:Q_ |
2 -
16 _
8- \\05
| | | \e | | | | | L >0
-400 200 200400 600 800,100 7200 %00 U0 1800
0t n
Rys. 7
2000 : z' ;
a .
ho/t =1/100 .
1600} E=157 -
®:10 /
", 1000F v -
wG_ /
IXc , /
500¢° . 74
b ‘ . h -
f 0,100 == 0300 wol/2
-500
Rys. 8

tuku. Obszar statecznoéci pojawia si¢ dopiero na galezi (h—g). Odpowiednie obszary
stateczno$ci i niestatecznoéei, przeskok oraz bifurkacja moga by¢ réwniez dobrze zilustro-

wane w innym ukladzie wspéirzednych (rys. 8). Dla parametru % = 1/100, 1/10, 1/4

analogiczne wykresy zestawiono na rys. 9, 10, 11, 12, 13, 14.

Jak widaé z rysunku 111 12 d]a.hT° = 1/10 nie wystgpuje utrata statecznosci przez bifur-

kacje (£24 > 0). Zaé dla h—l° = 1/4 w ogdle nie jest mozliwa utrata statecinoéci, ani poprzez

bifurkacje (gdyz 24 > 0), ani poprzez przeskok poniewaz 2° > 0.
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6. Zakonczenie

Przedstawiona koncepqa wyrc’)Zmema stanu mellmowego statycznego ugiecia z rdwno-
czesnym naloZeniem na niego matych, linjowych drgan oprocz SWC_] funkcji prowadzgcej
do badania stateczno$ci- moze byé wykorzystana do optymalnego ksztaltowania lukow
o osi wydiuzalnej.

W zakoficzeniu pragng réwniez wyrazi¢ wdzigczno$é doc.: dr hab. inZ Antoniemu
Gajewskiemu za pomoc w wykonaniu tej pracy 4
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PeawmMme

AHAJIU3 YCTOMI'MIBOCTH ITPU3MATHUECKIX BAJIOK C ' PACTSDKHBAEMOU
OCEA .-

PaccmaTpuBaercsa 24/(24a yoTONUMBOCTH MPHBMATHUECKHX ‘APOK, B KOTOPhIX YHOTpeGNAeTCs pacTs-
JKHMBaeMeCTh OCH (HC IIPHHIMAETCH BO BHHMaHHE Ge3MOMEHTHOrO COCToAHMA). BLiBegeHsl TOUHBIE ypaB-
HEHUA JBIKEHMsA, a TIOTOM BLIBEACHO HENMHENHOE COCTOAHME, HA KOTOPOE HAKWIAZALIBACTCA MAJbie,
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nuHeHble KONeGaHUsT, UTOOLI MOJYYHMTH BO3MOMCHOCTS YUMTHBAHMA YCTOHCMBOCTM MM mias 6udyp-
Kauwit MM INIA NEPECKOKa. YHuCeHHble pesysibTaTbl NONYYMIIHCh AIA KPYIJIol apku mon neicrBuem
BHEUIHERO NABJIEHUA.

Summary

" STABILITY ANALYSIS OF EXTENSIBLE PRISMATIC ARCHES

The stability problem of a prismatic curved rod in which an extensibility of an rod axis and a bending
state are taken into account, is discusscd. The lincar vibrations are imposed on the deformed state
in order to analyse the buckling problem either by a bifurcation or by a snap-through aprouch. Appropriate
results for a circular arch under external pressure are provided.

Praca zostala zlo2ona w Redakcji dnia 27 stycznia 1981 roku.

Praca wykonana zostala w ramach problemu wgztowego 05.12 pt. ,,Wytrzymaloéé i optymalizacja kon-
strukcji maszynowych i budowlanych”.

11 Mech. Teoret. { Stos, 1--2/82



