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W pracy analizowane s3 swobodne drgania gigtne belki elastosprezystej wymuszone
poruszajacym si¢ po niej ze stala predkoscig ukladem o dyskretnym roztozeniu masy.
Zagadnienia tego typu sg rozwazane w pracach [1, 2, 4, 5] przy zatozeniu a priori, ze funkcje
wlasne i wartoéci wlasne belki nie zaleza od parametrow poruszajacego sig ukladu dys-
kretnego. W pracach tych drgania uktadu przybliza si¢ pierwsza harmoniczna, tj. pierwsza
postacig drgan wprowadzajac w ten sposéb ukiad dyskretno-ciagly do ukladu o dwoch
stopniach swobody.

W pracy [3] pokazano, Zze funkcje i wartoéci wlasne belki w przypadku ustalonego
polozenia ukladu dyskretnego na belce zaleza réwniez w istotny sposéb od parametrow
ukladu dyskretnego. Wykorzystujac ide¢ wyznaczania funkcji wlasnych [3], w pracy [6]
pokazano, ze sita w liniowym elemencie spreZystym taczacym belk¢ z masa skupiona
w istotny sposéb zalezy od drgan belki.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie nowej przybllzonej metody analizy drgan
zachowawczego uktadu przedstawionego na rys. 1.
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Oznaczenia: 7 — predkosé przemieszczania si¢ ukfadu dyskretnego B-C po belee O- A,
m — masa ciala B, m, — masa ciala C, EI— sztywno$¢ zginania belki, oF — gestosé
belki na jednostke belki, k— wspélczynnik sprezystosci, w(x, #) — przemieszczenie
punktéw belki, z(¢) — przemieszczenie §rodka masy ciata B, I — dtugoéé belki O - A, a —
wspdtrzedna polozenia ciata C na belce mierzona od punktu 0, g € [0, ], 6(x—a) — impuls
Diraca w punkcie a.
Przyjete zalozenia:
1. Uklad dyskretny B-C porusza sig¢ ze stala predkoscia o.
2. Cialo C w czasie ruchu nie odrywa sig od belki.
3. Jezeli uktad B-C znajduje si¢ w punkcie o wspdirzednej x = 0, to belka O-A po-
zostaje w spoczynku,

Rys. |
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4, 2(0) = z, 2(0) = z, dla x = 0 —warunki poczatkowe ukladu B-C.

5. Ukladem o ciaglym rozlozeniu masy jest pryzmatyczna belka sprezysta swobodnie
podparta o stalej sztywnosci EJ.

6. Amplitudy drgan punktéw belki sa male tzn. sg tego samego rzg¢du co ugigcia statyczne,
przekroje poprzeczne nie ulegaja odksztalceniu oraz pozostaja plaskie,

7. W ukladzie pominigto wplyw tftumienia, bezwladnoéci obrotowej przekroi poprzecznych
oraz {cinania.
Drgania ukladu przedstawionego na rys. 1 sa opisane uvkladem réwnan:

o*w o*w d*w
, EJW +oF = = §(x— vt){ e +k[z(t)—w(vt, t)]},
1 ‘
d d*w _ 0%w Pw |, Pw
g TREO =L 0] =0, (dﬁ = G T axar TY 73)72)
z warunkami brzegowymi
_ ’w(0, 1) a*w(l, t)
) w0,t)=0, w(,t)=0, 52 = 0, e =0,

oraz poczatkowymi
dw(x, 0)

3 w(x,0) =0, 5t

=0, z(0) =2z, 2z(0) =z,
Przytoczymy te wyniki z pracy [3], z ktérych bedziemy korzystali w dalszej czgéei niniejszej
pracy.

Przyjmujac v = 0 i m, = 0 w ukladzie réwnan (1), otrzymujemy zagadnienie rozwa-
Zzane w [3], tj.:

EJ ‘;:W +oF %t‘: = d(x~a)k[z(t)—w(a, 1)],
@ .
(e +kz = kw(a,t),
z warunkami brzegowymi (2) oraz poczatkowymi
6w(x 0)

(5)  wx,0) = fi(x), =fax), 2z(0)=1z,, z(00) =2z, (fi,f2€C?

Ogélnym rozwazaniem ukladu rownan (4) jest:

w0 o)
(6) wix, )= D X,T0), 2(0) = 3 AT,
ne=1 n=1
gdzie:
@) T.(t) = Cy,cosw,t+Cyysinw,t,

(8) Xu(x) = R,sind,x+Q,shA, x+ m A 2[shA,(x —a)—sind,(x—a)]H(x—a),

xdla X=a

H(x—a) =
(x—a) 0dla x <a, (a),,—l“ EFJ)
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Wektory wlasne (X,(x), 4») = y» problemu (4), (2) odpowiadajace réznym war-
toéciom wilasnym sa ortogonalne z wagami M, m, tzn.

i

©) O ¥ = [ IMXn() X, () +m A, A,]dx =

{O dla m # n
0

y>0dlam=n,

gdzie: oFl = M, n, m €IN.

W dalszej czeéei pracy przyjmiemy y = 1, wynika to z odpowiedniego unormowania
(), 41). |

Z (5), (6), (1), (8) i (9) wyznaczamy state, ktére dla warunkéw poczatkowych (6)
w chwili # = to wynosza:

(10) Cl,. = Yl,.COSCO"tO—Yz,,SiIlCO,, fO; C2n = YnSinwn tO +Y2,,COSCU,, tO’
gdzie:
I /
1
T = [ME S +mAzldx, oy = —— [ IMX,(f(0) +ma,zs]dx.
0 b

Stale R,, Q, i A, wyznaczamy z réwnania;

. mi,

sin A,] sha,l —2Q—Fﬂ1
2 R 0

(1n —sin Al sh,l 1’2"‘—1;/32 —lo.|=]0],

¢ 4,] o

. mEJ _,

i sin A"a Shﬂ.,,a kQ—F}. ‘—]F
gdzie:

B, =shA,(—-a)—sini(I—a), B, = sinA,(I—a)+shi,(—a)

Wartosci wiasne 4, wyliczamy z réwnania otrzymanego z przyréwnania do zera wyznacz-
nika macierzy wspélczynnikéw (11).
1. Przedstawimy obecnie ideg metody otrzymywania przyblizonego rozwigzania réwnan (1)
z warunkami (2) i (3). Przy zaloZzeniu m > m,, przyjmujemy g, = Q.
1.1. Przedziat [0, «] dzielimy na » réwnych cze$ci punktami xg, Xy. ..., Xy, PIZY CZym
0=xp <X <Xp... <X3< 0. Xney < Xp = d

1.2. Uktad ciat B - C znajdujacy si¢ w punkcie x = O dla ¢t € [O, 7‘;—] przenosimy w czasie

no
W tym przedziale czasu jest wzajemne oddziatywanie ukladu B - C1i belki w punkcie
X = x,. Przeniesienia dokonujemy tak, aby wektory predkosci wzglednych belki
w punkcie x, i ciala C byly sobie réwne.

a ) ] a 2a
zerowym do punktu x; = ;| pozostawiamy go W tym punkeie dla 7 o’ nol

1.3 W . - a a
[N YZnaczamy rozwigzanie z —’—1—,1 oraz w x,-n—, ).
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1.4, Nastgpnie, jesli ¢ = 2—Z ukdad B-C przenosimy sposobem podanym w punkcie 1,2
n

. 2a
do punktu belki o odcigte] x, = PR
1.5. Postgpowanie to powtarzamy tak diugo, az uklad cial B-C znajdzie si¢ w punkeic
X = a, a nastgpnie wyznaczamy rozwiazanie z(a, t) i w(x, a, t). Sposéb przemiesz-
czania cial B - C po belce przedstawiony w punktach 1.2 - 1.5 nazwano poréwnawcezym
ruchem skokowym. Powyzsze postgpowanie ilustruje rys. 2,

(H‘l)A!L ——————————
F e— T
!

!

|

L } ; i

I | i

At = I : }

1

24t —— ’ ; P

at : ! : l Il | X

0 l————.h—-—! D

X0 X X Xi *n1 Xnza

~rovoq PrZebieg rzeczywisty ukiadu ciat B-C do punktu x=a

I przebieq przyblizony dojazdu uktadu cid B-C do punktu x=a
Rys. 2

Uwaga 1. Z przedstawionej w punktach 1.1-1.5 metody postgpowania wynika, ze

e ia v .
w, z, X, ... zaleza réwniez od parametru ~ i dla krétkosci zapisu oznaczymy:
ia . ia ia
w(x, 1) = w(x, - t), zZB() = 2(7, t), XD(x) = X(x, —n—)

T (1) = T(t, %) a0 = x(%) R® = R(E),
B

n

——

t=0
=0
| X
—R
7777
Rys. 3

Uwzgledniajac powyzsze zaloZenia, rozpatrzymy kolejne etapy ruchu cial B - C po bel-
ce O-A.
W chwili z = 0 ukfad B - C znajduje si¢ na lewej podporze (rys. 3). Zgodnie z zaloZeniem 3
belka pozostaje w spoczynku. W tym przypadku mamy warunki poczatkowe:

a
(1) 29(0) = z0, ZO(0) =Zo, WO(x,00=0, WO(x,0) =0, (w-=—5?)'
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a

Z (6), (7), (8) i (I1) otrzymujemy rozwigzanie dla x = 0, te[O,
nv

| S

>

Zg .
(13) w(x, 1)y =0, zO4)= zocoswot—i—w—osmwot, wE =
0

SRS

Krok pierwszy

B

m 5
zla/n ) k=4t

/ k x,=Ax=c1/n
0 ¢ (A X
=
APM_J =
wix,a/n,t)
Rys. 4

Uklad dyskretny B - C znajduje si¢ w punkcie x; = % dlat e[o, %—] (rys. 4)ipobudza
belke do drgan. Jest to wigc uklad dyskretno-cigglty, ktorego drgania wyznaczamy z (6),
(7) i (8) dla mastgpujacych warunkéw poczatkowych:

© . Z; .
2O (1) = z,coswgty; +——sinwy iy,
Wo
(14) 2O(ty) = z,C05Woty —2Z, WoSiNWo Iy,
2a

wOx,t) =0, wo(x,t)=0, 1= T

Dla pierwszego kroku funkcje wiasne (8) maja postaé:
(15)  X{P(x) = R{MsinAVx+ 0 sh AP +

mMD ™ a N DR a)} _a)
+ 50F AP ish| AL x——J|—sin A X~ H{x -l

Z (10) dla x, =% wyliczamy state R{P, OV w zaleznodei od 4"

sin w)(z—i)]
L [ I g,

(16) 20F sinAgP1
a
ay sh [l},‘) (l— ——)}
v _ mAj; ' n "
ok 20F shA{D] A

Z (7) otrzymujemy

(17) T (@) = CiPcoswi t+ CPsinwi .
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Wobec (7) i (14) otrzymujemy:

DXPETOW) = 0,

k=1

D XOETEW) = 0,

8

k=1

(18) w
(1) L) 22 o
Ak Tk (tl) = Z;CO8Wol; —— S wy iy,
Wy

k=1
o0

ZA,“”T,‘,”(tI) = Z;COSWgl; +2Z,WeCOSWe 1, .
k=1

Mnozac pierwsze dwa réwnania (18) przez MX{(x) oraz trzecie i czwarte przez mA(Y,
a nastepnie dodajac pierwsze do trzeciego i drugie do czwartego otrzymujemy:
oo . .
Z TP IMXD XD +mAD AP = mAD [zl COSwot + %Z—sincuo tl] ,

a9

3 . .
2_, T ) [MXP XD +mAD AP = mAD [z;c08w0 by — 2, 0o SINW, 1],
k=1

Calkujac stronami (19) w przedziale [0, 1] oraz wykorzystujac (7), (9) i (14) wyliczamy
stale C{Y, CP:

CH = Y cos(wf? 1) YR sin(wft,),

20 .
(20) CHf = Y sin(afO1)+ ¥ Rcos(@fr), 4 = =,
gdzie
ml .
YR = mAREO(), TP = Z APEO),

Wykorzystujac (6), (15), (16), (17) i (20) otrzymujemy rozwigzanie ukiadu (1) z wa-
runkami (2) i (3), (mp = 0) dla 7 [0, %]

Krok i-ty.

——

v

lia/n,t} 't=iA‘t=H‘1
2lia/n, k x=iAx=la/n

1
T
wix,ia/n,t}

Rys. 5
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W i-tym punkeie (x = x;, f; = it,) warunki poczatkowe sa nastgpujgce:
z8-9(ty) = 2D(ity),  24-Y(iyy) = (i),
2 wi=D(x, ity) = w®(x, i),  wi=Y(x, it;) = wi(x, it,).
Rozwigzanie (6) w i-tym kroku ma postaé:

wh(x, 1) = D X TO ),
s=1

22 -
20(t) = D APTH().
s=1
Funkcja wlasna (8) dla i-tego kroku ma postaé:
1 . .
23 XP = ROsind®Ox+09sha0x+ T2 gl Lo (e [ da
5 2QF 5 'S n n )

gdzie:

PO PYOY /AL
o (-]

(y _ MAs 0
Rs 20F sin[AP]] A7,

ia
00— ma® shl:}é'i)(l—T
20F sin[AP1])
Wobec (7) funkcja T§P dla i-tego kroku wyraza si¢ wzorem
TO@) = CPcoswPt+CHsinwPt, (selN,i=1,2,...,n)
Z (6) i (21) otrzymujemy uklad réwnan

)] AP, selN,i=1,2,...,n).

D AFOTE=0(in) = DT APTO(i),
k=1 k=1
D AEOTE-DG) = 3 APTP ),

(9 “ .

‘X;‘i_x)(x)T,(‘i—l)(itl) = ZX,‘,"(x)Tﬁ”(itx),

fe=1 k=1
ZX,&"”(x)Tﬁ“‘)(itl) = ZX,‘,‘)(x)T}")(itl)'
ial k=1

Mnozac pierwsze dwa réwnania ukladu (24) przez m4P i dwa ostatnie przez MXP,
a nastgpnie dodajac stronami pierwsze do trzeciego oraz drugie do czwartego rownania
otrzymujemy odpowiednio:

o0
DTD(it,) [MXG-DXP +mAY=D AP)~TH (it ) IMXPXP +mAL=D AP} = 0,

(55) “7
D) (T8 (i) [MXG-DXP -+ mAG-D AP] - TP (i) IMXP X +m AP APTy = 0.

k=1
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Calkujac stronami uktad réwnaf (25) w przedziale [0, /] oraz uwzgledniajac (7), (8)
i (9) wyliczamy C{, CH, tzn.
O = Y{)cos(wgit,) Y Rsin(wPit),

(26) C§) = Y{hsin(wPit) +Ycos(wfPity), (i=1,2,...,n),
gdzie
1
= f[MX,((”(x)w“‘”(x, it )+mAP =D (ir)ldx,
[}
27N I
Y = (z) r[MX")w“‘”(vc it )+mAP - (i)ldx; (= 1,2,...,n).
()
Uwaga 2.
We wzorze (26) dla i = | nalezy wstawi¢ odpowiednio: '
W(O)(x’ O) = 07 w§0)(x: O) = 0’ Z(O)(O) = zla 2(0)(0) = ZZ
Uwaga 3.

Jeéli przyjmiemy:
fl(x) = w(i—l)(xr itl)’ Zl == Z(I—l))itl)’
L) = wiP(x, i), 2z, = 24 D(ity),

a .,
to z wzoru (10) otrzymujemy wzér (27). Dla n-tego kroku (x =a,t= —5) nalezy podstawié

w powyzszych wzorach [ = n.

Obliczenla numeryczne warto$ci wlasnycl.

Obecnie przedstawimy wyniki obliczefi numerycznych wartosci wiasnych i czgstosol
wlasnych rozwazanego zagadnienia uzyskane na maszynie cyfrowej CYBER 72. Obliczono
kilkanacie kolejnych wartosci wlasnych A w zaleznodci od potozenia ukladu B - C na belce
dla nastepujacych danych: n = 100, m = 16,5749 [kGs?m~!], EI = 2,1 - 9,785 - 10°[kGm?},
oF = 5,51 [kGs?m~2], k = 5-10* [kGm™1], I = 6 [m].

Wyniki obliczenn przedstawione sz na rys. 6-12.

T F T T T T T T T 7T T

22 A 7] 2690 =
201 1 12| ]
1.8~ ] 2441~ -
16 2 1876 : .
N N o 1608 3
12 A2 T 1340 - —
1.0 — 107l i

.0.8— 1 804 Wy
06— >‘| ] N6 —
04 Ao~ 268} w;
13 S s S B t — . =,
0 06 12 18 24 /30 36 47 48 54 50 O T3 15 21 30 35 4 o8 i 80

CeLT N 6 1.2 1.8 24 30 35 42 4

| x L/N
Rys. 6 Rys. 7



177
176

175
174

172 w

540
57 538
56 536
55 534
5¢ 532
53, » 530
52 528
Bl 526
] 50 524
0287+ 49 522
02865515 18 24 30 35 i 10 16‘(11'8 520
IxL/N fxL/N
Rys. 8 Rys. 9
1.0490 675
1.0488 674
10486 673
10484 672
10482 67
A 10480 =670 W
10478 669
10476 668
10674 667
1OLT2 [ e [|pee
07018 24 30 365 o7 28 8L o
IxL/N
Rys. 10
15720 T T T T 110
1.5718/— {1509
1.8716 1508
1.574 <{1507
1.5712 1506
s w
15710 1505
1.5708 1504
15706~ 1503
15704~ ~1502
15702 —1501
S0 15 24 30 TR l&(;soo
I=L/N
Rys. 11
2.0954
2.0952
20950
A 20948
20946
2.0942,
209421~ —2675
{
zog‘o(ﬁs 1,|2 l.|8 2|;. 3l.0 3{6 1"‘2 48 54 6.026%
1xL/N
Rys. 12
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‘Whloski

1. W przedstawionej metodzie funkcje wiasne oraz wartoéci wlasne (czestoéci wlasne)
belki zaleza nie tylko od jej parametréw lecz rédwniez od parametréw poruszajacega
sie po niej uktadu dyskretnego. Takie podejscie pozwala na dokladniejsza analizg drgan
rozwazanego ukladu. :

2. Je$li w przedstawionej metodzie zwigkszymy liczbg ,,n”” punktéw podziatu to ruch po-
réwnawczy poruszajacego sig po belce ukladu dyskretnego zbliza si¢ do ruchu rzeczy-
wistego.

3. Przedstawiona w pracy metoda analizy drgan gietnych belki wywotanych poruszajacym
sie ukladem dyskretnym moze byé réwniez zastosowana do bardziej zlozonych uktaddw
dyskretnych poruszajgcych sig¢ po belce.

4. Przeprowadzone obliczenia na maszynie cyfrowej (dla dwoch przypadkow) pokazaly,
ze potozenie ukiadu dyskretnego na belce sprezystej nie ma duzego wplywu na wyisze
wartosci wlasne ukfadu.

5. Réznica wartosci wiasnych ukladu dyskretno-ciagtego typu (I, o0) i wartosci wlasnych
belki swobodnie podpartej i z tymi samymi warunkami brzegowymi maleje dla wyzszych
wartoéci wlasnych.

6. W zbiorze czestosci wiasnych ukladu dyskretno-ciaglego pojawia si¢ dodatkowa czestosé
wilasna, ktora jest mniejsza od pierwszej czestosci wiasnej belki. Pojawienie sig tejczestosei
spowodowane jest uwzglgdnieniem parametréw ukladu dyskretno-ciaglego przy wyzna-
czaniu funkcji wiasnych.
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Peaome

TIOITEPEYHBIE KOJEBAHUA BAJIKA BRIHYXXIAEHHLIE OBUTAIOUENCA
MEBEXAHUYECKOM CHUCTEMOW M3 COCPEIOTOYEHHBIMU [NAPAMETPAMHU.

B crathe poccmarpereaeTca maTemaTHuecKas MOLENb [N AHATHAA AMHAMUYECKOTO PEAKHIO GankH
1O KOTOpOH BMYKETCA MEXaHHJYECKAsT CHUCTEMa M3 COCPE[OTOUEHHBIMH IapaMmerpamu. AHanua CcciaH
HOBBIM METOHOM KOTOPLIA IIpeAcTaBieH B pabore.
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Summary

TRANSVERSE VIBRATIONS OF A BEAM FORCED BY DISCRETE MATERIAL SYSTEM
MOVING ON IT

In the paper we develop a mathematical model for the analysis of the dynamic response of a beamn on
which a discrete system moves with constant velocity. The analysis has been made according to the new
method presented in the paper.
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