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1. Wstep

Drganla linii waléw z uwzgledmemem asymetrii sztywnosc1 glgtnej i podatnoscx funda-
mentéw rozpatrywano w pracach [1], [2] i [3] przy zaloZeniu, ze wymuszenia moga byé
traktowane jako sily skupione. Drgania wymuszone podatnie podpartych asymetrycznych
walow przy obciazeniach roztoZonych nie byly dotychczas analizowane w literaturze.
Zagadnienie to rozpatrzono poniZej, przy czym do rozwigzania wykorzystano funkcje
wlasne drgasd. Przyjeto, ze. funkcje wilasne drgan podatnie podpartego asymetrycznego
walu sa znane. Sposob ich wyznaczenia przedstawiono w pracach [4] i [5]. W niniejszgj
pracy rozpatrzono takze przypadek wymuszefi skupionych. ' '

2. Drgania podatnie podpartego asymetrycznego walu przy obcigzeniach rozlozonych

Obliczeﬁiowy schematlﬂr.ozpatrywanego ukladu przedstawiono na rys. 1. Zachowuje si¢
oznaczenia i zaloZenia, jak w pracy [5]. Przyjmuje sig, Ze na pierwszy odcinek wahu dziala
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Rys. 1.

w plaszcezy#nie x, ,, X,, obciaZenie roztoZone q1,(x, 1) i drgania tego odcinka w ruchomym
ukladzie wspétrzednych x,,, X5, X;3 Opisuja si¢ niesprzgZonymi réwnaniami:

. Y , @
(21) Qlulxl—Elulllxl = 0’ ()'—'—'—'_’ () ='—'
(2.2) (QA)l(ulxz w0u1x2)+f0u1x2+(EIZ)lule = {32,
(2.3) : (QA)I(ulxs_w0u1x3)+f0u1x3+(EIS)lulxs =0,

(2.4) o (];)1‘?;1:4"01“;::4 = 0.
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Na skutek podatnosci konstrukcji podpierajacej moga wystapi¢ sprzezenia pomiedzy
drganiami ., Uies, Hixs OTAZ Upey.

Warunki, jakie spelniajg macierze podatnoéci dynamicznej konstrukcji podpierajacej
w poszczegdlnych przypadkach sprzezen, oméwiono w pracy [3]. Rozpatrujac ogdlny
przypadek drgan wymuszonych przy sprzezeniach pomigdzy w/w drganiami zaklada sig,
7e znane sa czestosci mettumlonych drgan swobodnych ukladu w, i funkcje uf,’ﬁ;’)(x),
stanowiace- skladniki f_unkcp wlasnych drgan podatiie _podpartego asymetrycznego watu

(3] _

(2.5) B9 = D ukp, a=1,2,3,4, k=1,2,.., i=1,2
p=—r
Jak ukazano w pracy [4], w ogélnym przypadku sprngen drgania swobodne podatnie
podpartego asymetrycznego wahu opisuja si¢ zaleznosciami

26) - Ui, 1) = D () TR,
. . k.
w ktérych funkcje czasu 7¢# s identyczne dla wszystkich sprzgzonych drgan u;,(i =
=1,2,a=1,2,3,4), gdyz wplyw parametréw ukladu i sprzgzen na amplitudy drgan
uwzglgdmajq funkcje ufku (4], [5).

Funkcje 7*# s3 rozwigzaniami réwnan

Q7N TEO4(optuweyr®M =0, k=1,2,..., pu=0,=+I,+2,.., 47

Dzigki istnieniu sprzezen pomiedzy drganiami stale rozwigzan réwnan (2.7) wyzna-
‘czono w pracach [4] i [5] z warunkéw poczatkowych, okreslajgcych w chwili 2 = O jedynie
stan odksztalcen gietnych walu w plaszezyznach x;, x,.

Gdy znany jest stan obciaZen watu w ptaszczyznach x;y, x;,(4, 2(x 1) # 0, q,,(x, ) =
= 0), réwniez poszukiwaé bedziemy drgaf wymuszonych watu w postaci (2.6), dokonujac
rozkladu funkcji q,, w szereg wedtug uktadu funkcji wlasnych drgan gietnych pierwszego
odcinka w plaszczyZnie x,,, x,,:

0.8 g, ) = D ELRW).

k

Mnozac (2.8) przez u{%, i calkujac obustronnie otrzymane réwnanie po x w przedziale
[0/,] otrzymuje si¢ z uwzglednieniem (2.5) i ortogonalnoscn funkcji wf:w

f‘hz(x Hud (x)dx
Of

Podstawienie (2. 6) dla o = 2 oraz (2.8) do rownama (2 2) da_]e dla kazdego k i y row-
nanie:

A ‘ f ('u(k.u))'u | EI (uff)iv S q®
2.10 0 1x2 2 x2 o — 2 .
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Uwzgledniajac, ze zachodzi relacja [5]
Jo (i) ( El, ) )
(ed)y  uf3y ed J1 uly

otrzymuje si¢ roéwnania

(2.11)

— 0§ = (wg+pwo)?,

o

2.12 TEO 4 (@, + 1) TN = di2 ’
e o A
z ktorych dla (wy + pewo) # 0 wynika
l t
213 PSS S v o
@1 ‘ (@A) (@ +pwo) q12(2)sin[(w, +pwo)(t — Dldz

Rozpatrywany ukfad jest traktowany jako liniowy, zatem zgodnie z zasadg Sﬁﬁerpozycji
drgania walu w przypadku wystgpowania dodatkowych obcigzen rozlozonych g, (x, t),
q,s(x, 1) i qia(x, t) w téwnaniach (2.1), (2.3) i (2.4) okreSlone sg zaleznosciami (2.6)
i wyrazeniem

4
(2.14) 2 - ZI T,

Funkcje 7 sa rozwigzaniami réwnan

O a0 = gl
1

(ko) 2 (k. p) (k
T2 +(wk+luw0) Tg (QA)I qiz,

1

T + (0 + pwe)? 1§ = (04), a3,

(2.15)

i

(ks K,
T8 + (@r+ pooo) T 0. -442,
. . s/1

w ktérych ¢ wynosza:
I
f qlal—tsl‘:c)a(lx
(2':[@ . qs’2= Ilo r s o = 1;27 3’4'
[ Wy

0 p=-—r

Gdy drugi odcinek ‘watu réwniez poddany jest wymuszeniom roztozonym, to nalezy,
podobnie dodaé¢ do funkcji 7*# odpowiednie cziony. Przykiadowo, jesli plaszczyzna
X1, X jest pozioma i wal przedstawiony na rys. 1 znajduje si¢ w polu sit wywierajacych
na jednostke dhugoéci i-tego odc¢inka pionowe obciazenia Q;(x, )= const, to drgania
i-tego odcinka oraz funkcje t*# mozna przedstawi¢ w postaci (2.6) i

k., k, k, K k.
(2.17) T8 = 7l o0 4 o4 o,

W celu wyznaczenia i)oszczegélnych funkcji 78 (2.17) nalezy odnie$¢ obcigzenia Q;
do ruchomych ukladéw wspdirzgdnych obu odcinkéw watu. Jesli ruchomy ukiad wsp6t-
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rzednych X,,, X,,, X3 drugiego odcinka jest obrécony w kierunku wirowania watu o kat
d, wzgledem ruchomego uktadu wspéhrzednych x,,, X, ,, X, 5 pierwszego odcinka i w chwili
t = 0 0§ x,, jest zwrdcona pionowo w dot, to przy-predkosci katowej wirowania watu w,
obcigzenia roztozone w ruchomych ukiadach wspétrzednych wynosza w dowolnej chwili ¢:

412 = Q,c05w,1, q;3 = —Q;sinwgt,

2.18 .
@18) G2z = Qa2c08(wot+02), G2z = —Qasin(wot+d,).

Funkcie 79 sa zatem rozwigzaniami rownan
1€ Tig

2.19) TEM 4 (Wt pwo ) TEP = gb, i=1,2, a=2,3

(¢4
w ktérych gf® sq zgodnie z (2.16) i (2.18) nastgpujacymi funkcjami czasu:

Iy . I

. J o J Rsax
9% = Qicoswot —— s 419 = —Qysinwet ———; ,
{3 & »,
[ 5 @daydx [ 2 (upyax
0 u=-r 0 pu=-r
Iy
f u§d,dx
0
2.20) 4 = Qzcos(wot+6,) —; ,

g8 = —Qasin(wot+6,) A
3 wydx
0 pu=—r

W celu uwzglednienia thumienia wewnetrznego w wale oraz w filmie olejowym loZysk
i w konstrukcji podpierajacej wal wykorzystaé mozna pewne relacje, dotyczace drgan
swobodnych ukladu niezachowawczego [5]. W pracy [5] zatozono, ze tlumione drgania
swobodne podatnie podpartego asymetrycznego walu -moga byé opisane zaleznosciami
(2.6), w ktérych funkcje uf*) sa wyznaczane jak dla ukladu zachowawczego, natomiast
funkcje v** sa przy zastapieniu czgstoSci w; zespolonymi czestodciami &, = o, +Jjd;

drgan swobodnych ukladu z ttumieniem rozwiazaniami réwnafi:

(2.21) T 05, 70 4 [(@ + pwo) 2+ 02] TEP = 0.

Przyjecie analogicznego zaloZzenia w odniesieniu do bpisu drgai Wymuszonych przy
wykorzystaniu funkcji wlasnych prowadzi w przypadkach rozpatrywanych w niniejszej
pracy do zastapienia (2.12) réwnaniem

k)

2.22) TEM 428, T 0P 4 [(wy+ peoo)? +BF] TP = oD e,
1

1 do wprowadzenia podobnych zmian w réwnaniach (2.15), (2.19).
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3. Drgania podatnie podpartego asymetrycznego walu przy wymuszeniach skupionych

Wykorzystanie funkcji wiasnych do opisu drgan podatnie podpartego asymetrycznego
watu przy wymuszeniach skupionych nie rézni sig¢ w istotny sposéb od podobnego zagad-
nienia przy obcigzeniach roztozonych. Przykladowo, jesli nie wystepuja obciazenia rozto-
zone i w plaszczyznie x,,, X, dziala w punkcie x = £ prostopadle do osi watu sita skupiona
f12(2), to rébwnanie (2.2) przyjmuje postac:

3D (0A)1 (b1 52~ @3ty x2) + oz + (EL) 1%y = 0(x~&)f (1),

gdzie § oznacza dystryblich Diraca. Poszukujac drgan wymuszonych watu w postaci (2.6)

nalezy roztozy¢ funkcje 6(x—§)f12(t) w szereg wedtug ukladu funkcji whasnych drgan
gietnych pierwszego odcinka w plaszczyznie x, (, x, ,:

3.2) S(x— (1) = D @R, ().
I
Zwazywszy, ze
I
(33) [ dGx—O1 @ (x)dx = [ (e)atks (@),
0
otrzymuje si¢ w odroZnieniu od (2.9)'
(34 g9 = f12(t) iy E(IIQZ—(G)
|3 i eopax
p=—r

Funkcje t%* sa rozwigzaniami réwnan (2.12) (lub (2.22) przy uwzglednieniu ttumienia
w uktadzie), do ktérych nalezy podstawi¢ (3.4).

Rozpatrzenie w oparciu o zasade superpozycji przypadkéw dziatania wickszej liczby
sit skupionych lub réwnoczesnego wystepowania obcigzen skupionych i rozlozonych
nie nastrecza trudnosci. '

4. Uwagi koncowe

Drgania wymuszone bardziej zlozonych ukladéw z asymetrycznymi watami (np.
ukladéw rozpatrywanych w pracach [1]1 [2]) moga by¢ wyznaczane analogicznie jak w p.
2 i 3 niniejszej pracy. Przedstawione w p. 3 podejicie stanowi alternatywny sposob roz-
wiazania zagadnienia drgan podatnie podpartych asymetrycznych watéw przy wymu-
szeniach skupionych w stosunku do metody opisanej w pracy [1]. W metodzie tej stosuje
sie macierze przejicia, odnoszace si¢ do poszczegdlnych odcinkéw obliczeniowych. Biorac
pod uwage, ze wymaga sie przy tym dokonania podziatu watu (linii watéw) na odcinki
obliczeniowe m.in. w miejscach dzialania sit skupionych, wykorzystanie funkcji wlasnych
do analizy drgan wymuszonych moze sig okazaé bardziej celowe w przypadkach wystgpo-
wania sit skupionych w odpowiednio licznych przekrojach watu.
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Peswme

O HCIIOJIb3OBAHHMM COBCTBEHHBIX <$OPM IJII OITMCAHWSI BBIHYIXKHEHHBIX
KOJIEBAHUIM ACHUMMETPUYECKUX BAJIOB HA IIOUATIUBLIX SYHIAMEHTAX

Pafora xacaeTcs BHIHYIKACHHUBIX M3THOHBIX, IPOJOJIBHBIX M KPYTMIBHBLIX KONeOaHMI{ Bajla C acHA
MeTpHeH HA3rubHOH JKECTKOCTH, ONMMCAHHBLIX HECONPMNEHHLIME JMHelnpimu AuddepenuanbbMy
YPAaBHCHHAMH B l'XaCTHI:IX NIPON3BOSHBIX. Y‘-IPITbIBaCTCH CONPSKCHUA MCIY KONeDaInIMHI BCJICACTBHE
TNIOAATIIMBOrO HNOOKPEINICHXII Bajla H TPEHHE B CHCTEME. Paccmarpmaae'rc;{ CJIy4al pacnpeacICHHbIX
M COCPENOTOUEHHSIX BOSMYILEHmit, PeleHus npencTaBiAercst NPH NIOMOLM PAasiIOKEHWH B pAAbI IO
coGcTReHHEBIM (hopMan, ‘ '

Summary

USE OF MODES FOR DESCRIPTION OF FORCED VIBRATIONS OF FLEXIBLE SUPPORTED
ASYMMETRICAL SHAFTS

The paper deals with flexural, longitudinal and torsional forced vibrations of a shaft with an asymmetry
of a flexural rigidity, being governed by non-coupled linear partial differential equations. The couplings
between vibrations due to the flexibility of the shaft support as well as a damping in the analysed system
are taken into account. The cases of distributed and discrete loadings are considered. Solutions are expressed
in terms of the normal modes.
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