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1. Wstep

W metodzie elementow skoniczonych, jak wiadomo, istotna sprawa jest wyznaczenie
macierzy sztywnosci, za pomoca ktdérej wyraza sig sity uogdlnione w wezlach w funkciji
przemieszezen wezltowych. W konstrukcjach pretowo-tarczowych wystepujg elementy
pretowe | tarczowe. Znane s3 w postaci jawnej macierze sztywnodci zaréwno preta, jak
i tarczy, ktore zostaly omoéwione m.in. w 1], [2], ..., [9]. Dla przeprowadzenia analizy
konstrukcji pretowo-tarczowej i skrécenia czasu liczenia na EMC, celowe jest okreslenie
w postaci jawnej macierzy sztywnosci elementu pretowo-tarczowego. Pozwoli to bez-
posrednio podzieli¢ konstrukcje tylko na elementy pretowo-tarczowe.

2. Okreslenie macierzy sztywnosci elementu prostokatnego pretowo-tarczowego

Istnieja dwie drogi okreslenia macierzy sztywno$ci na drodze energetycznej lub tez,
jak to czyni si¢ w niniejszej pracy, metodg superpozycji, polegajacej na zlozeniu macierzy
sztywnosci ramownicy skladajacej sie z 4 pretéw 1 macierzy sztywnosci samej tarczy
(rys. 1). Macierz sztywnosci elementu pretowo-tarczowego wyraza sig réwnaniem
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Rys. 1. Prostokatny element pretowo-tarczowy.

gdzie: [k,] — macierz sztywno$ci ramownicy pretowe,
[k.] — macierz sztywnosci elementu tarczy.
Prostokatny element tarczy polaczony jest z dowolnymi elementami pretowymi n, p,
r, s wzdluz krawedzi tarczy w sposéb ciggly (rys. 1). Przy formutowaniu funkcji ksztaitu
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tarczy, w celu zapewnienia ciagtoéci polaczenia pretéw z tarcza, przyjmuje si¢ jednakowe
przemieszczenia dla tarczy i pretow w miejscu potaczenia.

2.1. Macierz sztywnoscl prostokatnego elementu tarczy. Przedstawiony na rys. 2 typowy ecle-
ment prostokatny o weztach i, j, k, /| numerowanych odwrotnie do ruchu wskazéwek

Rys. 2. Prostokatny element tarczy.

zegara, ma poczatek uktadu wspdlirzednych w wezle i. Macierz sztywnosci takiego elementu
ma postac:
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Wyprowadzenie macierzy sztywnosci prostokatnego elementu tarczy dla uktadu
wspohzednych w §rodku cigzkosci zostato przedstawione w pracach [2 1 4].

2.2. Maclerz sztywnosci ramownicy jednoobwodowej. Rozwazana ramownica jest zbudowana
z czterech pretdw (n, p, r i 5) polaczonych ze sobg sztywno (rys. 3). Macierz sztywnosci
[k.] takiej ramownicy jest zbudowana z macierzy sztywnoéci [k] poszczegblnych elementdw
pretowych transponowanych do ukfadu wspdlrzgdnych ramownicy. Wyprowadzenia
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macierzy sztywnoscl preta obustronnie utwierdzonego przedstawiono miedzy innymi
w pracach [1], [4], [5], [6], [8]- Macierze sztywnosci przyktadowego preta ,,n”° ma postaé:
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Transformacje poszczegélnych macierzy sztywnosci pretéw (2.2.1.) przedstawi¢ moZna
zaleznoscia
(22.2) k"] = [CI" k") [C]
gdzie:
[C] — macierz transformacji z uktadu globalnego ramownicy do ukfadu lokalnego
preta o wymiarze (3 x 3),

[C]" — macierz transponowana macierzy transformacji. Macierz transformacji ma
postaé
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—sinf cosf 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
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W tym przypadku kat f przyjmuje dwie wartosci (rys. 3), zaleznie od poloZenia preta
w ramownicy, 0° lub 90°. Uwzgledniajac (2.2.1) i (2.2.2) oraz dokonujac przeksztafcen
macierz sztywnos$ci ramownicy (rys. 3) przedstawi¢ mozna w postaci
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(2.2.4) [k]=E

gdzie: elementy [k;_;] sa podmacierzami kwadratowymi o wymiarach (3 x 3). Podmacierze
te wyznaczono w postaci jawnej i przykladowo wynoszg:
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gdzie a i b, J,, F oznaczaja odpowiednio: dlugosci pretéw, moment bezwladnosci na zgi-
nanie i pole przekroju preta.

2.3. Macierz sztywnosci elementu prostokatnego pretowo-tarczowego. Po okre§leniu  macierzy
sztywnosci prostokatnego elementu tarczy (2.1.14) oraz macierzy sztywnoéci ramownicy
(2.2.4) przeprowadzono dodawanie dwéch macierzy wedtug (1). Dodawanie to nie jest
wykonywane wprost, gdyz macierz opisana réwnaniem (2.1.14) jest o wymiarze (8x8)
i w tej macierzy wystepuja tylko przemieszczenia u,., 1, w kazdym wezle. Natomiast w wez-
fach ramownicy oprdcz przemieszczenr liniowych ., u, wystgpuje obrét «, wzgledem
osi z. Dlatego tez do wezldw tarczy wprowadza sie dodatkowo zerowy pozorny obrot
a, = 0 wzglgdem osi z, w wyniku czego uzyskuje si¢ macierz sztywnoéci tarczy o wymiarze
(12x 12). Po przeksztalceniach i dodaniu obu macierzy otrzymano w jawnej postaci
macierz sztywnosci elementu prostokatnego prgtowo-tarczowego (tabl. 1).
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3. Maclerz sztywnosci elementu trojkatnego pretowo-tarczowego

Postepujac podobnie jak wyzej wyznacza si¢ macierz sztywnosci elementu tréjkatnego,
skladajacego sie z tarczy polaczonej na swoich krawedziach w ogéinym przypadku z trzema
dowolnymi pretami (rys. 4).

Rys. 4. Tréjkatny element pretowo-tarczowy.

Kolejno$¢ numeracji wezléw jest przeciwna do ruchu wskazéwek zegara: i—j—k.
Grubo$¢ tarczy jest stata 1 wynosi f. Uklad wspolrzednych lokalnych jest zaczepiony
w wezle. Rozwaza si¢ plaski stan naprezen. Stan przemieszczen wewnatrz elementu jest
podobny jak w elemencie prostokatnym. (rozdz. 2). Wyznaczong w ten sposéb macierz
sztywnosci elementu tréjkatnego pretowotarczowego zamieszczono w tablicy 2.

4. Program PRTA

Przedstawiono obliczenia konstrukcji z podziatem na elementy pretowo-tarczowe,
wg metody elementédw skonczonych, zostat zaprogramowany na maszyn¢ cyfrowa, pod
nazwa PRTA. Program ten napisano w jezyku FORTRAN 1500 i uruchomiono go na
maszynie cyfrowej serii ODRA 1300. Obliczenia mozna prowadzi¢ dla dowolnych kon-
strukcji plaskich obcigzonych w plaszczyinie, skiadajacych si¢ z elementow:

— pretowo-tarczowych (prostokatnych i tréjkatnych),

— pretowych (ramy plaskie),

— tarczowych (prostokatnych i trojkatnych).

Prety o stalym przekroju, w polaczeniu z tarcza stanowia jej uzebrowanie lub wzmocnienie
brzegéw. Obciazenie zewngtrzne musi by¢ przykladane w wezlach elementu,

W danych do programu nalezy podaé wielkosci geometryczne pretéw, tarcz i obcigzen
zewnetrznych., Jako wyniki otrzymuje sig przemieszczenia poszezegblnych weziow kon-
strukcji, sity wewnetrzne w pretach i tarczach. Ponadto otrzymuje si¢ naprezenia pocho-
dzace od momentu gnacego o,, iciskajace lub rozciagajace o, i sumaryczne sy, — W Pre-
tach, odksztalcenia bezwzgledne &, &y, ys, Oraz napreZenia o, o, i Ty — W tarczach.

Ograniczenia programu stanowi ogdlna liczba elementow m < 300, co wynika z po-
jemnosci pamieci operacyjnej maszyny serii ODRA 1300. Jednak jest ona zupehie
wystarczajgca dla celéw praktycznych. ‘
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5. Przyklad liczhowy

W celu sprawdzenia poprawnoS$ci dziatan programu wykonano szereg obliczen testujg-
cych. Uzyskane wyniki obliczenia prostych konstrukcji pretowo-tarczowych porownywano
z wynikami otrzymanymi metodami analitycznymi [10, 11, 12]. Poréwnanie to wykazato,
ze juz przy podziale na niewielka liczbg elementow nzyskuje si¢ dobrg zgodnos¢ z wynikami
otrzymanymi z rozwigzaii analitycznych. Przeprowadzono przykladowo obliczenia kon-
strukcji pretowo-tarczowej obcigzonej czterema sitami skupionymi (rys. 5). Konstrukeje
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Rys. 5. Przykiad konstrukeji pretowo-tarczowej: &) uklad obeigzen, b) rozklad naprezen stycznych. MES —
metoda elementow skonczonych, 4, — rozwigzanie $cisle.

podzielono na dwa prostokatne elementy pretowo-tarczowe (Tablica 1) zawierajaca
po 4 wezly kazdy, w elementach tych wystepuja tylko 2 prety na przeciwlegtych bokach.
Wartodci naprezern w pretach omawianej konstrukcji (rys. 5) wedlug rozwigzania [10]
Wynosza:

P
74—5

04 = —0; = 0¢ = —03 = 0, = 05 = 0,

a maksymalna bezwzgledna warto§¢ naprezen stycznych

: P
Tmn'x = 0,42'2‘
Natomiast wartosci naprezen, uzyskane przy wykorzystaniu omawianej macierzy sztywno$ct

w MES wynosza: '

P P
64 = "(71 = 06 = —0'3 = 0,8074-, 0'2 = '—‘65 = _0,04Z
a maksymalne naprezenie styczne
P
== 4 —_—
Tmax 0! 3A

Najwickszy blad uzyskanych wynikéw wystepuje w pretach nr 1, 3 1 wynosi 20%, ale
obliczenia wg [10] daja w tym przypadku zawyZone wartosci. Mianowicie zaklada sig,
ze w weztach przylozenia sit (rys. 5), obcigZenie to jest przemoszone tylko przez prety,
a w rzeczywistosci czgé¢ obciaZenia przenosi tarcza co uwzgledniono w przedstawionej
pracy, ktdra jest sztywno polaczona z pretami. Natomiast w precie nr 2 wynosi 4%, a dla
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naprezen stycznych 19. Nalezy przypuszczal, ie przy zwigkszaniu liczby elementow,
na ktéra podzielono konstrukcje, otrzymane wyniki beda jeszcze bliZsze rozwigzaniu
dokiadnemu. '

Reasumujac stwierdza sig, Ze przeprowadzenie analizy wytrzymalosciowej konstrukc;ji
o elementach prgtowo-tarczowych, z uwzglednieniem macierzy sztywnodci (tab. 1 1 2),
pozwala w znaczny sposéb skréci¢ efektywny czas liczenia oraz mniejsza pamie¢ EMC.
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Peswome

AHAJIM3 CTEP)XHE-CKJIIATYATOM KOHCTPYKLIHU
C IIOMOIIBIO METOIJA KOHEUYHBIX SJIEMEHTOB

IIpencraBnen MeTon pacueTa JHOOBIX CTEPIKHE-CKI@AYATBIX KOHCTPYKUMH METOAOM KOHEUHbIX
anemenToB. IlpuBelennl B ABHOM BHE MATPHIIbI YKECTKOCTH MPAMOYTONEHOTO ¥ TPEYT'OIBHOIO CTEPIKHE-
CHJI3UATOTO DNEMEHTA C TPEMs CTeNeHAMH CBOGoAbI. B crepsiHe-cknaxuaTom 9JIEMEHTE YYTeHa Niobas
dhopma ceyerua Ka>KIoro crepxusa. OrpeleneHsb! TaKyie MATPULBI YKECTKOCTH IPAMOYTOJIBHON CKIagKu
M pamMHON KOHCTPYKLHH, cOCTosAIIel! u3 4 crep>xuett. [Iporpamma PRTA Hanmucana Ha sispike SPOPTPAH
1900 u TecTrpoBana na mudposoit BuruucnuTensHoli mamrHe OJIPA 1300. PaGora DposyImOCTpHPOBAHA
NMPOBEPOYHBIM [IPIMEPOM.

Summary

AN ANALYSIS OF THE ROD-SHIELD CONSTRUCTIONS BY THE FINITE ELEMENT METHOD

The way of calculating any rod-shield construction by the finite element method is shown in the paper.
The rigidity matrix of the rod-shield construction elements of a rectangular and triangular shape with
three degrees of freedom is given. In a rod-shield element any shape of the rod cross-section may be applied.
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The rigidity matrix of a rectangular shield and of a four bars frame is also given in the paper. The PRTA
programme was writen in the FORTRAN 1900 language and was tested on the ODRA 1300 computer.
The paper is illustrated with an example.

POLITECHNIKA WROCLAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 5 marca 1979 roku.
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Tablica 1. Macierz sztywnoscl prostokiytnego elementu pretowo-tarczowego
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