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‘Wazniejsze oznaczenia

Wskazniki k&, /, ... przebiegaja ciag {l, 2,3} i odnosza si¢ do kartezjanskiego ukladu
wspolrzednych w przestrzeni fizycznej. Wskazniki «, 8, y, ... przebiegajace réwniez ciag
{1,2,3} i wskazniki K, L, M, ... przebiegajace ciag {I,2} odnosza si¢ do krzywolinio-
wego ukladu wspdlrzednych w wyrdinionej konfiguracji »,.. Wspolrzedne materialne
oznaczone sa przez X = (X%)i zamiennie przez X = (Z, Y), Z = (Z¥). Wskazniki 4, B, ...;
ab,...;Cn..;v, u, v, u przebiegaja skonczone ustalone ciagi liczb naturalnych, przy
czym {, 17 € 6. Stosujemy konwencje sumacyjna Einsteina.

B, — obszar zajety przez cialo B w ustalonej chwili 7.
Br — obszar zmiennos$ci wspotrzgdnych Lagrange’a.
B,, B, IIx — domkniecia obszaréw odpowiednio B,, By, I1y.
0B,, By, — brzeg obszaru odpowiednio B,, By.
e, — jednostkowe wektory bazy w przestrzeni fizyczne;j.
g, — wektory bazy naturalnej krzywoliniowego ukladu wspotrzednych
w wyroéznionej konfiguracji x,.
g% — wektory bazy dualne;j.
&up = 8,85 — skladowe tensora metrycznego
n, n — jednostkowe wektory normalne do 0By, ¢B,.
x = x*e, — wektor potozenia czastki w przestrzeni fizycznej.
2*(X, t) — funkcje deformacji, x = ¥*(X, 1) -
C = Cypg" ® g” — lokalny metryczny tensor deformacii.
T, = T*e, ® g, — pierwszy tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa
T=T"g, ® gg— drugi tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa (odniesiony do B,), T, =
= Vg1,
0, — gesto$¢ masy na jednostke objetosci obszaru B,.
b = b*(X, 1)e, — zewnetrzne obciazenia masowe,
P = p*(X, t)e, — zewnetrzne obciazenia brzegowe,
r = r*(X, t)e, — wewnetrzne sily reakeii,
s = s*(X, 1)e, — brzegowe sity reakcji,
a(C) — funkcja energii odksztalcenia,
y(T) — funkcja energii komplementarnej,
a()

(), — operacja rézniczkowania' czastkowego, ()« = A
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Wstep

W teorii powlok, w celu sprowadzenia trojwymiarowych zagadnien brzegowych do
aproksymujacych je zagadnienn dwuwymiarowych, stosuje sig rozne metody. Wsérdd nich
mozna rozréznié dwa podejscia [1]. Podejécie bezposrednie oparte na modelu powtoki
jako tzw. powierzchni Cosseratéw i drugie poprzez uproszczenie réwnan klasycznej me-
chaniki kontinuum, Metody te zostaty wyczerpujagco oméwione w monografii NAGHDI'EGo
[1]. W pracach [2], [6] przedstawiono odmienng metod¢ formutowania zagadnied dwu-
wymiarowych, opartg na réwnaniach mechaniki o§rodkéw ciagtych z wigzami wewnetrz-
nymi, przy czym wigzy zakladano tylko dla deformacji. Metoda przedstawiona w [2]
zostanie w tej pracy rozszerzona poprzez wprowadzenie wiezéw dla naprezen.

Przyjecie wiezow dla naprezenh pozwala w pewnych przypadkach otrzymaé prostsze
réwnania i wierniej opisac stan naprezenia i odksztalcenia w ciele.

1. Zalozenia i sformulowanie problenu

Przedmiotem rozwazan jest cialo B z materiatlu hypersprezystego, ktére w pewnej
ustalonej konfiguracji zajmuje obszar B,. Zalozymy, Ze obszar ten da sie parametryzowaé
wspoétrzednymi X = (Z, Y) € Bg, gdzie domknigcie obszaru By jest postaci By = IT, x
% [~ h, i} I, jest obszarem regularnym na plaszczyzmc (—h, h) odcinkiem, Z— VAR
ZHellp, Ye(—h,h). :

W pracy zostanie podany sposob opisu przestrzennych zagadmen mechaniki rozwa-
zanego ciala przy pomocy dwuwymiarowych zagadnien brzegowych. Jako podstawe
rozwazan przyjeto nastgpujace roéwnania mechaniki osrodkéw ciaglych z wiezami dla
deformaciji i naprezen [4]:
1°. Réwnania ruchu i kinetyczne waranki brzegowe _

DivT 4o b+eo,r=0,%, Xe€Bg,
T.n. = p.ts, ' X € 0B,
2°. Rownania konstytutywne dla ciala hypersprezystego
do(C)
1.2 = —_——
(1.2) T= 2,7,
3°. Réwnania definicyjne obciazen zewnetrznych
(L3 b(X, 1) = b(X, 1, 1, V),
(X, 1) = p.(X, 1, p),
gdzie B(-), p.(-) sa danymi funkcjami tub funkcjonatami,
4°. Wigzy dla deformagii
(L.4) h(X,t, 1, V2, 9,V9) =0 XeBg,v=1,..,1,
’ R.(X,t,2,9)=0, Xe€dBg,u=12, ..1
5°. Wigzy dla naprezen '
(X, t, ,VT, $,V9) =0, XeBg, »=1L12 ..1;
RYX,1, T,9) =0, XedBy, pn=12..I;

(1.1)

(L.5)
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W réwnaniach wigzow funkeje /,(), R.(), #'(*), R'(*) sa znanymi funkcjami, réznicz-
kowalnymi w swoich naturalnych dziedzinach. Funkcje g = (¢(X,1)), 4= 1,2, ...
I, <3i8=(X0), =12 . I <6 stanowig dodatkowe nieznane pola kinema-
tyczne i kinetyczne.

6°. Warunek idealnosci wiezéw dla deformacji

(1.6) fe,réxdvﬁ fs,c?xdar =0,
B, B,

ktéry winien by¢ spetniony dla dowolnej funkcji dy, takiej, ze uklad funkcji (dy, dq)
speinia réwnania:

oh oh, oh, oh

ot - 6V . =
7 Sy + V7 z+ %4 dq + Vq 0Vg =0 dla XeB,
OR, OR,
T ox + r og =0, dla Xe0Bg

7°. Warunek idealnosci wiezow dla napréier’n

(1.7) [ DsTdus = 0, gdzie D= (Vyy'(Vp)-C,

Bg ‘
ktory winien by¢ spetniony dla dowolnej funkcji 6T takiej, ze ukiad funkcji (6T, 69)
spetnia ukfad réownai:

oh" oh" oh” oh*
. oR"
—67;‘ (5T+75:9— 08 = 0, dla Xe 6BR

W pracy (w punkcie 2) wyspecjalizujemy wiezy dla deformacji (1.4) i wigzy dla napre-
zen (1.5) tak, by na podstawie wyZej przytoczonych réwnan otrzymaé¢ dwuwymiarowe
zagadnienie brzegowe, ktérego rozwiazanie pozwala okresli¢ stan przemieszczenia, od-
ksztalcenia i naprezenia w tréjwymiarowym ciele hypersprezystym. Po rozwigzaniu przy
pomocy otrzymanych réwnan danego zagadnienia dysponujemy wewngtrznymi sitami
reakcji r i s, (1.1) oraz niezgodnosciami deformacji D, (1.7),, wywolanymi wigzami dla
naprgzen, ktére po wprowadzeniu odpowiednich norm daja pewna mozliwo$€ oceny
dokladnoéci rozwigzan wzgledem nieznanych rozwigzah odpowiedniego zagadnienia
tréjwymiarowego.

2. Rownanla wi¢zéw

Wiezy dia deformacji przyjmiemy w postaci
(X, 0 = QN(X,9"(Z,1)), XeBg, Zellg.
(2.1 t(Z, p*(Z, 10, p%(Z, 1)) =0, Zellg, »=12,..1,
B(Z,v*(Z,)) =0, Zeollg, p=12..1,
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wigzy dla naprezen w postaci
(2.2) T = P X, n*(Z, 1), PX, 1), XeBr, Zelly.

W przyjetych réwnaniach wiezéw funkcje D*(-). &, (), B.("), ¥**() sa danymi a priori
funkcjami rézniczkowalnymi w swoich naturalnych dziedzinach, natomiast y*(Z, 1),
A=1,2 .. 1, 7°Z 1), a= 1,2, .. I, #X, 1), L =1,2,... I, <653 nowymi niewia-
domymi funkcjami. Funkcje »*(Z, t) nazwiemy uogdlnionymi deformacjami a funkcje
9*(X, 1) i °(Z, t) vogblnionymi naprezeniami. Postulowanie wigzéw w postaci (2.1) ma
jasny sens kinematyczny w teorii ptyt i powlok. Kinematyka bryty jest tam sprowadzana,
przy pomocy tego typu wiezow, do kinematyki powierzchni. Informacje dotyczace stanu
napreZenia, dajace si¢ analitycznie wyrazi¢ w postaci (2.2), moZna przy pomocy wprowa-
dzonych wiezéw (2.2) wykorzysta¢ do wierniejszego opisu, otrzymanymi nizej rdwna-
niami, stanu napreZenia i1 odksztalcenia w rozpatrywanym ciele.

3. Réwnania ruchu I kinetyczne warunki brzegowe

Celem otrzymania réwnan ruchu i kinetycznych warunkéw brzegowych o dwdéch
zmiennych niezaleznych przeksztalcimy warunek idealnosci wigzéw (1.6) do postaci
w ktdre] wystepuja catki po obszarze Bg = Iy x(—~h h) 1 0Bg = (0llg x([—~h, lHu
U Mg x {—h)u ({Tx x {h}). Po dokonaniu zmiany obszaréw catkowania z B, na Byi
przejeciv do, = V' gdIIgdY, ds, = jdsg oraz uwzglednieniu zaleZnosci
. a D
G.n O = Dy 0p*,  gdzie Dy I= “gq);’:‘,
wynikajagcych z przyjetych rownan wiezéw (2.1),, warunek idealno$ci wiezow deforma-
cyjnych (1.6) moZna zapisaé w postaci [6]:

(3.2) [ siz yoyptain+ [ ru(Z, 1) syp*di, = 0,
&ir, ,
gdzie zostaly wprowadzone wielkosci
h
SAZ, 1) = | sEBujdy,  Zeill,
-k

(3.3) \ |
PaZ, 1) = [ 0Dy gdYH 15D il iy Zelly,

—h
ktore nazwiemy uogdlnionymi sitami reakcji. Funkcje dy* w przypadku wystepowania
wiezdw (2.1),, (2.1); nie sa dowolne, lecz spelniaja zaleznodci

da, . Oa, A _
—é;};‘_ Sy + 51)0:4}( % =0, Zellg,
oa du
3.4 P W
B4) oyt OVt g V=0
[‘)ﬂ,, A __ * 60(,, A *#J7T
—éy—)[(s‘lp = 0, Zeank——a HR: '(71})?‘; 61[) Q‘ITR—::O, Zed R-
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Symbol [ly-_sn Oznacza sumg wartoSci wyrazenia w nawiasie dla Y= —h 1 dla
Y = h, v, oznacza pochodng funkcji *(Z, 1) w kierunku stycznym do brzegu oIl,
d*IT, skoficzony zbior punktow brzegu obszaru 17, w ktérych normalna moze doznawaé
skoku, [ -Jgap, suma skokédw wyrazenia w nawiasie w punktach Z € ¢%[{,.

Warunek (3.2)idealnosci wigzow bedziemy realizowaé przyjmujac

au, , 0o,
raZ, 0 = — (),v__awTK) K+Z Tt Zell,,

(3.3)

, Oa, Ao 0fr - Oa, - Oa,
sAZ, 1) = 4 '@Tp_{fN"+}J Dot + 4, T (); o
gdzie 7’, 2, a s dowolnymi rézniczkowalnymi funkcjami, ktére nazywaé bedziemy
funkcjami wigzéw odpowiednio dla (2.1), i (2.1);, N jest wektorem jednostkowym, zew-
netrznie normalnym do 8I7; w plaszczyznie ¥ = 0. Mozna wykazaé, korzystajge z (3.4),
ze zwiazki (3.5) speiniaja warunek idealnosci wiezdéw (3.2) tozsamosciowo
Po podstawieniu do (3.3) wyrazen g.r* i sf odpowiednio z réwnan ruchu (1.1) i kine-
tycznych warunkdw brzegowych (1.1), i wykonaniu potrzebnych przeksztatcen, otrzymamy
réwnania ruchu

) , Zedllg.
N

(3.6) HY w+h +fatry=i4 A=1,..,1,
i kinetyczne warunki brzegowe

G.7 HENg = pa+sas

gdzie C '

h
HYZ, ) = [ 74T 4/ gdY,

—h
I

ho(Z, 1) = — | 25T*0 4 ,)/5dY,
—h

o

(3.8) FaZ, ) = [ 0.0"D 4 gAY+ [PED ulyi .
—h
h

idZ0) = [ 0 DuygdY, Zelly,

—h
I

pA(Z; Z) = jpk®Akde, ZEaHR.
—h

Po wykorzystaniu réwnan wiezow (2.1), i (2.2) i rownan definicyjnych obcigzen zewngtrz-
nych (1.3) ostatnie zwigzki mozna zapisa¢ w postaci

HK(Z, 1) = BX(Z,9"(Z, 1), vi(Z, 1), n°(Z, 1); [#°(X, 1]),
ha(Z, 1) = h(Z, pA(Z, 1), p(Z, 1), (2, 1); [H(X, 1)),
(3.9) fAZ, D) = fA(Z,9*(Z, 1), p4(Z, 1),
PA(Z, 1) = p(Z,p*(Z, 1)),
i Z 1) = @Aﬂil:’s“i'QABc@PB?PC
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gdzie HA( ), hA( -) sa funkcjami zmlermych Z, y*, v, =" i funkcjonatami zmiennych
(X, t), zdefiniowane catkami
I

A5 = | cDAk(cb*!IJMw B EN)) gdy,
-

(3.10) A
ha() = = [ @y o(@EP +9? OFWP))/ g dY,

—h .

Fa() Da(), 642("), @amc(?), sa funkcjami zmiennych Z, w4, pr:

]

jA( ) = f @rbk(X’ t, ¢k, djfa)(DAkl/g’dY'l_ [PA(X, t’ ¢k)¢Akj]Y=—h,h ZEHR,
—h
(3.11) ;74( D= pi(X, 1, (D"')(DdeY Z e 0,
' 0k
AB( ) = f 0. DY qjskl/ng QABC( D)= f@r Ak "5 B A ayP oy o 1/3
—n n
oDk

K .

Dk axE -

4. Réwnanla zgodnosci deformacji

Warunek idealnosci wigzéw (1.7); po zmianie obszaru calkowania B, na By, uwzgled-
nieniu zaleZznosci

4.1 ST = Wb oms L WEh 5%,

: Yafl ayjaﬂ af a_[/ﬂ'-ﬂ
gdzie W& =g T8 = aar , wynikajacych z przyjetych wigzow dla naprezen,

i wprowadzeniu wielkosci D,(Z, t) i Dy(X, t)
-k

DAZ, 0 = [ Dy,\Psy/gay,
~h

DC(X5 t) = DaﬂT?ps

(4.2)

ktére nazwiemy uogdlnionymi niezgodnoséciami deformacji, mozna zapisaé w postaci

(4.3) [ D89y gdBr+ [ D,6ndII, = 0.
ER nR

Ze wzgledu na dowolnosé funkcji #(X, ¢), n*(Z, ), z warunku (4.3) otrzymamy
4.4) D,=0, D,=0.

Po podstawieniu do (4.2) wielkosci Dy z réwnan (1.7), i uwzglednieniu (4.4) otrzymamy

réwnania zgodnosci deformacii
h

= ke /o
(4.5) CG(Z’ t) = _‘{ x> xk,ﬂqya J ng,

CX, 1) = x* s P&,
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gdzie wielkosci C,, C;, ktére nazwiemy uogolnionymi odksztalceniami sa zdefiniowane:

wzorami )
(]

(4.6) CAZ, 1) = [ Copl¥)/gdY, CuX,1) = C,yie?,
-~k

Réwnania zgodnoéci deformacji (4.5) po uwzglednieniu réwnan wigzéw (2.1); mozna
zapisa¢ W postaci .
CuZ, 1) = Ci(Z, p*, vk, 7% [,

4.7) A
( X, 1) = Co(X, 3,y 2, )
gdzie :
C()= AIII(ALBVJ:“K’IP?L"_A('I(A"/J:‘K"‘Anﬁ
é:( ) = Bipwikwh + By + B,
h
Ay = [ @By WENY gdy,
—h
(4.8) 5 n
A =2 [ DA BEPEPYRaY, A, = [ G O5PPYgdy,

—h -h
Bl{‘(ALB = @Ak(pg TcKL,
BLI‘(A = 2¢Ak¢ﬁ Wfﬂ: BL’ = ak@;g y’fﬂ» )
Wspotczynniki AXfy, Ak, Aa, Bis, By, B;, w ogblnosci zaleza od 34, n®, #. W przy-
padku gdy funkcje Y*8(-) wystgpujace w rownaniach wiezow sa liniowymi wzgledem
uogélnionych naprezen n® i #* to wymienione wspoélczynniki od nich nie zalez.

5. Rownania konstytutywne

Roéwnania konstytutywne dla materialu hypersprezystego przyjmiemy w postaci
odwrotnej do (1.2)

(5.1) Cap = 2

T8 >

gdzie y(T) jest funkcja energii komplementarnej. Po podstawieniu ostatnich zwiazkow
do zalezno$ci (4.6) otrzymamy uogdlnione réwnania konstytutywne

aI'(+) ()

on® o9t

gdzie y(-) jest funkcja otrzymang z funkeji energii komplementarnej ¢(T) przez podsta-
wienie T*F = W(X, 9(X, 1), n°(Z, 1)),

(5.3) 5 = HXFX, 1), 192, 1)) = p(PP),

ﬁ( ) jest funkcja zmiennych Z, #° i funkcjonatem 9¢(X, ¢) okre§lonym catka
I
4 D) =1Z,2%Z, 0; FX0) £ [ 5(X %X 0,72, D)V gdY.

-

(5.2) CAZ, 1§ = Ci(X, )=
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6. Konstrukcja dwuwymiarowych zagadniein brzegowych

Réwnania wigzéw (2.1) i (2.2), rownania ruchu (3.6), kinetyczne warunki brzegowe
(3.7), réwnania zgodnosci deformacji (4.7) i zwiazki konstytutywne (5.2) tworzg podsta-
wowy ukliad réownan dla podstawowych niewiadomych funkcji: uogdlnionych naprezen
(2, 1), 9(X, t), uogdinionych deformacji p*(Z, ) i funkcji wigzéw 2°(Z, 1), /"(Z 1),
i '(Z, t). Wykazemy, ze powyizszy uklad réwnan prowadzi do dwuwymiarowych zagad-
nieft brzegowych dla funkcji p*(Z, t).

Z rownan konstytutywnych (5.2), i réwnan zgodnosci deformacji (4.7), otrzymamy
zwigzki migdzy uogdinionymi deformacjami i uogélnionymi naprezeniami

()
29+

Zatozymy, ze w przypadku gdy w réwnaniach wiezéw dla naprezen (2.2) wystepuja funkcje
9 zalezne od trzech zmiennych przestrzennych, speiniony jest warunek

(6.1 = CX, p*, phe, 70, 99).

() (7C ()
(6.2) det[ oot g | 2O
Z réwnan (6.1) mozemy wtedy wyznaczyé 9°(X, t) jako znane funkcje X, p*, p4, ="
(6.3) 9X, 1) = DX, w4,y 7).

Podstawiajac (6 3) do (4.7),, (5.2); oraz do (3.9),,, wyeliminujemy z podstawowego
ukiadu réwnan nieznane funkcje 9°(X, 1) i otrzymamy zamknigty uklad réwnan na po-
szukiwane funkcje v*(Z, 1), 2(Z, 1), ¥(Z, 1), /J‘('Z 1), n°(Z, 1)
Zestawimy ten uklad rownan
1°. Réwnania wigzow
0 (Z, py(Z, 0, 9% (Z, ) =0, Zelly, »=12 .

6.4 BAZ v (Z,0) =0, Zedlly, p=12, ..

2° Roéwnania ruchu i kinetyczne warunki brzegowe

6.5) H§,K+]1A+fA+rA =iy, Zell,
@ HSng = patsa, Zeoll,,

3°. Rownania definicyjne
HE = HX(Z, 4", %, w*; [0°(X, v%, pi, 7)),
hA = hA(Za 1/)8, w?L: na; [&;(X’ 'I’B: q}?L: J'l")]),
fA = fA(Z’ V’B, w.BL):
Py= E)A(Z, 1/’5),
is= 0452, 2P +0.4nc(Z, 1PDI)1..UB¢C=
O oo’

= ar 20 1Y%

ra ( ozph),_'_”@"’ Zell,
dee, do,

l » )
= A’ J_ 'él + "_._.__ oY VA [
SA— (:" A NK A ﬂ. a‘(/)A ﬂ. a 4 I, Ea R»>
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4°, Réwnania zgodnosci deformacji

6.7) Co = CiZ, p*, pie, 75 [9(X, ", 7)),

52, Réwnania konstytutywne

(6.8) Ca=( P(Zn 19(Xt)]))19“(Xt)~19(X1P i, )

W przypadku gdy w réwnaniach wigzéw dla naprezen (2.2) nie wystepuja funkcje
P (X, 1), wtedy p(*) nie zalezy od & (X, o). Rownama (6.1) sa spetnione tozsamos$ciowo
aw rOWnadeh (6.6),2, (6.7) 1 (6.8) HA( 9, /1,1( D, G, (i P( *) sa funkcjami zmiennych

Z’ 1/') k] "I),K:
Przy zatoZeniu

a A A
det [—a-y-rb— Pa( ')_Cu( ))] o4 0
gdzie
A a A -
() =+ 1(Z n ¥ . an
u( ) [ ana ( > T [ ])] ,19, — ,0,(X’ .(/}n, W{JK’ nb)’
Co( ) = CuZ, v, i, 25 (X, P, pl, 2t)]),
z réwnan (6.7) i (6.8) mozna wyznaczy¢ n*(Z, t) jako znane funkcje Z, y*, v
na(Z) F) = ;ZE(Z: WA’ WAK)'
Podstawiajgc te zwigzki do (6.6),, otrzymamy I,+21, +I,, rownait na niewiadome
funkcje pA(Z, 1), A =1, ... L, (Z,1), ¥(Z,t),v=1,... ], l“(Z ), w=1,..1,. Elimi-
nujac funkcje wigzédw, mozemy ta droga dojsé do dwuwymnarowych zagadmer’l brzego-

wych dla p4(Z, t). Przedstawiony wyzej sposéb konstrukeji dwuwymiarowych zagadnieni
brzegowych zilustrujemy niZej na przyktadzie.

7. Przyklad

W wyrdznionej konfiguracji », wprowadimy ortogonalny ukiad wspdirzednych
o wektorach bazy g, taki, Zze g;3 = g3;g; = 1. Wigzy dla deformacji przyjmijmy w postaci
(2.1)y, za$ wiezy dla napreZzen w postaci

Y=94X, ), T¥®=9(X,1), TY=9(X0),

K3 __ K Y :
(7.1) TX3 = p%(Z, t)(l—-(—h—) )

T3 = V(X, 1),

gdzie (X, t) £ =1,2,3, a¥(Z,t), K = 1,2 sg nieznanymi funkcjami — uogdlnionymi
naprezeniami, Y(X, t) jest znana funkcja. Zatozymy, ze material ciala jest jednorodnym
izotropowym materialem Hooka. Tréjwymiarowe réwnania konstytutywne (5.1) maja
wigc postaé

(1.2) Eup = Lap T,
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gdzie E,; jest tensorem odksztalcenia Greena, Saint Venanta

1
Eaﬂ = —2— (Caﬂ—'g:zﬁ)s

1+ »
Ly, = SE (8uy8ps+8us8py) — 5 Bab8yo-

Kazdemu z uogélnionych naprezen odpowiada uogdlnione odksztalcenie ktére oznaczy-
my odpowiednio przez C.(X,t) i Cx(Z, t). W przypadku przyjetych wigzéw dla naprezen
(7.1) funkcje Cp(-) i Cx(") nie zaleza od 9°(X, t) i n%(Z, t). Réwnania (6.1) na podstawie
(4.8), (4.6), i (5.2); beda mialy postaé

1 A~
(7.3) L., (X, t)+Lc'J’(X, ) = 7(C'c——g‘;),
gdzie
1 1 I+
Ly, = fgu, Ly = fgzz, Ly = Tgugzz,
v
L,=1L, = _—E-gugzz, Lyz= L3y =L,3=1L;,=0,
1+» I+
L, = —Q.E-g“’ L, = —TE—g“’ Ly =0,

C, = Bypyiv i +Bayi+B,,
C, = BAB'PZ‘Z'PFz‘*'BAz?P:‘z‘i‘Bzz,

1
C; = BAB‘I’:‘NP,BZ‘F—Z‘(BAlw)Aé*'BAz‘l’f‘l)‘i'Bu,

8 = 811> 82 =82, £ =0,
By = qjﬁd}ﬂk’ B = 2@5 Dy, By = ¢II‘(¢1k-

Warunek (6.2) jest spetniony. Z réwnan (7.3) mozna wyznaczyé 9°¢(X, 1)
(7.5) ﬂC(X, 1) = Lo [';__ (én _gn)_Ln #(X, t)] P

gdzie L7 sa elementami macierzy odwrotnej do macierzy o elementach L,
(gll)Z ,‘}glngZ 0

(7.6) = £ |8V (@ 0
(1-»?) 0 o, 207 g2
’ * T ite %
Roéwnania zgodnosci deformacii (6.7) na podstawie (4.8), maja postaé
(7.7) Cx(Z,t) = Apypi+Ax,
gdzie

Ap = 2_['@”@',;[1_(%)2] VgdY, Ax= f@,‘@f([l—(—;’—)z]l/édY.
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Réwnania konstytutywne (6.8) maja postac:

(7.8) . Cx = Ly.7(Z, 1),
gdzie ' :
1+ h Y 2 . . 14 h v 5
— v - = oy -
e [l @ b 5 o ()
. ) L1‘2“="0 '
Z réwnan (7.7) i (7.8) otrzymamy '
[
(79) ﬂK(Z, l) = — (AB'IP,BK—*_AK)-
Lyk

Wielkosci HX, h, Wyst@pujqce w réwnaniach ruchu’ (6.5) po‘uwzngdnieniu réownan wiezow
(7.1), zwigzkéw (7.5), (7.9) i wyznaczeniu calek w (3.10),,, sa znanymi funkcjami Z,
pMZ, 1), vi(Zt). Otrzymamy wigc réwnania rézniczkowe na funkcje 9*(Z,1t). Jezeli
znajdziemy rozwiazanie tych réwnan to z (7.9) i z (7.5) wyznaczymy 7*(Z, 1) i %¢(X, 1).
Ruch ciala okreslony jest funkcja deformacji (2.1), a napr¢zenia zwigzkamti (7.1).
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[

Pesome

O ITOCTPOEHHMH PIBYXMEPHBIX KPAEBBIX 3A0AY B TEOPHMU VIIPYTOCTU

B paBore npennorken meTod, B KOTOPOM KNACC MPOCTPAHCTREHHBIX 3a[1aY MEXaHUKH CHIIEPYNIPY-
roro Teja peliaeTcsi IPM NMOMOIIM JIBYXMEPHBIX KpaeBbIx 3aay. HMCXOAHONW TOUKOM SABIAIOTCH TPEX-
MepHBIE YPaBHEHWA MEXAaHHKHM CIIJIOLIHBLIX cpef ¢ BHYTpeHHuMH cBA3amy [4]. IIpmauATO upeanbHbie
cBA3M i nmedopmaumy M panpsbxeHnil. ITocne ynoTpe6leHUss NPHHIMNOB KIEaNBHOCTH IIOJIYYEHO
CHACTEMY YPaBHEHHH, KOTOpasi IJI ONpeleNEéHHBIX NPENNnoNIOMKeHul NaéT BO3MOM(HOCTb TIOCTPOHKH
ABYXMEPHBIX KP4€BBIX 3a/1aY anpOKCHMUPYIOMIKX COOTBETCTBYIOIIYIO TPEXMEPHYIO 3alayy.
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Summary

‘CONSTRUCTION OF TWO-DIMENSIONAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS IN THE THEORY
OF ELASTICITY

The purpose of the paper is the reduction of a class of three-dimensional problems of hyperelastic
body to two-dimensional ones. The equations of continuum mechanics with internal constraints are used
[4). For deformations and stresses the ideal constraints are assumed. By means of the principles of ideality
the system of equations has been obtained which, under some assumptions, gives the possibility of con-
struction of two-dimensional problems approximating the corresponding tree-dimensional problem.
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Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 5 listopada 1979 roku.



